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1. Reporte global de servicio social

Justificacion

El presente trabajo es en apoyo al proyecto IPN-SIP 20170660 (Determinantes, menores
y vectores propios de matrices de Toeplitz de banda) dirigido por el Dr. Egor Maximenko.

El estudio de operadores de Toeplitz es un tema actual en matematicas con aplicaciones en
otras ciencias como la mecanica cuantica. Aunque la defincién de estos operadores es simple,
para su comprension se precisa de conocimientos en varias ramas de las matematicas. Tan
solo en el caso de operadores de Toeplitz en el espacio de Bergman sobre el disco unitario
es necesario tener conocimientos de andlisis funcional, andlisis real y anélisis complejo, entre
otros.

En la licenciatura se estudian algunos tépicos fundamentales para abordar los operadores
de Toeplitz, pero a veces no son suficientes y la gran cantidad de teoria existente en cada
una de las ramas de las matematicas necesarias hace dificil conocer qué temas son necesarios
y cuales no.

Es por esto que como servicio social se escribieron apuntes donde se desarrolla la teoria
necesaria para el estudio de operadores de Toeplitz en el espacio de Bergman, resolviendo
un problema ya conocido: caracterizar el algebra C* generada por los operadores de Toeplitz
con simbolo continuo en el espacio de Bergman sobre el disco.

Objetivo

Realizar apuntes con ejemplos y ejercicios propuestos sobre algebras C*, teoria de ope-
radores, el espacio de Bergman sobre el disco unitario y operadores de Toeplitz con simbolo
continuo definidos sobre este espacio.

Describir el algebra C* generada por los operadores de Toeplitz con simbolo continuo que
actian em el espacio de Bergman sobre el disco unitario.

Marco teodrico
El espacio de Bergman

Sea C el plano complejo y D = {z € C: |z| < 1} el disco unitario en C. Sea dA(z)
la medida de area en D normalizada tal que el area de DD sea 1. Esto es, en coordenadas
rectangulares y polares,

1 1
dA(z) = —dxdy = —rdrdb.
s s

El espacio de funciones analiticas en D serd denotado por H (D).



1.1 Definicién. El espacio de Bergman A?(D) es el conjunto de todas las funciones analiticas
f en D tales que

‘/mamua<w.

Este espacio puede considerarse como subespacio del espacio de Hilbert L*(ID,dA), de
donde hereda un producto interno y una norma inducida por este, que estan dados por

(f,g) = /&@R&mw v Il = /v@&mw ,

para cada f, g € A*(D).

El espacio de Bergman resulta ser también un espacio de Hilbert. Més atn, es un espacio
de Hilbert con nicleo reproductor, es decir, existe una funcién K en D x D tal que h,(w) =
K (z,w) define una funcién en L?(D,dA) y se cumple la propiedad de reproduccién:

ﬂazfﬂWK@wmmw

para cada funcién f en A*(D) y para toda z € D.
Un resultado conocido asegura que

1

K(z,w) = s

Ya que el espacio de Bergman A%*(D) es cerrado, existe la proyeccién ortogonal de
L*(D,dA) sobre A%*(D), denotada por P. Esta funcién es llamada la proyeccidn de Berg-
man.

La siguiente proposicion indica que la proyeccién de Bergman P es un operador integral.

Proposicién. Suponga que f € L*(D,dA). Entonces
PIe) = [ K(ew)fw)daw),
D

para toda z € D.

Operadores de Toeplitz

Definicién. Dada una funcién ¢ € L>*(D), se define el operador T}, en A?(D) por la relacién

T,f =P(ef), feA (D).

T, es llamado el operador de Toeplitz en el espacio de Bergman A%(D) con simbolo ¢.
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Usando la representacion integral de la proyecciéon de Bergman, podemos escribir 7, como
un operador integral como sigue:

T, () = / K (2, w)p(w) f (w)dA(w)

_ / w(w)f(w)dA(w)'

(1 —zw)?

Desarrollo
Algebras C*

Definicion. Un dlgebra C* es un élgebra de Banach A con un mapeo x +— z* satisfaciendo
las siguientes condiciones:

1. (z*)* =z, paratodaz € A.
2. (ax +by)* = ax* +by*, paratodaz,y€ Aya,becC.

3. (zy)* =y*z*, paratoda x,y € A.

W

. |lz*z|| = ||=||?>, para toda x € A.

Un mapeo z — z* que cumpla (a), (b) y (¢) es llamado una involucién en el dlgebra. El
elemento z* es usualmente llamado el adjunto de x.

Si A tiene una identidad multiplicativa, entonces en automatico se tiene ||1|| = 1.
Definicién. Sean A y B algebras C*. Una funcién ®: A — B se dice un *-homomorfismo si

1. ®(ax +by) = a®(z) + bP(y), paratodaa,beCyx,ye A.

2. O(zy) = P(x)P(y), paratoda x,y € A.

3. (z*) = ®(x)*, paratodax € A.

Las algebras C* son un tipo de algebras de Banach que estan intimamente relacionadas

con la teoria de operadores en espacios de Hilbert. Puede verse que el conjunto de operadores
lineales acotados de H es un algebra C*.



Operadores en espacios de Hilbert
Sea H un espacio de Hilbert y B la bola unitaria cerrada de H. Se denotara por B(H)

al algebra de operadores acotados que actian sobre H.

Definicién. Un operador T': H — H se dice compacto si T'(By) es relativamente compacto
en H. Denotaremos por K(H) al conjunto de todos los operadores compactos de H.

Los operadores compactos forman un subespacio de B(H). Més atin, K resulta ser un

tdeal, es decir,
TK e K(H)y KT € K(H) paratodo T € B(H).

Definicién.
1. Un subespacio cerrado M de H se dice invariante para un subconjunto A de B(H).

2. Una subdlgebra C* A de B(H) se dice irreducible en H, o que actia irreduciblemente
en H, si los tnicos subespacios de H que son invariantes para A son {0} y H.

Proposicion. Sea A un dlgebra C* actuando irreduciblemente sobre H y con interseccion
no cero con KC(H). Entonces K(H) C A.

El algebra de operadores de Toeplitz

Dado un subconjunto S de un espacio de Hilbert H, existe un dlgebra C* minima (res-
pecto a la contencién) que contiene a S. Esta es llamada el dlgebgra C* generada por S.

El objetivo principal es encontrar el dlgebra C* generada por lo operadores de Toeplitz
en el espacio de Bergman A?(ID) cuyo simbolo es continuo. Se denotard esta algebra C* como

T.

La caracterizacién de esta algebra se logra entonces con ayuda de las siguientes proposi-
ciones:

Proposicién. Sea T, un operador de Toeplitz con simbolo a € C(D). Entonces T, es com-
pacto si y solo si a(z) =0, para toda z € OD.

Corolario. Sia € C(D) ybe L>*(D,dA), entonces
1. El operador T,, — T, T, es compacto.

2. El operador T,T, — T, T, es compato.

Proposicion. T es un dlgebra C* irreducible.



Corolario. El ideal K estd contenido en T y T /K es un dlgebra C* conmutativa.

Estos resultados permiten describir el dlgebra 7" como el conjunto de operadores de la
forma T, + K, donde a es una funcién continua en D y K es un operador compacto.

El resultado principal es el siguiente:

Teorema. 7 /K es un dlgebra C* isomorfa e isométrica a C(T).

Conclusiones
Referidas al programa
Experiencia

Fue una grata experiencia estudiar estos temas que serdn de gran utilidad en un posible
futuro dedicado a la investigacion.

Nuevos conocimientos

Entre los conocimientos adquiridos destacan el analisis funcional, las algebras C* y la
teoria de operadores.
Referidas a la curricula académica

Conocimientos aplicados

Los cursos de Anélisis Matematico I, IT y III, los primeros dos cursos de Funciones de
Variable Compleja y el curso de Topologia I fueron indispensables para el entendimiento de
estos temas.



2. Definiciones y resultados preliminares

A continuacién se enuncian sin demostracién algunas definciones y resultados necesarios
para las secciones postetiores.

2.1 Proposicion. Sean A un subconjunto denso de un espacio métrico E y f una fun-
cion uniformemente continua de A en un espacio métrico completo E’'. Entonces existe una

funcion continua f de E en E' que conicide con f en todo punto de A; mds aiun, f es
uniformemente continua.

La demostracion de la Proposicion 2.1 y un estudio més profundo al respecto se pueden
encontrar en [2].

2.2 Proposicién (Lema de Riesz). Si Y es un subespacio cerrado y propio de un espacio
normado X y e > 0, entonces existe un elemento vector x € X tal que ||x + Y| >1—e.

Para una demostracién puede consultarse [8], donde se da una ligera reformulacién de lo
escrito arriba.

2.3 Definicién. Sean (X, ||-]|1) y (Y, ||-||2) espacios normados. Un operador lineal 7': X — Y
se dice acotado si existe una constante C' > 0 tal que

[Tz]]s < Cll]ls.

Se denotara por B(X,Y) al conjunto de operadores lineales acotados. Si X = Y, se
ecribird simplemente B(X).

El siguiente resultado es bastante conocido:

2.4 Proposicién. Sean (X, | -]1) v (Y, - ||l2) espacios normados y T: X — Y un operador
lineal. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. T es un operador acotado.
2. T es continuo.

3. T es continuo en 0.

2.5 Proposicién. B(X,Y) es un espacio normado con la norma dada por

|T|| = nf{C > 0: ||Tx|2 < Cllz|ly Vre X}, paratodaT € B(X,Y).
Mas ain, siY es completo, también lo es B(X,Y).



2.6 Proposicién. Con las notaciones anteriores, se tienen las siguientes igualdades:

T
sup { ||”xx”||2 cx e X, x# O} = sup{||Tz||2: € X, ||z]|y = 1} = sup{||Tx|]2: x € X, ||z]; < 1}.
1

2.7 Definicion. Si f: X — Y, se define su grdfica como el conjunto
Graf f = {(z, f(x)): x € X}.

2.8 Proposiciéon (Teorema de la grafica cerrada). Sean (X, | - (1) v (Y, | - ||2) espacios
de Banach y T: X — Y wuna transformacion lineal tal que GrafT es cerrado en X x Y.
Entonces T' es continua.

Espacios de Hilbert

2.9 Notacion. F denotara cualquiera de los campos R o C.

Dado un espacio vectorial X sobre F y un conjunto A C X, se denotard por Z(A) al
subespacio vectorial de todas las combinaciones lineales de elementos de A. Si A es finito,
digamos A = {ay, as, - ,a,}, se escribird simplemente Z(ay,as, -+ ,a,).

2.10 Definiciéon. Un espacio vectorial H con producto interno es un espacio de Hilbert si
es un espacio métrico completo respecto a la métrica inducida por su producto interno.

En lo sucesivo H, Hy, H,, etc. denotaran espacios de Hilbert.

2.11 Ejemplo. Sea (X, 1) un espacio de medida. Dos funciones se identificaran si y solo si
coinciden en un conjunto de medida cero y se confundira a voluntad una funcién con la clase
de equivalencia que represente. Un tratamiento mas completo de esto puede encontrarse en
[4].

Tomando esto en consideracion, se define el espacio LP(X, du) como el espacio de funcio-

nes medibles f: X — C tales que / | f|Pdu < oc.
X

Es bien sabido que estos espacios son espacios de Banach con la norma

1/p
1Al = { [1opdn)
X

En el caso p = 2, L*(X,du) es un espacio de Hilbert cuyo producto interno estd dado
por

(f.9) = /f?}du-
X
Claramente la norma || - ||2 es inducida por este producto interno.
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2.12 Proposicién (Teorema de Schur). Sea (X, 1) un espacio de medida, K una funcion
medible en X x X, T el operador integral inducido por K y1 < p < 400 con }D + % =1. 9
eziste una constante C' > 0 y una funcion medible positiva h en X tal que

/]K(x, )| h(y)¥du(y) < ah(z)?, para casi toda x € X
X

/|K(x,y)|h(w)pdu(x) < Bh(y)?, para casi toda y € X.
X
Entonces T es acotado en LP(X, ) con norma menor o igual a af3.

2.13 Definicion. Dos elementos f,g € H, se dice que son ortogonales, y se escribe f L g,

Se define también

At ={fe H:(f g)=0, para toda g € A}.
2.14 Ejercicio. Demuestre que A+ es un subespacio vectorial cerrado de H.

2.15 Proposicién. Si M es un subespacio vectorial cerrado de H y h € H, entonces existe
un tnico elemento fo € M tal que h — fo € M*.

En virtud de la Proposicién 2.15, y con la notacién introducida ahi, puede definirse una
funcién P: H — M tal que Ph = fj.

2.16 Proposicion. La funcion P satisface las siguientes propiedades:
1. P es un operador lineal en H.
2. ||Ph|| < ||h|| para cada h € H.
3. P*=P.
4. ker P = M+ yranP = M.

P es llamada la proyeccion ortogonal de H sobre M.
2.17 Definicién. Una aplicacién lineal f: H — F se dice un funcional lineal.
Si ademas existe una constante C' tal que

|f(R)| < CJlh||, paratoda h € H,

entonces se dice que f es un funcional lineal acotado.

El conjunto de funcionales lineales acotados de H se llama el espacio dual de H y se
denota por H*.



2.18 Proposicion. Sea f: H — F un funcional lineal. Entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. f es acotado.
2. f es continuo en 0.

3. f es continuo en cualquier punto.

2.19 Proposicién. H* es un espacio de Banach con la norma dada por

|fll = mf{C >0:|f(h)| < CJh|, YheH} paratoda f € H".

Ademds, se cumplen las siguientes igualdades:

p{% heH b4 o} — sup{[f()] : h € H, |1l = 1} = sup{|f(h)| : h € H,||h] < 1}.

La siguigente proposicion es uno de los resultados mas importantes de la teoria de espacios
de Hilbert:

2.20 Teorema (Teorema de Representacién de Riesz). Si f: H — F es un funcional lineal
acotado, entonces existe un unico vector hy € H tal que f(h) = (h,ho) para cada h € H.
Mis ain, |[f] = llho].

Bases ortonormales

2.21 Definicién. Una familia {e, }acq en H se dice ortonormal si ||e,|| = 1 para toda « € 2
Y €q L eg, para a, 5 € (2 con a # f.

2.22 Proposicion (Desigualdad de Bessel). Si {en}aca es una familia ortonormal en H,
entonces para toda h € H.
> [hsea)® < IRl

ael)

2.23 Definicion. Una base para H es un familia ortonormal maximal.

2.24 Proposicion. Si E es una familia ortonormal en H, entonces existe una base para H
que contiene a F.
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2.25 Proposicién. Si E = {e,}acq €s una familia ortonormal en H, entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. E es una base para H.
2. Sihe H yh L e, para toda o € ), entonces h = 0.
3. X(F)=H.

4. Sih e H, entonces h = Z(h, €a)-

a€el)

5. Sig,h € H, entonces (g,h) = Z(g,ea>(h,ea>.

a€e

6. Si h € H, entonces ||h|]* = Z |(h, ea)|?. (Identidad de Parseval).

a€ef

El operador adjunto

2.26 Definicién. Dados H; y Hs espacios de Hilbert, una funcion u: Hy x Hy — [F se dice
una forma sesquilineal si para h,g en Hy, k, f en Hy y o, 8 en F se cumple

1. u(ah + Bg, k) = au(h, k) + Pu(g, k).
2. u(h,ak + Bf) = au(h, k) + Bu(g, k).
Mas ain, se dira que la forma sesquilineal es acotada si existe una constante M tal que

lu(h, k)| < M||h||1||k||2, para toda h en Hy y k en Hs.

2.27 Ejercicio. Sean H; y H, espacios de Hilbert. Si T' € B(Hy,Hs) y S € B(Ha, Hy),
demuestre que las fuciones u y v definidas como u(h, k) = (Th, k) y u(h, k) = (h, Sk), para
toda h € Hy y k € Hs, son formas sesquilineales acotadas.

El siguiente resultado nos dice que estas son las tinicas formas sesquilineales que existen:

2.28 Proposicion. Si u: Hy x Hy — F es una forma sesquilineal acotada con cota M,
entonces existen unicos operadores T € B(Hy, Ha) y S € B(Hs, Hy) tales que

u(h, k) = (Th, k) = (h, Sk),

para toda h en Hy y k en Hy. Ademds, ||T|,||S| < M.

De esto se puede concluir lo siguiente:

11



2.29 Teorema y definicién. Dado T € B(H, Hs), existe un unico operador T* € B(Hs, Hy)
tal que
(Th, k) = (h,T"k),

para toda h en Hy y k en Hy. Este operador se conoce como el operador adjunto de T'.

2.30 Ejercicio. Demuestre que ||| = ||7%].

2.31 Definicién. Dado un subespacio M de H y T € B(H), se dice que M es un subespacio
invariante para 1" si Th € M para toda h € M. Si M es invariante para cada operador de
un subconjunto A de B(H), entonces se dice que M es invariante para A.

2.32 Proposicién. Sean T' € B(H), M un subespacio de H y P = Py la proyeccion
ortogonal de H sobre M. Entonces

1. M es invariante para T si y solo si PAP = AP.
2. Son equivalentes las siguientes condiciones:

a) M y M+ son invariantes para T
b) PA= AP.

c) M es invariante para T y T*.

Espacios de Hilbert con nicleo reproductor

2.33 Definiciéon. Sea H un espacio de Hilbert de funciones de un conjunto X a C. Un
nicleo reproductor es una familia { K, },cx de funciones en H tales que para cada = € X,

f(z) =(f,K,), Vfe€H.

Esta propiedad es llamada la propiedad reproductiva.
2.34 Proposicion. St un espacio de Hilbert tiene nicleo reproductor, entonces este es unico.

2.35 Ejemplo. Considere H = C" como un espacio de funciones z: {1,2,...,n} — C cuyo
producto interno esta dado por (z,y) = > 7, z(7)y(4)-

Entonces la familia (d;)I,, donde 6,(j) = d;;, para toda j € {1,2,...,n}, es un nicleo
reproductor para H. En efecto, dado i € I,, se cumple

(x,8) = Zm(j)&(j) = a(i).

J=1

12



2.36 Definicion. Sea H un espacio de Hilbert de funciones de un conjunto X en C. Para
cada x € X se define el funcional de evaluacion como la funcién eval,: H — C dada por

eval,(f) = f(x).

Claramente estos son funcionales lineales. El siguiente resultado relaciona estas funciones
con la existencia del niicleo reproductor para un espacio de Hilbert; esta es una consecuencia
del Teorema de Representacién de Riesz (Teorema 2.20).

2.37 Proposicion. Un espacio de Hilbert de funciones H tiene nicleo reproductor si y solo
si los funcionales de evaluacion son acotados.

Las siguientes propiedades del nicleo reproductor son importantes y faciles de probar:

2.38 Proposicion. Sea H un espacio de Hilbert con nicleo reproductor { K, },cx. Entonces

1. K,(y) = Ky(z), para cada z,y € X.

2. | K|l =/ Kz(x), para toda x € X.

Si se conoce una base ortonormal para un espacio de Hilbert H con ntcleo reproductor,
entonces es posible calcularlo explicitamente:

2.39 Proposicion. Sea H un espacio de Hilbert con nicleo reproductor { K, }rex ¥ {€a}taca
una base ortonormal para H. Entonces se tiene

Ka(y) =) ea(@)ealy)

a€el)

Operadores compactos en espacios de Hilbert

Se denotara por B; la bola unitaria del espacio de Hilbert H;, es decir,
By ={zeH:|z| <1}

2.40 Definicién. Un operador lineal T': H; — Hj se dice compacto si T'(By) tiene cerradura
compacta. El conjunto de estos operadores se denotarda por K(Hp, Hy), o bien, IC(H;) si
H; = H,.

2.41 Proposicion. Se cumplen las siguientes propiedades
(CL) K(Hl, HQ) C B(Hl, HQ)

(b) IKC(Hy, Ha) es un espacio vectorial.

13



(c) Si{T,} es una sucesion en K(Hy, Hy) tal que para algin T € B(Hy, Hy) se tiene
T, — T|| = 0, entonces T € K(Hy, Hy).

(d) SiT e K(Hy) yS € B(H,), entonces T'S, ST € K(Hy).

Una caracterizacién importante de los operadores compactos es la siguiente:

2.42 Proposicién. Si T € K(Hy, Hs), los siguientes encunciados son equivalentes.

1. T es compacto.
2. T* es compacto.

3. Existe una sucesion {T,} de operadores acotados de rango finito tales que | T—T,|| — 0.

2.43 Definicién. Una sucesion (z,)5°; en un espacio de Hilbert H se dice que converge
débilmente o de manera débil a un elemento x si para toda h € H se tiene

lim (x,,, h) = (x¢, h).

n—oo

2.44 Proposicién. Sea (z,)22, una sucesion en H y xo € H. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. (x,)2, converge débilmente a xo.
2. La sucesion (x,)22, es acotada y existe un conjunto A denso en H tal que

nlilgo<xn7 CL> = <LIZ’0, a>7

para toda a € A.

2.45 Proposicién. Un operador lineal T en H es compacto si y solo si ||Tz,|| — 0 cuando
una sucesion (x,)5°, converge a 0 débilmente.

2.46 Definicién. Sea H un espacio de Hilbert con base ortonormal E = (e,,)%° ;. Un opera-
dor T' € B(H) se dice diagonal (con respecto a la base F) si existe una sucesion de escalares
(An)oe; tal que

T(e,) = Anen, paratodan € N.

o

2.47 Proposicién. Sea T es un operador diagonal en H con sucesion de escalares (A,)22 .

Entonces T es compacto si y solo si lim A\, = 0.
n—oo
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3. Operadores de Hilbert-Schmidt

Sean X y Y espacios de medida con respectivas medidas p y v.

3.1 Definicién. Un nicleo es una funcion medible K: X x Y — C.

3.2 Ejemplo. El conjunto de enteros positivos {1,...,n} es un espacio de medida con la
medida de conteo. Por otro lado, una matriz con entradas complejas es una funcién del
producto cartesiano {1,...,n} x {1,...,m} en C. Por lo tanto, una matriz con entradas
complejas es un nucleo.

De hecho, los ntucleos pueden entenderse como una generalizacién natural de las matrices
con la cual las sumas que aparecen en la teoria de matrices pueden ser reemplazadas por
integrales.

En efecto, sean A una matriz de orden n x m y g € R". Denote por conveniencia las
entradas de la matriz como A(i,7) y las del vector g como ¢(j). Se sabe que A define un
operador lineal de R"™ en R™, g — f, dado por

F@) =Y A, 5)9(d)-

J=1

De la misma forma, dado un nticleo K, se puede definir un operador lineal entre dos
espacios de funciones -que se especificaran enseguida- dado por

f(x) = /K(I,y)g(y)dV(y).

Respecto al dominio de este operador, se pedira el conjunto més grande de L*(Y,dv) tal
que la imagen del operador esté contenida de nuevo en este espacio. Es decir, el conjunto de
todas las funciones g € L*(Y, dv) que satisfagan las siguientes dos condiciones:

1. K(x,-)g € L'(Y,dv).

2. Si f(x) = /K(x,y)g(y)du(y), entonces f € L*(X,du).

Bajo estas condiciones, se puede comprobar que el dominio del operador es un espacio
vectorial. El operador integral inducido por el nicleo K sera denotado por Tk.

3.3 Definicion. Se dice que un ntcleo K es acotado si el operador inducido Tk es un
operador acotado.
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3.4 Lema. Si K € L*(X x Y,du x dv), entonces K es un micleo acotado y
1 Tw || < 1K ]l2,
donde || K||2 es la norma de K en L*(X x Y,du x dv).

Demostracion. El resultado se obtiene directamente de la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

Tto)l? = [ \ [ K sy " du)

< [ (1w nram) ([ lawrat) ) du

= [IK2lgl*

Se introduce el tipo de operadores que interesaran en adelante:
3.5 Definicion. Un operador de Hilbert-Schmidt es un operador Tk inducido por un ntucleo
K e L*(X xY,du x dv).

A continuacion, se demostrara que este operador es compacto.

3.6 Lema. Si u y u son elementos distintos de cero de L*(X,du) y L*(Y,dv), respectiva-

mente, y K = u®v (es decir, K = u(x)v(y)), entonces el operador de Hilbert-Schmidt Tk
tiene rango 1.

Demostracion. Por definicidén se tiene
T(9)(a) = [ ulaollals)dvly) = (g.0)ula)

Luego, todo vector en el rango de Tk es un multiplo escalar de u. Por lo tanto, Tk es de
rango 1.

m
Usando un argumento de linealidad se obtiene rapidamente el siguiente resultado:

3.7 Corolario. Si uy,uy,...,u, € L*(X,du),vi,vs,...,v, € L*(Y,dv), y K = Zuj ® vj,

=1
entonces el rango de T es a lo mds n.

La siguiente proposicion es esencial para nuestros propositos.

3.8 Proposicién. Si {e;: i € I} es una base ortonormal para L*(X,du) y {f;: j € J} es
una base ortonormal para L*(Y,dv), entonces {¢;;: i € I,j € J} es una base ortonormal
para el espacio L*(X x Y,du x dv), donde ¢;;(x,y) = e;(x)f;(y), parai € I, j € J.
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Demostracion. Note que
[ [ st Pdu@yivs) = [ [le@PlwPdu)
=/\ei(x)\Qdu(x)/Ifj(y)\QdV(y)

= lleillx|Ifilly =1,

para cadai € I, j € J, donde || - ||x v || - ||y denotan las norma de L? en X y Y, respectiva-
mente. Asi, ¢;; € L*(X X Y,du x dv) y tiene norma 1, para cada i € I, j € J.

Por otro lado, si (7, ) # (a, 3), entonces

(0ns,05) = [ [ cole) 50 5@ (o))

- [eowi@ints) [ 5@ Twat)
= (ea,€i)(fj, f5) = 0.

Por lo tanto, {¢;;} es una familia ortonormal de funciones en L*(X X Y, du X dv)
Sea ahora ¢ € L*(X x Y,u ® v). Suponga que ¢ L ¢;;, para toda i € I, j € J. Por
definicion se tiene // |p(z, y)Pdp(x)dr(y) < oco.

Ademads, por el Teorema de Fubini, /|¢(.ﬁlz.y)|2du($) < 00 para casi toda y € Y. Defi-
niendo ¢, () := ¢(z,y), se cumple entonces ¢, € L*(X, dpu).

Por tanto, la funcién h;(y) = (e;, ¢,) = /(b(a:, y)e;(z)du(z) estd bien definida. Mas atin,
h; € LQ(K dV)
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Pero

lall® =D 15, o) ?

jed

_ / e(y) £ (y)dv(y)

= / ( / Mei(x)du(ﬂf))fj(y)dy(y) 2

_ / ( ¢(l’,y)6i<x)d,u(x)) fi(y)dv(y) 2

2

2

— //gb(a;, y)ei(x) fi(y)dp(x)dv(y)

JjeJ

= Z (¢, 9is)|* = 0.

jeJ

Entonces h;(y) = (e;, ¢,) = 0, para casi toda y y para toda ¢ € I. Asi ¢, = 0 para casi
toda x y para casi toda y. Se sigue pues que ¢ = 0, c.t.p.

Por lo tanto, {¢;;} forma una base ortonormal para L*(X x Y,du x dv).

3.9 Teorema. Todo operador de Hilbert-Schmidt es compacto.

Demostracion. Sea Ty un operador de Hilbert-Schmidt con niicleo K € L*(X x Y, du x dv).

Suponga que {e;}ier y {f;};es son bases de L*(X,du) y L*(Y,dv), respectivamente. Por
la Proposicion 3.8, podemos escribir a K en su expansion en serie de Fourier como

K = E E (K, e; ® gj)ei ® g;.
(]
Lo que también implica que

1Kl =) [(K.e@ g5
i

Por lo tanto, podemos aproximar a K con sumas finitas como sigue: defina Ky como la

funcién
N

KN = Z<K7€’L®g]>el®gj

4,j=1
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Entonces
o

1Ky = Kla= ) [(K el

i j=N+1
lo cual tiende a cero por ser convergente la representacién en serie de || K ||z.

Por el Lema 3.4, se sigue que
1T = T |l < |1 K = Knl[2 = 0.

Pero por el Corolario 3.7, los operadores Tk, son de rango finito. Por lo tanto, por la

Proposicién 2.42, se concluye que el operador Tk es compacto.
O
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4. _Ajgebras(j*

Algebras de Banach

En esta seccién y en las posteriores, los espacios vectoriales con que se trabajen se con-
sideraran sobre el campo C.

4.1 Definicién.

1. Un dlgebra es un espacio vectorial A dotado de un mapeo bilineal, llamado usualmente

producto,
A* = A, (a,b) — ab,
tal que
a(bc) = (ab)e, Va,b,c € A.
2. Un dlgebra de Banach es un algebra dotada de una norma || - || completa tal que

labll < {lal[[[6]]-

Si A admite una identidad multiplicativa 1 (es decir, al = la = a, para cada a € A)
y |||l = 1, entonces se dice que A es un dlgebra de Banach unitaria.

4.2 Ejemplo. Dado un espacio de Banach X, el conjunto B(X) es un élgebra es Banach
con la norma del operador y composicion de operadores como producto. Esta es ademaés un
algebra de Banach unitaria con el operador identidad como identidad multiplicativa.

4.3 Definicion. Un ideal de un algebra A es un subespacio vectorial I de A tal quesia € A
y b € I, entonces ab,ba € I.

4.4 Observacién. Si [ es un ideal de un élgebra de Banach A, entonces A/l es un algebra
con la multiplicacién dada por

(a+1)(b+1)=ab+ I

Se deja como ejercicio probar la siguiente proposicion:

4.5 Proposicion. Si I es un ideal cerrado de un dlgebra de Banach A, entonces el cociente
A/I es un dlgebra de Banach con la norma del cociente dada por

[[z]]] = mf{fle —yll :y € I}, V[z] € A/L
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4.6 Observacion. En virtud de la Proposicién 2.41, dado un espacio de Hilbert H, el
conjunto de operadores compactos IC(H) es un ideal del dlgebra de Banach B(H), por lo
que el cociente B(H)/K es un algebra de Banach. Esta dlgebra se conoce como el dlgebra de

Calkin.

4.7 Definicién. Sea A un algebra de Banach unitaria. Se dice que un elemento a € A es
invertible si existe b € A tal que ab = ba = 1.

Se define el conjunto
Inv(A) = {a € Ala es invertible}.
Si a es invertible, se verifica que el elemento b de la definicién es 1inico; se denotara como
a~t. Por otro lado, es claro que Inv(A) es un grupo bajo la multiplicacién.

Como se mencioné anteriormente, el conjunto de operadores acotados sobre un espa-
cio de Banach es también un algebra de Banach. A continuacién se dara una importante
generalizacion de los valores propios para un algebra de Banach uniteria en general.

4.8 Definicién. Sea A un algebra de Banach unitaria. Dado a € A, se define su espectro
como el conjuto

o(a) =0a(a) ={A € C|A\l —a ¢ Inv(A)}

En lo sucesivo y mientras no haya confunsién se escribira A en vez de Al.
4.9 Ejercicio. Demuestre que el conjunto de matrices cuadradas de orden n sobre los com-
plejos M,,(C) es un élgebra de Banach y que, en este caso, espectro de una matriz coincide

con el conjunto de sus eigenvalores.

Una subconjunto importante de los elementos invertibles se presenta en la siguiente pro-
posicion

4.10 Proposicion. Sea A un dlgebra de Banach unitaria y a un elemento de A tal que
|A|| < 1. Entonces 1 —a € Inv(A) y

(1—a)” Za

Esta es llamada la serie de Neumann para (1 —a)™*.

Demostracion. Este resultado se obtiene analizando la serie geométrica del enunciado. En

efecto,
Z la"|| < Z lall" = (1 = [lal)~" < o0.
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Siendo A completo, la serie Z es convergente, digamos a b. Asi, (1—a)(1+1+...4+a") =
m=0
1 —a™! converge a (1 —a)b = b(1 —a) y a 1 cuando n — oo. Por lo tanto, b es el inverso
de 1 —a.
O

Una propiedad importante de la funcién a — a~! definida sobre Inv(A), cuya demostra-
cién puede encontrarse, por ejemplo, en [7], es la siguiente:

4.11 Proposicién. Si A es un dlgebra de Banach unitaria, entonces Inv(A) es abierto en
A, y la funcion
Inv(A) = A, ar—a’

es diferenciable.

4.12 Proposicién. (Gelfand) Si a es un elemento de un dlgebra de Banach unitaria A,
entonces el espectro o(a) de a es no vacio.

Demostracién. Suponga que o(a) = (.

Considere la funcién A — (a—\)~! (bien definida para cada A € C debido a que o(a) = 0).
Se probara primero que es acotada en todo C.

Si |\l > 2[al|, entonces [[A~al| < § por lo que 1 — [[A™ al| > 1. Luego, notando que
|la|| # 0 por ser el espectro de a vacio,

I(1=A"a) " =1 = | > (A a)"
n=1
A" 1
— < 2|IA 1.
< Ty < 27l <

Se sigue que
I3 a) <1+ A=A a) 7 < 2,

y, por lo tanto,
(@ =X = [IATH 1 = A a) ™ < 2/|A] < [laf| 7

Luego, la funcién es acotada en la regién A < ||a||. Por otro lado, como la funcién
A+ (a — A\)7! es continua, es acotada en el compacto 2||a||D. Por lo hecho anteriormente,
se tiene que esta funcién es acotada en todo C; digamos que

[(a— N7 < M, paratoda A € C.

Para 7 € A%, la funcién A — 7((a — A\)™') es entera, al ser composicién de funciones
diferenciables, y acotada. Luego, por el Teorema de Liouville, es una constante. En particular,
7(a™') = 7((a — 1)71). Pero como esto se cumple para cada 7 € A*, se sigue que a = a — 1,
lo cual es absurdo.

[]
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4.13 Definicion. Si a es un elemento de un algebra de Banach unitaria A, se define su radio
espectral como

r(a) = sup [A|.
A€o (a)

4.14 Observacion. Si a,b son elementos invertibles de un &dlgebra unitaria A, entonces
1 —ab es invertible si y solo si 1 —ba lo es. En efecto, si 1 — ab tiene inverso ¢, entonces 1 — ba
tiene inverso 1 + bca.

Como consecuencia se tiene que
o(ab) \ {0} = o(ba) \ {0} paracadaa,be A

y que
r(ab) = r(ba).

Una demostracuén de lo siguiente puede encontrarse, por ejemplo, en [7]:

4.15 Proposicién (Beurling). Sea A un dlgebra de Banach unitaria y a € A. Entonces

n“l/n nHl/n'

r(a) = 1r>1fi |a = lim ||a
n> n—0o00

Operadores compactos y de Fredholm

De la misma manera en que se definieron los operadores compactos en las secciones
anteriores, se pueden definir estos para espacios de Banach:

4.16 Definicidon. Sean X y Y espacios de Banach y B; la bola unitaria cerrada de X. Un
operador lineal u: X — Y se dice compacto si u(By) es relativamente compacto en Y.

El conjunto de operadores compactos de X en Y se denotard por K(X,Y). Si X =Y se
escribira simplemente K(X).

Al igual que en el caso de espacios de Hilbert, se verifica que K(X,Y) es un espacio
vectorial cerrado de B(X,Y'). Mas ain, K(X) es un ideal de B(X).

4.17 Proposicién. Si X es un espacio de Banach, entonces K(X) = B(X) si y solo si X
es de dimension finita.

Demostracion. K(X) = B(X) si y solo si idy es compacto si y solo si By es compacto si y

solo si X es de dimension finita.
]

De igual forma que en espacios de Hilbert se tienen las siguientes nociones:
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4.18 Definicién. Sea X un espacio de Banach. Una aplicacién lineal 7: X — C es un
funcional lineal. El conjunto de funcionales lineales acotados de X se llama el espacio dual
de X y se denota por X*.

4.19 Observacion. Por la Proposicion 2.5 se tiene que X ™ es también un espacio de Banach.

4.20 Definicién. Sean X y Y espacios de Banach y u: X — Y un operador lineal acotado.
Se define el transpuesto de u como el operador u* € B(X*,Y*) dado por u*(7) = 7 ou, para
todo 7 € Y.

4.21 Proposicion. Sean X y Y espacios de Banach y u € K(X,Y). Entonces u* €
KY*, X*).

Demostracion. Sea By la bola unitaria cerrada de X y ¢ > 0. Como u(B;) es totalmente
actado existen elementos x1,...,z, € B; tales que si x € By, entonces ||u(z) —u(z;)|| < ¢/3
para algin indice 7.

Sea v € B(Y*,C") dado por v(7) = (Tu(z1),...,7u(x,)). Como v es de rango finito es
compacto, por lo que v(7") es totalmente acotado, donde 7T es la bola unitaria cerrada de Y*.
Asi, existen funcionales lineales 71, ..., 7, en T tal que si 7 € T', entonces ||v(7)—v(7;)|| < &/3
para algtin indice j. Considerando a C" con la norma infinito se tiene

lo(7) = v(m)]| = mdx |u” (7)(2:) — u” (77) ().

Asi, dado x € By existe un indice 7 tal que [Ju(x) — u(x;)|| < €. Por tanto,

| (7) (2:) = w* (1) ()| < |u*(7) (@) = w(7) ()| + |u* (7) (2:) — " (75) () | + | (7) (1) — " (75) ()]
< €.

Se sigue que |[u*(7) — u*(7;)|| < €. Luego, v*(T") es totalmente acotado y, por tanto, u*
es compacto.
O

4.22 Definicién. Sean X y Y espacios de Banach. Un operador lineal u: z — Y se dice
acotado por abajo si existe § > 0 tal que

[u(@)[| = of|]l, vz e X.

4.23 Observacién. Si u: X — Y es un operador acotado por abajo entonces u(X) es
cerrado pues si (u(x,,))5°; es una sucesién de Cauchy en u(X), entonces lo es en X vy, siendo
X completo, converge a algin elemento z € X. Por continuidad la sucesion (u(z,))52,
converge a u(x). Luego u(X) es completo y, por tanto, cerrado en Y.
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4.24 Proposicion. Sea u: X — X un operador compacto en un espacio de Banach X y
suponga que A € C\{0}. Entonces

1. ker(u — A) es de dimension finita.
2. (u—A)(X) es cerrado y de codimension finita en X.

Demostracion. Defina Z = ker(u — \). Entonces u(Z) C Z y la restriccién uy de u a Z esta
en K(Z). Como Uz = Aidz y A # 0, idz es compacto. Luego, por la Proposicién 4.17, Z es
de dimensién finita.

Como Z es de dimensién finita existe un espacio vectorial cerrado Y en X tal que Z@Y =
X. Ya que (u— X)X = (u— N\)Y se obtendrd que (u — A)X es cerrado si se prueba que la
restriccion (u — A)y: Y — X es acotada por abajo.

Suponga que (u — A)y no es acotado por abajo. En este caso existe una sucesién de

vectores unitarios (z,)52, en Y tales que lim ||u(z,) — Az, || = 0. Por la compacidad de u
n—oo

existe una subsucesién de u(z, ) convergente; se puede pues suponer que u(z,,) es convergente.

Note que x, = A" (u(z,) — (u—A)(z,)), por lo que z,, también es convergente, digamos,

a x. Como Y es cerrado se tiene x € Y. Ademads, u(x) = Az, por lo que z € Y Nker(u — A).

Luego z = 0, pero z es un vector unitario por ser limite de vectores unitarios, lo cual es
absurdo.

Sea ahora W = X/(u — A)(X). Se probarda que W es de dimensién finita demostrando
que W* lo es.

Sea m: X — W el epimorfismo canénico. La imagen de 7* estd contenida en el nticleo de
u* — X\ pues
(u* =N (7*(7))(z) = (tomou— AT om)(x)
= 7(u(@) + (u = A (X)) = A (z + (u - A)(X))
= 7\ + (= A)(X)) = A(z + (u— N (X)) =0,
paraTeW*yx e X.

Por la Proposicion 4.21 u* es compacto. Luego, usando la primera parte de esta propo-
sicion, ker(u* — \) es de dimensién finita. Es facil ver que 7* es inyectivo de donde, por ser
de rango finito, W* es de dimension finita.

O

4.25 Observacion. Si u: X — X es una aplicacion lineal en un espacio vectorial X, enton-
ces la sucesion de espacios (ker(u"))S2; es creciente y la sucesion (u"(X))32, es decreciente.

4.26 Definiciéon. Sea X un espacio vectorial y u: X — X una aplicacion lineal.
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1. Si ker(u™) # ker(u™™!), para toda n € N, se dice que u tiene ascenso infinito y se
escribe ascent(u) = +o00. En caso contrario, se dice que u tiene ascenso finito y se
define

ascent(u) = min{p € N: ker(u”) = ker(u’*')}.

En este caso, ker(u?) = ker(u") para toda n > p.

2. Siu"(X) # u"(X), para todan € N, se dice que u tiene descenso infinito y se escribe
descent(u) = 4+00. En caso contrario, se dice que u tiene descenso finito y se define

ascent(u) = min{p € N: v?(X) = u""(X)}.

En este caso, uP(X) = u™(X) para toda n > p.

4.27 Proposicion. Sea u un operador compacto en un espacio de Banach X y suponga que
A € D\{0}. Entonces u— X tiene ascenso y descenso finitos.

Demostracion. Suponga que u tiene ascenso infinito.

Defina la sucesion (N,,)2, por N, = ker(u — A)® n € N. Por hipétesis, N,_; debe ser
un subespacio propio de N,,. Luego, por el Lema de Riesz (Proposicién 2.2, existe un vector
unitario x,, € N, tal que ||z, + Ny—1|| > 1/2. Si m < n, entonces

w(n) = w(@m) = Azn + (u = A) () — (u = A) () — Az = Az — 2,
con z € N,_;. Por tanto,

[u(@n) = u(@m)ll = [IAzn — 2l = [Mllzn — A7"2]] > [Al/2 > 0.

Pero entonces (u(x,))>2; no puede tener subsucesiones convergentes, lo cual contradice
la compacidad de wu.

Analogamente se prueba que u — A tiene descenso finito.
O

4.28 Definicién. Sean X y Y espacios de Banach y v € B(X,Y). Se dice que u es de
Fredholm si ker(u) tiene dimensién finita y u(X) tiene codimensién finita en Y.

Se define la nulidad de u, denotada nul(u), como dimker(u) y el defecto de u, denotado
def(u), como la codimensién de u(X) en Y.

Se define también el indice de u, denotado ind(u), como la cantidad

ind(u) = nul(u) — def(u).
Un resultado fundamental de la teoria de Fredholm es el siguiente:
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4.29 Proposicion. Sean u: X =Y yv: Y — Z operadores de Fredholm entre los espacios
de Banach X, Y y Z. Entonces uv es de Fredholm y

ind(vu) = ind(v) + ind(u).

Demostracion. Sea Yy = ker(v) N u(X) y escoja subespacios vectoriales cerrados Y7, Y3, Y
tales que u(X) =Y, @ Y3, ker(v) =Y @Yoy Y = Y] @ u(X) @Y;. Note que Yy, Ys y Y3 son

de dimension finita.

La aplicacién x — u(z) de ker(uv) en Y; es suprayectiva y tiene el mismo nicleo que u,
por lo que el nicleo de uv es de dimensién finita y nul(vu) = nul(u) + dim(Y3).

Como v(Y) = v(Y3) ®v(Yy) y v(Y3) = vu(X) y v(Y3) = vu(X), se tiene v(Y) = vu(X) @
v(Y}). Tomando un subespacio Z’ de Z de dimensién finita tal que v(Y)@® Z' = Z se obtiene
Z =vu(X)@dv(Yy) & Z. Como v(Yy) & Z' es de dimension finita, se sigue que vu(X) es de
codimensioén finita en Z. Por lo tanto vu es de Fredholm.

La aplicacién y — v(y) de Yy en v(Y)) es un isomorfismo lineal, por tanto dim(Y,) =
dim(v(Y,)). Se sigue que def(vu) = dim(Y,) + dim(Z’) = dim(Y}) + def(v).

Luego,
nul(vu) + def(u) + def(v) = nul(u) + dim(Yy) + nul(v) + def(v) = nul(u) + nul(v) 4 def(vu)
y asi,
ind(vu) = nul(vu) — def(vu) = nul(u) + nul(v) — def(u) — def(v) = ind(u) + ind(v).
[

4.30 Proposicion. Sea X un espacio de Banach, uw: X — X un operador compacto y
A € C\{0}. Entonces

1. El operador u — X es de Fredholm con ind(u — \) = 0.
2. Sip es el ascenso (finito) de u — A, entonces

X =ker(u — AP & (u— N)p(X).

Demostracion. 1. u — A es de Fredholm por la Proposicion 4.24. Por otro lado, si m y n
son enteros mayores que max{ascent(u — \), descent(u — )}, entonces

nul(u — A)™ = nul(u — \)"

y
def(u — \)™ = def(u — )",

por lo que

ind(u — A\)™ = ind(u — \)".

Por la Proposicién 4.29 se tiene mind(u — A) = nind(u — A), de donde se sigue que

ind(u — \) =0.
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2. Six € ker(u— AP N (u— \)P(X), entonces existe un elemento y € X tal que z = (u —
NP(y) y (u—N)?*(y) = 0. Como ker(u— \)P = ker(u— )% se sigue que (u—A\)P(y) = 0,

es decir, x = 0.

Como nul(u — A\)? = def(u — \)P se sigue que X = ker(u — A\)P @ (u — A\)P(X)
O]

4.31 Corolario (Alternativa de Fredholm). El operador uw — A es inyectivo si y solo si es
suprayectivo.

Demostracion. Como el indice de u — A es cero, su nulidad es cero si y solo si su defecto es
cero, es decir, u — A\ es inyectivo si y solo si es suprayectivo.

]

4.32 Proposicién. Sea X un espacio de Banach y u: X — X un operador compacto.
Entonces o(u) es a lo sumo numerable y cada punto no cero de o(u) es un eigenvalor de u
y un punto aislado de o(u).

Demostracion. Si A es un punto no cero de o(u), por la alternativa de Fredholm (Corolario
4.31) se tiene que u — A no es inyectivo, es decir, A es un eigenvalor de u.

El operador u — A tiene ascenso finito, digamos p, y por la Proposicién 4.30 se puede
escribir X =Y @ X, donde Y = ker(u — AP y Z = (u — A\)P(X). Los espacios Y y Z son
cerrados e invariantes para u. Asi,

U—\= (Uy —)\ldy) D (UZ—/\idz),

donde uy y uz son las restricciones de u a Y y Z, respectivamente.

Como (uy — Aidy)? = 0, el espectro o(uy) es el conjunto unipuntual {A}. También,
como uy es compacto y ker(uyz —Aidz)? = 0, (uz — Aidz)P es invertible (por tener indice de
Fredholm cero) y luego también lo es (uz — Aidy). Por tanto, A ¢ o(u).

Esto implica que o(u)\{\} = o(uz). Luego A es un punto aislado de o(u) pues o(uyz) es
cerrado en o(u). De esto se sigue también la numerabilidad de o(u).
[

Algebras C*

4.33 Definicién. Un dlgebra C* es un algebra de Banach A con un mapeo x +— x* satisfa-
ciendo las siguientes condiciones:

1. (z*)* =z, paratoda z € A.
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2. (ax +by)* = ax* +by*, paratodaz,y€ Aya,becC.
3. (zy)* = y*z*, paratoda x,y € A.
4. ||z*z| = ||z||*>, paratoda z € A.

Un mapeo z — z* que cumpla (a), (b) y (¢) es llamado una involucién en el dlgebra. El
elemento z* es usualmente llamado el adjunto de x.

Si A tiene una identidad multiplicativa, entonces en automadtico se tiene ||1]| = 1.

Si A un dlgebra C* entonces un subconjunto B de A se dira subalgebra C* si es un dlgebra
C™* con las operaciones de A. Por otro lado, dado un subconjunto S de A, la subalgebra C*
mas pequena respecto a la inclusién que contenga a S se llamara el dlgebra C* generada por
S, a veces denotada como C*(S).

4.34 Observaciéon. Las dlgebras C* son un tipo de algebras de Banach que estan intima-
mente relacionadas con la teoria de operadores en espacios de Hilbert. Puede verse que, dado
un espacio de Hilbert H, el conjunto de operadores lineales acotados B(H) es un algebra C*
con la composicién como producto y la involucién T — T, T' € B(H).

Tomando en cuenta la analogia entre algebras C* y operadores lineales se tienen destacan
los siguientes elementos:

4.35 Definicion. Sea A un dlgebra C*. Un elemento a € A se dice:
1. autoadjunto o hermitiano si a = a*,
2. normal si aa* = a*a,

3. proteccion si a = a* = a®.
p

Si A es unitaria, entonces un elemento u € A se dice:
1. unitario si u*u = uu* =1,
2. isometria si u'u =1,

3. coisometria si uu* = 1.

4.36 Ejercicio. Pruebe que para cada a € A existen elementos autoadjuntos by c tales que
a=b+1c.

4.37 Definicion. Sean Ay B algebras C*. Una funcion ¢: A — B se dice un x-homomorfismo
si
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1. plax +by) = ap(z) + bp(y), paratoda a,be Cy x,y € A.

2. p(zy) = p(r)p(y), paratodaz,y € A

*

3. o(z*) = ¢(x)*, paratoda z € A.

Si ademdas A y B son unitarias y ¢(1) = 1, entonces se dice que ¢ es unitario.

4.38 Proposicién. Sia un elemento autoadjunto de un dlgebra Cx A, entonces r(a) = ||al|.

Demostracion. Se tiene ||a?|| = ||a]|?. Por induccién se sigue que [a®"|| = ||a/|*", luego por la

Proposicién 4.15

nHl/n 2”H1/2"

() = lim [la" " = Y [la®"["*" = [a]|

O

4.39 Proposicion. Sean A y B dlgebras C* unitarias y p: A — B un «-homomorfismo.
Entonces
le(a)|l < llall, Va e A.

Demostracion. Sea a € A. Entonces o(pa) C o(a), luego
leall® = llg(a) e(a)ll = le(a*a)ll = r(p(a*a)) < r(a*a) < [la*al| < [la*.

Por lo tanto, [¢(a)[| < [la| N

4.40 Corolario. Sean A y B dlgebras C* unitarias. Si p: A — B es un x-monomorfismo,
entonces
le(@)ll = llall,  Va € A.

Una herramienta muy poderosa que se utilizara es dada por la siguiente proposicion:

4.41 Proposicién. Sea a un elemento normal de un dlgebra C* unitaria A, y suponga que
z es la funcion inclusion de o(a) en C. Entonces existe un unico x-homomorfismo unitario
p: C(o(a)) — A tal que p(2) = a. Mds ain, ¢ es isométrico y la imagen de ¢ es la subdlgebra
C* de A generada por 1 y a.

La demostracién esta sujeta a una serie de resultados anteriores. Puede consultarse [7].

Bajo las notaciones de la Proposicién 4.41, el homomorfismo ¢ de la Proposicién 4.41 es
llamado el calculo funcional en a.

Si p es un polinomio, es facil ver que ¢(p) = p(a). Por esto, para una funcién f € C(o(a))
se escribe f(a) en lugar de ¢(f). Note que f(a) es normal.

30



4.42 Definicién. Dados dos elementos x,y € H se define el operador z ® y en H por la
relacién

(z®y)(2) = (2, y)z.

4.43 Observacion. Dados z,2',y,y' € H y u € B(H) se verifican facilmente las siguientes
propiedades

|z @yl = [|zllly|
(z@)yey) = (y,2)(zey)
(yy) =y
ur®y) =ulr) Ry
(z@y)u=z@u(y).

4.44 Proposicion. El operador x ®y es de rango uno para cada x,y € H, x # 0; mds aun,
st u es un operador acotado de rango uno, entonces existen x,y € H tales que u =1 ® y.

Demostracion. Es claro que x ® y es un operador de rango uno para cada x,y € H con

y # 0.

Sea u un operador de rango uno. Sea x # 0 en la imagen de u. Si z € H, entonces
u(z) = 7(z)x para algin escalar 7(z) € C. Por la linealidad de u se tiene que 7 es un
funcional lineal. Més atn, de |7(2)|||x| = [|[u(z)]] < ||ul|]|z]| se sigue que T es acotado.

Luego, por el Teorema de Representacién de Riesz 2.20, existe y € H tal que 7(z) = (z,y),
para toda z € H. De esto se sigue que u = x ® y.
m

4.45 Definicién. Sea H un espacio de Hilbert. Si A es una subélgebra C* de B(H), decimos
que A es irreducible, o que actia irredublemente sobre H, si los inicos subespacios cerrados
invariantes de H son A y 0.

4.46 Proposicion. Sea A un dlgebra C* actuando irreduciblemente en un espacio de Hilbert

H tal que tiene interseccion dinstinta de cero con el ideal de operadores compactos K(H).
Entonces KK(H) C A.

Demostracion. Se probara primero que existen proyecciones ortogonales en A de rango finito.

Como la interseccion A N IC(H) es un conjunto autoadjunto no cero, existe en él algin
elemento u no cero y autoadjunto. Por la Proposicion 4.38 se tiene r(u) = ||ul| > 0, por lo
que o(u) contiene elementos distintos de cero. Por la Proposicion 4.32 u admite un eigenvalor
distinto de cero, digamos A.
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Por la misma proposicién los puntos no nulos de o(a) son aislados, lo que implica que
la funcién f = y, es continua en o(u). De la Proposicién 4.41 se sigue que la proyeccién
p = f(u) es un elemento de A. Mas atn, p no es cero pues u no lo es.

Si z es la funcién inclusién de o(u) en C, entonces (z — \) f = 0, por lo que (u — A)p =0
y asi, p(H) C ker(u — \). Por la Proposicion 4.24 ker(u — \) es de dimensién finita, luego p
es de rango finito.

Sea ahora ¢ una proyeccién en A de rango finito minimo. Entonces ¢Aq es un algebra C*
de dimensién finita. Por ser ¢ de rango minimo, las tinicas proyecciones en gAq pueden ser
0y q,y gqAqg = Cq, pues en caso contrario, por un razonamiento analogo al del comienzo,
existiria una proyeccién de menor dimensién en gAgq.

Sea y € q(H)\{0} y defina K = {u(y): u € A}. Entonces K es un subsepacio vectorial
de H invariante para A y es no cero pues contiene a y = ¢(y). Por la irreducibilidad de A se
tiene K = H.

Asi, para un elemento arbitrario x € ¢(H) existe una sucesién (u,)5; en A tal que
r = lim qu,q(y). Como x = q(z) y y = q(y), x = lim qu,q(y). Pero como gAq = Cgq, existe
n—o0 n—o0
una sucesion (A,)>2; en C tal que qu,q = \,q. De esto se sigue que ¢(H) = Cy.
Finalmente, se tiene que todos los operadores de rango uno estan en A. En efecto, dados
xy zen H existen sucesiones (u,)>; v (v,)32, tales que z = lim u,(y) y z = lim v,(y).
n—oo n—oo
Luego

r®z=lim u,(y) ®v,(y) = lim u,(y @ y)v: = lim u,qu}.
n—00 n—00 n—00

Por lo tanto x® 2z € A. Es decir, todos los operadores de rango uno estéan en A, luego todos
los operadores de rango finito y, por la Proposicién 2.42, todos los operadores compactos.
m
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5. Operadores de Toeplitz y de Hankel en el espacio
de Bergman

El espacio de Bergman en el disco unitario

Sea C el plano complejo y D = {z € C: |z] < 1} el disco unitario. Considere la medida
usual de Lebesgue normalizada, es decir,

1
dA(2) = —dady = _drdo,
m m
z:a:—l—z'y:rei@.

Se denotard por H(D) al conjunto de todas las funciones analiticas en D y por H>(DD)
al subconjunto H(ID) de las funciones que sean esencialmente acotadas.

5.1 Definicién. Se define el espacio L*(ID,dA) como el espacio de todas las (clases de
equivalencia de) funciones Lebesgue medibles f tales que

/|f(z)|2dA(z) < 0.

Este espacio puede verse como un caso particular del ejemplo 2.11.

5.2 Definicién (Espacio de Bergman). Se define el Espacio de Bergman A*(D) como el
conjunto de funciones analiticas f: D — C tales que

/\f(z)PdA(z) < .

Este espacio puede entenderse como subespacio de Ly(D, dA).

Es facil ver que A%(D) es un espacio vectorial. Mas atn, hereda de Lo(ID, dA) el producto
interno

(f, ) = / F(2)g(2)dA(2)

Lo cual induce la norma
I = | [ 1r)Paac)
D
Mientras no haya confusion, esta norma se denotard simplemente como || - ||.
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D, , denotara el disco abierto de radio r centrado en z. Es decir,

D,,={web:|z—w| <r}

Las siguientes proposiciones indican que los valores de una funcién analitica en un punto
estan determinados por los valores que la funcién toma en un disco centrado en él.

5.3 Proposicién. (Teoremas del valor medio) Sea f: D — C una funcion analitica, zy € D
yr >0 tal que D,,, CD. Entonces

2

1. f(z0) = %/f(zo +re)dd.

0

2 f) = [ flwdaw).

Para la eleccion de v puede tomarse, por ejemplo, r = d(zy, D).
Demostracion.

1. Por la férmula integral de Cauchy se tiene

f(z0) = QLM / fw) dw.

w — 2y
8Dzuﬁ‘

Tomando w = zy + re esta integral es

2w

Flz0) = %/f(zojtrew)dﬁ.

0

2. Usando el inciso anterior se tiene

r 2 r
1 )
fw)dA(w) = — fzo+re™rdodr =2 | f(z)rdr = r®f(z).
D!; " 0/0/ 0/

]

Con esto se puede dar una relacién entre la convergencia en L?(ID,dA) y la convergencia
uniforme en compactos:
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5.4 Proposicién. Dado un subconjunto compacto K C ID se cumple

sup | f(z)

sup /()] < e 11

para toda f € A*(D).

Demostracion. Sea z € K y r = d(z,0D), entonces Ez,r C D y por la Proposicién 5.3

< / F(w)xp—(w)dA(w)

12 1/2
1
<5 | [irwpraaw )| [ daw
D z,r
B 1
T < e 11

donde x5 es la funcién caracteristica de D, ;..

5.5 Proposicién. El espacio de Bergman A*(D) es un espacio de Hilbert.

Demostracion. Sea {f,} una sucesién de Cauchy en A%*(D). Se sabe que esta sucesion conver-
ge a alguna funcién f € Ly(ID, dA). Para cada conjunto compacto K C I, por la Proposicién
0.4 se tiene

fn(2) = Jmll-

1l € g

Luego, puede definirse una funcién equivalente a f tal que la sucesién {f,} converge
uniformemente a ella en cada subconjunto compacto de D. Esto implica la completez de
A%(D).

O

5.6 Corolario. Los funcionales de evaluacion eval,, z € D, son funcionales lineales acota-
dos.

Demostracion. Sea zy € D. Usando la Proposicion 5.4 con K = {2} se tiene

| eval, (f)] = [f(20)] < d( —— -

D)
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Se deduce de la Proposicién 2.37 que:

5.7 Corolario. A*(D) es un espacio de Hilbert con nicelo reproductor.

Se denotara por Ny al conjunto N U {0}.

5.8 Observacién. Todos los monomios f,(2) 2" n € Np, son funciones analiticas y

cuadrado integrables. Asi, son elementos de A?(ID). Su norma se puede obtener como sigue:

2 1
1 1
2 2n 2n+1
= [ |w[""dA(w) = = =" drdd =
I = [ lwfraacw) = - [ —
D 0 0

Con esto se pueden introducir los monomios normalizados: para cada n € Ny, defina e,
como la funcién dada por e, (z) = v/n + 12". Por lo anterior se tiene que |e,|| = 1 para toda
n e No.

5.9 Proposicién. La sucesién de monomios normalizados (ey,)nen, €s una base para A*(D).

Demostracion. Ya se sabe que son de norma 1. Sean n,m € N con n # m, entonces

(en,em) =Vn+1vVm+ 1/w”w_mdA(w)

n+m-+1 20 (n—m drd& = 0.

]

Pues
2

/eie(”_m)de = 6”
0

Se verd ahora que es una base para A?(D) usando la Proposicién 2.25. Sea f € A*(D) y

suponga que f tiene un desarrollo en serie de Taylor f(z) = Z a,,z". Esta serie converge

m=0
uniformemente en conjuntos compactos dentro de D.

Por la convergencia uniforme en compactos, para R € (0, 1),

/ fw)wrdA(w / (Z (W )mm(w)— 3 (m / w"wrdA(w)

m=0
RD
27 R

= Z a—m//rm+"+lei9(m_")drd9
m=0 &

R2 (n+1) RZ(n+1)

_Zam nm:an .
— n+1 n+1
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Como |f(2)z"xzp(2)| < |f(2)z", donde la ultima funcién es integrable e independiente
de R, por el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue se tiene

an
n+1

[ i) -

Esto implica que
G

e = T

Por lo tanto, si (f,e,) = 0, para toda n € Ny, necesariamente a,, = 0, para toda n € N,
es decir, f = 0.

O
5.10 Corolario. El niicleo reproductor de A*(D) es
ha(w) = (1——1102)2
Demostracion. Se obtiene derivando ambos miembros de la serie 7 i o= i 2", para z € D
y usando la Proposicion 2.39. "
O

El ntcelo reproductor sera tratado en algunos casos como una funcién de dos variables
mediante la relacién

K(z,w): = h,(w).

La propiedad de reproduccién entonces es

f@z/K@wﬂmMW)

= / (ﬂ—w)QdA(w).

1 — zw)
D

5.11 Definicién. Una funcién ¢ analitica en D se dice un multiplicador de A*(D) si
of C A%(D), para toda f € A*(D).

5.12 Proposicién. Una funcion ¢ es un multiplicador de A*(D) si y solo si p € H®(D).
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Demostracién. Si p € H*(D) claramente ¢f € A%(D) para toda f € A*(D).

Por otro lado, si ¢ f € A%*(D) para toda f € A%*(D), entonces se puede definir un operador
de multiplicacién M,: A*(D) — A%(D) con M,(f) = ¢f, Vf € A*(D).

Se probard que G = Graf M, es un conjunto cerrado en A?(D) x A%(D). Sea ((fn, ©fn))22,
una sucesiéon en G convergente a algiin punto (f,g) € L*(D,dA) x L*(D,dA).

En particular (f,,)2, converge a f en la norma de L? y, por ser A%*(ID) completo,
[ € A% (D). Més atn, existe una subsucesion (fo(n))o; tal que

lim fam)(2) = f(2), para casi toda z € D.
n—oo

Luego
lim ¢ fam)(2) = ¢f(2), para casitoda z € D.
n— oo

Pero, andlogamente, g € A*(D) y alguna subsucesion de (¢ fa@m))o, converge a g en casi
todo punto, por lo tanto, ¢ f = g. Esto significa que (f,g) € G.
Por el Teorema de la gréafica cerrada (Proposicién 2.8), el operador M, es acotado.

Finalmente, para z € D se tiene
[p(2)f(2)] = [eval.(My(f))| < llevalz||[[ M[[|[ f1]2-
Luego, para f € A*(D) con || f|l2 # 0,

[eval.(f)]
P&

Tomando el supremo sobre f € A?(ID) se tiene

< [levalz| || M-

lo(2)| < ||My||, paratoda z € D.

Claramente ¢ debe ser analitica por lo que se concluye que ¢ € H>*(D).

Operadores de Toeplitz y de Hankel

Al ser A%*(D) un espacio completo, se puede considerar como un subespacio cerrado
de L*(D,dA). Luego, por las Proposiciones 2.15 y 2.16 existe una proyeccién ortogonal
P: L[*(D,dA) — A*(D). Esta funcién es llamada la proyeccion de Bergman.

La siguiente proposicion indica que la proyeccién de Bergman P es un operador integral.

5.13 Proposicién. Suponga que f € L*(D,dA). Entonces

/sz w)dA(w),

para toda z € D.
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Demostracién. Para fy g in L*(D,dA), por definicién,

- / F(2)a(Z)dA(:

Por la propiedad reproductora de K (z,w) = h,(w) se tiene

Pf(z) = (Pf.h2) = (. Ph.) = {f.h)
/f dA(w)

/sz w)dA(w).

Asi, P es un operador integral en L*(ID, dA) inducido por el niicleo reproductor de .A*(D).
]

5.14 Definicién. Dada una funcién ¢ € L>(D), se define el operador T¢ en A?*(D) por la
relacién

T,f=P(ef), feA(D).

T, es llamado el operador de Toeplitz con simbolo ¢

Usando la representacion integral de la proyeccion de Bergman, se puede escribir a T,
como un operador integral como sigue:

Los operadores de Toeplitz cumplen las siguientes propiedades:

5.15 Proposicién. Sean a,b € C y ¢,¢ € L>(D), entonces
1. El operador T, es acotado en A*(D) y | T, < [|¢]lco-
2. Topipy = aTl, + bT.
3. T2 =Ts.

Demostracion. Solo se probaran los incisos 1 y 3. El inciso 2 se demuestra de manera analoga
al 3.
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1. De la Proposicion 2.16 se tiene

IT AP = 11PN < lefII* = / [o(w) f (w)PdA(w) < [lellZIF1*.
D

El resultado se sigue de esta desigualdad.

3. Sean f,g € A*(D), entonces

(T f,9) = ([, Tog) = (f, P(vg)) = ({f, »g)
= (pf,9) = (@f, Pg) = (P(@f),9)
= <T¢f, 9)-

Se sigue que T3 =T5;

5.16 Definicién. Sea ¢ € L>(D,dA). Se define el operador de Hankel de simbolo ¢ como
el operador H,: A*(D) — A*(D)* dado por

Heyf = (I =P)(ef),

donde P es la proyeccion de Bergman.

Se puede escribir al operador H, como un operador integral como sigue:

Hof(2) = [ (62) = o) K ) fw)dA(w)

(e —elw)
- / e ) dAw)

para toda f € A*(D).

La siguiente proposicion es analoga al caso de operadores de Toeplitz:

5.17 Proposicién. El operador de Hankel H,, con ¢ € L>(D,dA) es acotado con
[ Holl < [lelloc
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Ntcleos normalizados y transformada de Berezin
5.18 Definicién. Se define el nicleo normalizado k., z € D, como la funcién dada por

K(w,2) _ (1— s
K(Z, Z) (1 —’LUE)27

w € D.

k.(w) =

Por las propiedades de la Proposicién 2.38 se tiene | k.|| = 1.

5.19 Proposicién. Los nicleos normalizados k., convergen a 0 débimente cuando |z| — 17.

Demostracién. Sea f € A*(D) y e > 0.

Por la continuidad absoluta de la integral, existe r € (0, 1) tal que
/ |k (w) f(w)|dA(w) < /2.
D\rD

Como K (z,w) y f(w) son acotadas cuando w estd en compactos de D existe M tal que
|k, (w) f(w)] < M(1 - |2]?), para toda 2 € Dy w € rD. Asi,

ke, f)] = /%<w><quuw

/Wk widA@w)+ [ k@)l w)dAw)

D\rD
<M1~ |2?) /‘m )1 (w)|dA(w)
D\rD

Tomando ¢ > 0 tal que |1 — |z|| < § implique rM (1 — |2]?) < &/2 se tiene

(k= f)] <e.

Para cada a € D se define la funcién ¢,: D — D como

a—z
a - s A D.
vol2) =7, V€

Se sabe que estas funciones son automorfismos del disco unitario. Més atn, todo auto-
morfismo ¢: D — D es de la forma () = ey, (z), para algin a € Dy § € R.

Con célculos directos se pueden demostrar las siguientes propiedades:
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5.20 Proposicién. Paraa € D y z € D se tiene ©,(0) = a, pu(a) =0, @a0¢.(z) = z. Mds

aimn,
1 —laf?
/ T bt
gOa(Z) - (1 _62)2’
’ (1= lJa)(1 = [2*)
— |a — |2
- |S0a|2 =

11— az]?

Como el determinante jacobiano real de una funcién analitica p: D — D estd dado por
|¢'(2)]?, se tiene el siguiente cambio de variable como consecuencia de la Proposicién anterior.

5.21 Proposicién. Si f € LY(D,dA) o si f es no negativa, entonces

/fosoa )dA(w /f 1_|a|)dA(w)

|1 —awl*

5.22 Corolario. Si f € L*(D,dA) o si f es no negativa, entonces

/fosoa JdA(w /f ) o () 2 A ()

5.23 Definicién. Sea T un operador lineal acotado en A2(ID). Se define la funcién T: D — C
como

T(z) = (Tk,, k.), ze€D,

la funcién T es llamada la transformada de Berezin de T.

5.24 Proposiciéon. La transformada de Berezin cumple las siguientes propiedades:

1. 8i T es autoadjunto, entonces T es real-valuado.

2. T+ = T, esto es, la transformada de Berezin del adjunto T* es el conjugado de T.

3. La funcion T — T es una contraccién lineal del espacio de Banach de todos los opera-
dores lineales de A*(D) en L>(D).

A continuacion, se probara una propiedad conocida de esta funcién. Usaremos el siguiente
resultado que puede encontrarse como un ejercicio en [6].

5.25 Lema. Sea U C C" un conjunto abierto. Sea K; : UxU — C, j = 1,2, tal que K;(-,w)
es analitica para toda w y Kj(z,-) es antianalitica para cada z. Si K(z,2) = Ky(z, ), para
toda z € U, entonces K1 = K.
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5.26 Proposicion. La transformada de Berezin es uno a uno.
Demostracién. Suponga que T es un operador lineal acotado en A%(D) y T = 0. Como

~ (Th,,h,)

T(z)zm, 2z €D,

se cumple entones
(Th,,h,) =0, ze€D.

Considere la funciéon

F(z,w) = (Thy,h,), zweD.

Se puede comprobar que F'(z,w) es analitica en z y antianalitica en w y se anula en la
diagonal, o sea, F'(z,z) = 0, para toda z € D.

Por lo tanto, por el Lema 5.25, F' es idénticamente cero.

Por la propiedad de reproduccién,

F(z,w) = (Thy)(2), z,weD.

Por lo anterior, Th,, = 0, para toda w € D.

Luego, si f € A*(D) y w € D,

T f(w) = (T f, hw) = (f, Thw) = 0.

Por lo tanto, el adjunto 7" =0 y asi, T = 0.

O

De manera andloga a la transformada de Berezin para operadores, se puede definir la

transformada de Berezin para una funcién f € L'(D,dA) interpretando ( , ) como una
integral:

BI(:) = o) = [ rw)lh(w)PdA(w).
D
5.27 Observacion. Por las propiedades de la funcion ¢, se tiene

7e) = / f 0 p:(w)dA(w).

5.28 Observacién. La transformada de Berezin de una funcién ¢ € L*(D, dA) coincide con
la transformada de Berezin del operador de Toeplitz T,,. Esto se sigue de la representacion
integral de la relacion

T,(2) = (Tpk., k) = (P(pk.), k.) = (k. k.).
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Los espacios AP(DD)
Una generalizacién natural del espacio de Bergman A?(DD) es la siguiente:

5.29 Definicidn. Sea p € [1,00). Se define el espacio de Bergman A”(ID) como el espacio
de todas las funciones analiticas f: D — C tales que

/ | (w)PdA(w) < oo

Al igual que A%*(ID), los espacios AP(ID) pueden pensarse como subespacios del espacio de

Banach LP(D, dA).
Asi, estos espacios heredan la norma

1/p

£l = / [ (w) PdA(w)

Como en el caso de A*(D), los espacios AP(D) son completos. La demostracién de esto
es andloga a la dada en ese caso; constltese, por ejemplo, [11]:

5.30 Proposicién. Los espacios AP(D), con p € [1,00) son espacios de Banach.

De la Proposicién 5.13, se puede generalizar la proyeccién de Bergman a un operador que
actie en LP(D,dA) definiendo el operador P: LP(D,dA) — AP(D) como el operador dado
por

Pf(z):/%dfl( ), VzeD,

para toda f € A*(D).

5.31 Lema. Sea z € D, c <0 yt > —1. Entonces

(1= [w*)!
/ 1=z tA)

es acotada para z € D.

Demostracion. Como t > —1, la integral I..(z) estd bien definida para toda z € D. Sea
A= %(2 +t+c¢). Si A es cero o un entero negativo, entonces claramente I.;(z) es acotada.
En caso contrario, se tiene

1 T(n+A) ,_ .
1—20) ; Ty -
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Luego,

1 — |w] T+ A) e=T(m+2N) Nt e
/|1—zw|2+t+c A(w):; nIT(\) Z mroy /(1_ [w]*) w™ " dA(w)

_ Z F(n+ AT+ 1)I(n+1) e

= (n!)?’I'(A)? T'(n+t+2)

LT+ = T(n+M)? on
- T(M\)? Zn!f‘(n+t+2)|z| '

Por la férmula de Stirling,

F(n + )‘>2 c—1
~n, m—o00
nl'(n+t+2)
Como la serie Z n“|z|*" es acotada en z € D para ¢ < 0 se concluye la demostracién.
n=1

]

5.32 Proposicién. Sea p € (1,00). El operador P: LP(D,dA) — AP(D) es un operador
acotado.

Demostracion. Sea q = Ll Por el Lema 5.31 la funcién h(z) = (1 — |z]2)_z71q satisface
p J—

/\K(z,w)|h(w)qu(w) < Ch(z)?

D

/ K (2, w)|h(2)PdA(z) < Ch(w),

para alguna constante C' > 0 y para toda z,w € . Luego, por el Teorema de Schur
(Proposicién 2.12), P es acotado en LP(D,dA).
m
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6. El algebra C* de operadores de Toeplitz con simbolo
continuo en D
En esta seccién se estudiard el algebra C* generada por los operadores de Toeplitz que

acttian en el espacio de Bergman A%(D) cuando su simbolo es continuo en D. Se denotars
esta dlgebra por 7. El ideal de operadores compactos de B(A?(DD)) se denotara por K.

Se definen también los conjuntos
C(D) = {a: D — C: a es continua},

C(T) ={a: T — D: a es continua}
Co(ﬁ) = {CL € C(ﬁ) a]aD = 0}

6.1 Observacion. De acuerdo a la definicién del operador de Toeplitz con simbolo ¢ en
L>(D,dA) (cf. 5.14), el simbolo debe estar definido en . Asf, al considerar simbolos con-

tinuos en D se puede pensar en su equivalente UC(D), el espacio de todas las funciones
uniformemente continuas en .

En efecto, sia € C' (ﬁ), a es uniformemente continua por ser D compacto. Reciprocamente,
si a € UC(D), por la Proposicién 2.1, a puede extenderse a una funcién continua en D.

6.2 Observacion. El algebra C* T no es conmutativa. Considere, por ejemplo, los opera-
dores de Toeplitz T, y Ty, donde a y b son las funciones definidas en D como a(z) = z y

b(z) =Z.
Sea m € Ny. Se calculard T,(e,,) v Tp(em). Se tiene

Tu(em) = Z(Ta(em), €n)en = Z(P(aem), €n)en = Z(aem, €n)en,

donde,

(aem,en) = Vm+ 1vn + 1/wm+1WdA(w)
D

2 1
_Vm+ Vil / / pAm2 ,i0(mt1-n) 7. 10
T
0 0

B m—+1
m+ 2

m+1,n-
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Luego,
To(em) = ———€m+1-

De manera analoga puede verse que

Ty(enm) = —/m—em_1, m=>1,
b{em) m—+1 !
yTb(eo):O.
Por lo tanto,
m
TaT m) — m
b(em) m+1e
y +1
m
TTa m) — — ~CEm;
vTa(em) m—|—26

para toda m € Ny. (Note que T, Ty(eo) = 0).
Esto prueba que los operadores T, y T;, no conmutan.
No obstante, note que

m+1 m 1
— em:
m+2 m+1 (m+1)(m+2

)ema

(T — TyT) (e) = (

donde 1
it =0.
A D+ 2)

Luego, por la Proposiciéon 2.47 el operador 1,1, — T T, es compacto.

Esto no es mera coincidencia como se vera posteriormente. El algebra C* T serd conmu-
tativa despreciando los operadores compactos. Con esto en mente, se procedera a estudiar
la compacidad en T .

6.3 Lema. Si T es un operador compacto, entonces su transformada de Berezin Tv(z) — 0
cuando |z| — 17.

Demostracion. Se tiene B
T(2)| = [{Tk., k)| < ||Tk.[ — 0,

por las Proposiciones 5.19 y 2.45.

6.4 Lema. Sea f € C(D). Entonces f € C(D) y f(z) = f(z), para z € OD.
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Demostracion. Recuerde que

flz) = / f o, (w)dA(w).

El integrando puede ser dominado por una constante, luego, por el Teorema de conver-
gencia dominada de Lebesgue, f es continua en D,

Por otro lado, sea z; € D. Entonces

lim ¢, (w) = z9, Yw € D.

Z—20

De nuevo, por el Teorema de Lebesgue,

lim f(z) = Um [ fop.(w)dA(w) = ¢(z).

zZ—20 Z2—Zo
D

]

6.5 Proposicién. Sea T, un operador de Toeplitz con simbolo a € C(D). Entonces T, es
compacto si y solo si a(z) =0, para toda z € OD.

Demostracion. Suponga que T, es compacto y sea zg € JD. Por la observacién 5.28, el Lema
6.4 y el Lema 6.3 se tiene

f(z0) = lim f(z) = lm (Tk., k.) = 0.

Z—r20 Z—r20

Reciprocamente, suponga que a(z) = 0 para z € JD. Sea ¢ > 0 y defina a.(z) =
a(2)X(1—sp. Como a es uniformemente continua en ID se tiene HH(I) la — aclleo = 0.
e—

El operador de Toeplitz T}, es un operador integral en .A?*(D) con nicleo x(1—op(w) K (z, w),
el cual es acotado en D x (1 —¢)D y, por lo tanto, es un elemento de L*(ID x D). Luego es
un operador de Hilbert-Schmidt y, por la Proposicién 3.9, es compacto.

Como |1, =Ty, || = || To-a.l| < |la—ac]|ooc — 0, cuando € — 0, se sigue que T, es compacto.
[

6.6 Proposicién. Sea f € L>(D,dA). Para cada z € D se tiene

Ty(hs) = (P(f 0 ¢2) 0 @2)he

Hf<hz) = (f - P(f © 902) o Soz)hza

donde h, es el nicleo reproductor h,(w) = K(z,w).
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Demostracion. Basta demostrar la identidad para Ty. Sea g € A?(D). Por el Corolario 5.22
se cumple

((f o @2)hz, (g 0p2)hz) = ha(2)(f, 9) = h=(2)(P(f), 9) = (P(f) 0 p2)hs, (g © 2)hz).
Remplazando f por fop, y g por (goy,)/(h,oy,) se obtiene

((P(fog:)o@:)ha,g) = (fhe,9),
para cada g € A*(D). Por lo tanto, Tf(k,) = P(fk,) = (P(f o ¢.) o p)h..

O
6.7 Lema. Para cada q € [1,4/3) ye € (0,1/4] la cantidad
My =sup [ ()|, (w7 dAw)
z€D
es finita.
Demostracion. Se sigue del Lema 5.31. O]

6.8 Lema. Sea F' una funcion no negativa en D x D, 1 < g < oo, p=gq/(¢g—1) ye > 0.
Entonces para cada z € D

1/p
[ P etwplhat)lhowfdaw) < bl ( / F(z,wwA(w)) .

Demostracion. La desigualdad se tiene inmediatamente del Corolario 5.22 y la desigualdad
de Holder.
O

6.9 Lema. Sea f € L*(D,dA) y e > 0. Entonces para toda z € D

/I(I — P)(f 0 pu)(@u(2))[h(2) | ho(w) dA(w) < 2M7 || floh=(2)°

Demostracion. De la Proposicion 6.6 se tiene

(I = P)(f © pu)(pu(2))]hw(2)] = (Qfhuw) / )hao (C)1=(C)dA(C)

<2 flle / o ()] () | A(C).
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Asi,

/ (I = P)(f © ) (pw(2)[[ 7w (2) [y (w) d A(w)

D
<2 fl [ O] [ IrulOlhatw)dAte) | da(0)
D D
Aplicando dos veces la desigualdad

[ @)t (w) < M, ch(w
D
se obtiene lo que se queria. [

6.10 Proposicién. Sea f € L>®(D). Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
1. El operador de Hankel Ty es compacto.
2. [|(I = P)(fow:)ll, =0, cuando z — ID, para alguna p € [1,00).
3. |(I = P)(fow:)l|, =0, cuando z — 0D, para toda p € [1,00).

Demostracion. Escriba Hy = QMjy, donde @ es la proyeccién ortogonal I — P.

1) = 2). Suponga que H, es compacto. Recuerde los niicleos normalizados k,(w) = h.(w)/h.(2).
Por la Proposicién 5.19, k, — 0 débilmente cuando z — 0. Se sigue de la Proposicion
2.45 que [|H,(k.)|| = 0 cuanto z — JD.

Usando la Proposicién 6.6 y el Corolario 5.22 se obtiene

1QM(k2)ll2 = [|Q(f © 2)ll2,

de donde la conclusion.

2) = 3). Suponga que ||Q(fo¥:)|,, — 0 cuando z — JD para algin py € [1,00). Seap € [1,00)
arbitrario.

Si p < po, entonces, por la desigualdad de Holder,

1Q(f o @2)lly < 1Q(F © @) llpo
luego ||Q(f o ¢.)||, — 0 cuando z — JD.

Si p > po, por la desigualdad de Holder se tiene
1Q(f o) Ib <1IQ(Sf o 0) LIRS 0 p:)lE~12,
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3) = 2).

donde ¢ = po(2p — 1)/(2pp — 1) > 1. Por la Proposicién 5.32, el operador @) actuando
de LY(D, dA) en A?(D) es acotado por lo que existe una constante C, tal que

1Q(f o @:)llg < CollQ(f 0 @:2)llg < Coll floo-

Por tanto,
1Q(f 0 @15 < (Call flloc)” QS 0 @) 1212
y [|Q(f o ¢.)|l, = 0 cuando z — OD.

Suponga que [|Q(f o ¢.)|, — 0 cuando z — ID, para toda p € [1,00). Se probard que
H?} es compacto.

Para g € A*(D)* se tiene H7(g) € A*(D). Luego, dado z € D, por la Proposicién 6.6,

Hi(g)(2) = (H}(g), h.) = (g9, Hy(h.))
AQ(fop.)op:)h.)

— (g
/ 9() QU © 22) © pa(w)ha(w)dA(w).

Para cada r € (0,1) defina el operador S,: A%(D)+ — A2%(D) dado por

$,9(2) = x(2) / 9(w)Q(F 0 9) 0 paw) iz (W) dA(w).

D
para toda z € Dy g € A%(D)*.

Los operadores S, son de Hilbert-Schmidt. En efecto, por el cambio de variable del
Corolario 5.22,

/ ( [eiae goz><goz<w>>2hz<w>2dz4<w>) 4A(:)

D D

- / (2 (QS 0 9)|PA(2) < oo.

D

Se probara que H} converge a S,.. Note que
((HF — / H(z,w)g(w)dA(w),

donde

H(z,w) = xp\m(2)Q(f 0 @) (p:(w))hz(w).
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Sea h(w) = hy(w)4, w € D. Por el Lema 6.9 se tiene

/ | H (2, w) () dA(w) < 20, 4] ool ()2
D

Por otro lado, defina F(z,w) = xp\wn(2)|Q(f o ¢.)(w)|. Sea ¢ € (1,4/3) y p = Ll
q —
Como |H(z,w)| = F(z,¢.(w))|h,(w)|, por el Lema 6.8,

1/p
/ H (2, )by ()4 dA(w) < ho(2)/4Mg, 1419 / F(z, w)PdA(w)
D D
()M, X0 () 1Qf 0 )],
()M, sup{[Q(F o @a)ll, - A € D\rD}.

h.
h.

IA
w

De estas desigualdades, por el Teorema de Schur (Proposicién 2.12), se concluye que

* 1 _
I} = Si < 220 Myl sup QU 0 @)l =+ 0, 7> 17
clD\r

6.11 Proposiciéon. Sia € C’(ﬁ), entonces el operador de Hankel H, es compacto.
Demostracion. Usando la Proposicién 6.10 se probara que [[(I — P)(a o ¢,)||2 = 0 cuando
|z| — 171

!

1 J
Sea ¢ > 0. Existe 5> & > 0 tal que [¢ —n| < ¢’ implica |a({) —a(n)| < e. Defina 6 = ?8
Entonces ||z| — 1| < 6 implica |z| > 5 y, para w € (1 —¢)D,

foatw) = o1 = | £ 5| = Bl | 2 -
1 — |2f? 1 - |f?
= |z —wl2P| = T = wlal)
1+ |z 1— |z
:( 2 )(1—w|z|)
Sgl_‘z|<3—5:5/7
1—|w| e

luego |a(p.(w)) — a(2)|* < &, cuando |w| <1 —¢
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Asi, / la(p.(w)) — a(2)*dA(w) < £. Y por lo tanto:

(1—e)D

Jlatew) — aG)Pia@) = [ fateutw)) - a@PaAw) [ laleaw) - alz)PdAww)
D (1—e)D D\(1—¢)D
<e+ M2 —¢€?) < (1+2M)e,

para alguna constante M > 0 tal que |a(¢,(w)) —a(2)]* < M, Yw € D.

Esto prueba que ||a o ¢, — a(z)]2 — 0, cuando |z| — 17!, Como el operador I — P es
continuo se tiene ||(I — P)(a o ¢, — a(z))||2 — 0, cuando |z| — 171, Esto es,

I(I = P)(ao . —a(x)llz= (I = P)(aog:)llz =0, |z| - 17"

[]

La Proposicién 6.11 brinda mucha informacién acerca de la conmutatividad en el dlgebra

T/K:

6.12 Corolario. Sia € C(D) y b € L>*(D,dA), entonces
1. El operador Ty, — T, T, es compacto.
2. El operador T,T, — T, T, es compato.

Demostracion.

1. Se tiene T, — 1,17, = PM,M,P — PM,PM,P = PM,(I — P)M,P, donde M, y M,
son los operadores de multiplicacién por a y por b, respectivamente.

PM,(I — P) es el operador adjunto del operador de Hankel (I — P)MzP con sfmbolo
a continuo en D. Por la Proposicién 6.11 este ultimo operador es continuo de donde se
sigue que Ty, — T, T}, también lo es.

2. Como T, T, — T, T, =T, T, — Top+ Ty, — T, T,, se sigue del inciso anterior que el operador
es compacto.

]

6.13 Proposicion. T es un dlgebra C* irreducible.

Demostracion. Por la Proposicién 2.32 basta demostrar que si P es una proyeccién ortogonal
tal que PT, = T,P para todo operador de Toeplitz T, € T, entonces P es 0 o I. Dada tal
proyeccién defina g = P1, funcién que claramente estd en A?(D).
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Para cada ¢ € C(D) N A%(D) se tiene
Po=PI 1=T,Pl=T,g=g-p.
Es decir, en el subconjunto denso C(D) N A%(D) de A?%(D), P actia como el operador de

multiplicacion por la funciéon analitica g.

Como P es acotado, puede extenderse a todo A%*(ID) (Proposicién 2.1). Asi, por la Pro-
posicién 5.12 la funcién g es acotada y Pf = g - f, para toda f € A*(D).

La funcién analitica y acotada g satisface la propiedad
g=Pl=P?1=P(Pl)=Pg=g"

Asi, g =10 g =0, o equivalentemente, P =0 o P = I, como se queria probar.

6.14 Corolario. El ideal K estd contenido en T y T /K es un dlgebra C* conmutativa.

Demostracion. Se sigue inmediatamente del Corolario 6.12 y la Proposicion 4.46.

[]

Estos resultados permiten describir el dlgebra 7 como el conjunto de operadores de la
forma T, + K, donde a es una funcién continua en D y K es un operador compacto.

Finalmente, se tiene el enunciado principal, caracterizando al algebra T /KC:
6.15 Teorema. 7 /K es un dlgebra C* isomorfa e isométrica a C(T).

Demostracion. Sea W: C(D) — T /K dada por ¥(a) = T, + K, para cada a € C(D).

Claramente W es lineal y preserva las respectivas involuciones; ademas, por el Corolario
6.12, ¥ es multiplicativa. Se sigue que ¥ es un *-homomorfismo.

Por la Proposicién 6.5 ker ¥ = Cy(D). Asi, ¥ induce un *-isomorfismo

Y1 C(D)/Co(D) — ¥(C(D)).

Como T es generada por los operadores de Toeplitz con simbolos en C' (D), el dlgebra
T /K es generada por los elementos de la forma T;, + K, a € C(D)), es decir, por ¥(C(D)).
Siendo este conjunto denso en 7 /K y v una funcién cerrada se sigue que ¥(C'(D)) = T /K.

Como el algebra C(D)/Cy(D) es isomorfa a C(T) via a — a|sp, se concluye que las
algebras T /K y C(T) son isomorfas.

Finalmente, por el Corolario 4.40, se tiene ||a|sp|le = [|Tw + K||-
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