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Reporte Global

Justificaciéon

Los problemas computacionales cientificos o de ingenieria por lo general se reducen a
calculos con matrices, donde, eventualmente se tiene que resolver un sistema de ecuacio-
nes lineales. La estructura del problema original por lo general resulta en una estructura
matricial del sistema de ecuaciones lineales, por lo que se busca disenar algoritmos que
exploten estas estructuras con el objeto de que sean mas rapidos que los algoritmos con-
vencionales.

Objetivos

» Estudiar y programar la multiplicacién de polinomios via la Transformada Répida
de Fourier.

» Estudiar y programar los algoritmos asintéticamente rapidos para resolver sistemas
de ecuaciones lineales con matrices de Toeplitz.

Marco Teorico

Una aplicacién fundamental de la matematica aplicada moderna es la Transformada Dis-
creta de Fourier (TDF). Esta transformacién se deduce a partir de la llamada matriz de
Fourier. Se implementa mediante un algoritmo llamado Transformada Répida de Fourier
y se aplica en campos tan diversos como por ejemplo el tratamiento de senales en teleco-
municacion, la solucién de ecuacione en derivadas parciales, la multiplicacién de niimeros
grandes en computacion. Entre sus aplicaciones se incluyen métodos numéricos de inter-
polacién y aproximacion.

La eliminacién de Gauss-Jordan es un algoritmo numérico usado para una gran canti-
dad de casos especificos, aunque posteriormente se han desarrollado algoritmos alternati-
vos mucho mas eficientes. La mayoria de estos algoritmos mejorados tienen una comple-
jidad computacional de O(n?) (donde n es el nimero de ecuaciones del sistema). Existen
algoritmos nuevos, llamados asintéticamente rapidos o a menudo algoritmos de Toeplitz

A%
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superrapidos, que pueden resolver con un costo de (n log? n) para varios p. Para los proble-
mas de la forma Ax = b, donde A es una matriz de Toeplitz simétrica, se puede utilizar
un método derivado de la recursiéon de Levinson que es la recursion de Schur.

Desarrollo

Se sabe que la Transformada Discreta de Fourier esta basada en términos de las raices de
la unidad que se puede ver como funciones de seno y coseno, por lo que se da un repaso
a la forma polar de niimeros complejos, ademés de algunas de sus propiedades.

Se estudié asi la Transformada Discreta de Fourier y algunas de sus propiedades, para
)
después estudiar y programar el algoritmo de la Transformada Réapida de Fourier, usando
como tema auxiliar el algoritmo de ordenamiento por mezcla con la técnica ”divide y
venceras” .

Una de las aplicaciones que se estudié de este algoritmo fue la multiplicacion rapida de
polinomios, al expresar la transformada discreta de Fourier como valores de un polinomio
en las raices de la unidad y después calcular los coeficientes de un polinomio si estan
dados sus valores en las raices de la unidad

Por ultimo se estudié el algoritmo de Schur que es utilizado principalmente para re-
solver sistemas de Toeplitz, ya que produce la factorizacion LU de la matriz con una
complejidad significativamente menor.

Se escribieron apuntes en IXTEX de todos los temas estudiados.

Conlusiones

Al participar en un proyecto de investigacion se requiere profesionalismo que se va adqui-
riendo con la experiencia. Formar parte de un programa de servicio social en éste ambito,
permite trabajar directamente con un profesor investigador lo que brinda experiencia y
estdandares de calidad sobre los productos finales de una investigacién.

La revision bibliografica fue parte fundamental en éstas actividades, por lo que queda
como un aprendizaje practico importante para ir desarrollando la habilidad para filtrar
las referencias y usarlas como una buena herramienta.

Fue necesaria una amplia gama de conocimientos en el dmbito de las matematicas
para ir cubriendo los objetivos planteados, éstos conocimientos sirvieron como base para
desarrollar temas y aprender nuevas cosas a través del planteamiento y solucion de ejer-
cicios auxiliares que fueron construyendo temas més complejos.
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No sélo conocimientos abstractos fueron necesarios, también fue necesario conocer un
lenguaje de programacién para implementar los algoritmos estudiados y ademas comparar
su eficacia contra funciones internas de dichos paquetes.

Para la elaboracion de los apuntes se utilizé6 BTEX, por lo que el uso de éste paquete
también contribuye a mi formacién profesional como una herramienta 1til no sélo en ma-
tematicas sino en una diversidad de areas.

Ya que el proyecto de investigacion Propiedades espectrales de matrices y operadores
de Toeplitz es tedrico, el beneficio social del trabajo que se desarrollé es apoyar la inves-
tigacién bésica en su nivel tedrico, asi como la educacién de nivel superior al desarrollar
apuntes que pueden servir de guia a otros estudiantes y la formacion de recursos humanos.

Los apuntes elaborados estan publicados en la pagina del director de proyecto! y pue-
den servir a estudiantes a estudiar la transformada discreta de Fourier, y temas relaciona-
dos como el algoritmo de la transformada rapida de Fourier, asi como otras aplicaciones.

'Dr. Egor Maximenko, http://esfm.egormaximenko.com/discrete_fourier_transform.html
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Introduccion

Una aplicacién fundamental de la matematica aplicada moderna es la Transformada Dis-
creta de Fourier (TDF). Esta transformaciéon se deduce a partir de la llamada matriz de
Fourier que se estudia en el Capitulo 2. Se implementa mediante un algoritmo llamado
Transformada Répida de Fourier que se estudia en el Capitulo 3, y se aplica en campos tan
diversos como por ejemplo el tratamiento de senales en telecomunicacién, la solucion de
ecuaciones en derivadas parciales, la multiplicaciéon de nimeros grandes en computacion.
Entre sus aplicaciones se incluyen métodos numéricos de interpolacién y aproximacion.

En el Capitulo 4 se presenta una aplicacion de la Transformada Rapida de Fourier en
la multiplicaciéon de polinomios. La ventaja principal que se tiene al aplicar esta herra-
mienta es que se reduce el costo computacional de n? operaciones a nlog n.

Por otra parte, en el Capitulo 5 se estudia un método rapido para resolver sistemas de
ecuaciones lineales con matrices de Toeplitz. Una matriz de Toeplitz, denominada asi en
honor a Otto Toeplitz es una matriz cuadrada tal que todas sus diagonales paralelas a
la diagonal principal son constantes. Es decir, es una matriz de la forma T,, = [tx ]}

k,j=1
donde t, ; = tj_;:
[ to tq by oty ]
t te t.
T,= 1| to t1 to
B ln—1 cee lo _

El método que se presenta es el algoritmo de Schur que proporciona la factorizacion
LU de la matriz T}, en un sistema que incluye este tipo de matrices.

IX
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presentan algunos conceptos bésicos que son necesarios para el desa-
rrollo del Capitulo 2 Transformada Discreta de Fourier y del Capitulo 3 Transformada
Réapida de Fourier.

1.1. Forma polar de ntimeros complejos

1.1.1. Formula de Euler

Para todo 6 € R,
e'? = cos(#) + isen(h). (1.1)

para todo nimero real #. Donde, e es la base del logaritmo natural, ¢ = /—1.

La féormula puede interpretarse geométricamente como una circunferencia unitaria en
el plano complejo, dibujada por la funcién e al variar 6 sobre los niimeros reales. Asi, 6 es
el angulo de una recta que conecta el origen del plano y un punto sobre la circunferencia
unitaria, con el eje positivo real, medido en sentido contrario a las manecillas del reloj y
en radianes.

1.1.2. Forma polar de nimeros complejos
Para todo z € C existe un 7 > 0 y un 6 € R tales que

z=re?.

En esta representacién, r es el moédulo del nimero complejo y el dngulo 6 es el argumento
del niimero complejo. La relacion se obtiene de

B . Im(z) ) —Im(z)
0 = arctan (;) = arctan <Re(z)> = — arctan <—Re(z) )

1
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cosf = E, senf = 7 (1.2)

r r
Despejando x y y de (1.2) y utilizando la representacién binomial z = a 4 1b, tenemos

z = rcosf+irsend
= r(cosf +isend)

Finalmente, usando (1.1) tenemos que

1.1.3. Valor absoluto de un nimero complejo escrito en la forma
polar

El valor absoluto, médulo o magnitud de un niimero complejo z, esta dado por la siguiente
expresion

|2| = Vzz* = \/Reg(z) + Im?(2).
Considerando las coordenadas cartesianas del nimero complejo z como algin punto en

el plano, por el teorema de Pitagoras se puede ver que el valor absoluto de un ntmero
complejo coincide con la distancia euclidiana desde el origen del plano a dicho punto.

Si el nimero complejo estd escrito en forma polar z = rel?, entonces |z| = r.

Se tienen las siguientes propiedades
n 2] =0 <— 2=0

2w < |z + |w

= |zw] = [2]|w|

= |z —wl = 2] = |w

para cualquier nimero complejo z y w.

1.1.4. Sentido geométrico de la forma algebraica de nimeros
complejos

El concepto de plano complejo permite interpretar geométricamente los ntimeros com-
plejos. La suma de nimeros complejos se puede relacionar con la suma de vectores, y la
multiplicaciéon de niimeros complejos puede expresarse simplemente usando coordenadas
polares, donde la magnitud del producto es el producto de las magnitudes de los términos,
y el angulo contado desde el eje real del producto es la suma de los angulos de los términos.

Recordamos que el nimero complejo z = = + iy se identifica con el punto P = (x,y)
del plano cartesiano y también con el vector ﬁ, donde O = (0,0) es el origen.
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Im

z=x+1iy

1.1.5. Sentido geométrico de la forma polar de niimeros com-
plejos

Sea z = re'?, donde r > 0y 6 € R. Entonces r es el médulo del vector determinado
por el origen de coordenadas y su afijo, y # el angulo que forma el vector con el eje real.

Im

z=rel?

Definicién 1.1.1. Sean «, 5 € R. Decimos que a divide a f y escribimos « | 5 si eziste
un numero entero k tal que 8 = ka:

def

alp dkeZ fB=ka.

Ejemplos

3
g|§, 547, V2|VB, V21V
Lema 1.1.1. Sea 60 € R. Entonces

el =1 = 21 | 0.
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1.1.6. Criterio de la igualdad de ntimeros complejos escritos en
la forma polar

Teorema 1.1.1. Sean ri,r5 > 0 y sean 01,605 € R. Entonces

rs =T,

2w | 91 —92.

ret?t =,y el

Demostracion. :>) Por demostrar que si ry el = ryel® entonces, 11 = 19 6 27 | 01 — 0.
Tenemos que: el = 79 e192, como rq,ry > 0, entonces

6
rye
=1

T9 el 02

Es decir: '
1€ 01

ro eif2

Lo cual se cumple sélo si se tiene que:

]

1.1.7. Multiplicaciéon de ntimeros complejos escritos en la forma
polar

Sean ry,179 > 0 y sean #;, 0y € R. Entonces:

(7“1 el 91) (7’2 el 62) = 1y l01+02)

Foérmula de Moivre

La férmula de Moivre (en honor a Abraham de Moivre) afirma que para cualquier § € R
yn€{1,2,3,...}, se verifica que:

(cos @ +isenf)" = cos(nb) + isen(nd)

Al expandir la parte izquierda la igualdad y comparando la parte real con la imaginaria,
es posible deducir expresiones muy utiles para cos(nf) y sen(nf) en términos de cos(f)
y sen(6). Ademads, esta formula puede ser utilizada para encontrar expresiones explicitas
para la n-ésima raiz de la unidad.



1.2. RAICES DE UNIDAD 5

Partiendo de (1.1), con 6 = 7, se tiene que
e =cosm+isenmt=—14+0=—1

Es decir

Ademas de las siguientes igualdades

e = cosf+isend
e 1 = cosf —isend
se deduce que

oif 4 o—if
cos = ———

2
9 _—if

e’ —e
senf = ———

21

Esta féormula puede ser utilizada para encontrar la potencia de las raices n-ésimas de un
nimero complejo escrito en forma polar

2" = [r(cosf +isen 6)]" = r"[cos(nf) + isen(nd)]

1.2. Raices de Unidad

Las raices n-ésimas de la unidad, son todos los niimeros complejos que resultan 1 cuando
son elevados a una potencia dada n. Estan localizados en el circulo unitario del plano
complejo y en ese plano forman los vértices de un poligono regular de n lados con un
vértice sobre 1.

En todos los siguientes ejercicios se supone que n € {1,2,3,...}.

Notacién: w,

1.2.1. Valor absoluto de w,,

Recuerde el valor de |e'? |, donde § € R. Entonces |w,| = 1.
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Ejemplos

Para cada uno de los nimeros n = 6, 4, 3, 8 divida la circunferencia unitaria en n partes
iguales (empezando con el dngulo cero) e indique el nimero wy,.

Im I

=

s
SF
T
N,

Im I

=

Re

N
N,
T

N
W

8

Notacion: aZ

Sea a € R. Se denota por aZ el conjunto de los niimeros enteros que son miltiplos de

aZ ={BeR: a|B}={BeR: 3IkeZ B=ka}.
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Ejemplos

Escriba los conjuntos aZ:

V3Z={..., =3V3, —2V3, —V/3, 0, V3, 2V3, 3V3, ...},

TZ={..., =21, —14, =7, 0, 7, 14, 21, ...},

T 3T T ™ 37
§Z:{, —7, -, —5, 0, ™, 5, 7, },
2n 1 = {, —6m, —4m, —2m, 0, 2w, 4w, 6m, }

Lema 1.2.1. Sea 60 € R. Entonces

e =1 = 27 | 0 — 0 € 2n7Z.

1.2.2. Criterio de la igualdad de potencias de w,
Sean m, k € Z. Demuestre que

™= WP = m —k € nZ.

w n

Demostracion.
Supongamos que w™ = wk, entonces

T = wrh=
wn
iz \ M=k
(%) -
_i2w(m—k)
[ N =
2 —k 2 —k
— QW\% = dn € Z tal que % =n2r

es decir m — k = nN, finalmente m — k € Z.

n-ésima potencia de w,,
n __
Se puede demostrar que w;’ = 1.

Demostracion. Tenemos que

pues 27| — 27.
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Lema 1.2.2. Sean j, k € Z tales que

0<j5<n, 0<k<n Y j—kenZ.
Demuestre que j = k.
Solucion.

j—kenZ<—n|j—k

j—ke{-n+1, —n+2,... 0,1, 2,... ;. n—2 n—1}

Es decir
l—r=0<=1=r

]

Teorema 1.2.1. Demuestre que los nimeros wk, donde k € Z y 0 < k < n, son distintos.

Demostracion.
Sea r tal que r = k 4+ nf con ¢ € Z. Entonces
_j2rm —i (%T”Jr%ré)
e'n = e
2k
— e 1T e 27l
2km . 2km

Asi, todos los valores w*, k € Z y 0 < k < n son diferentes. O
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1.2.3. Sentido geométrico de las raices de la unidad

Para cada uno de los nimeros n = 6,4, 3,8 marque en el plano complejo las raices de
la ecuacién 2" = 1.

2 1
We We 1
Wy
Im Im
6
2 Wy
W3 5 7
wg wg
w3 wg
Re Re
Wl
3
ol Wg wg
3 2
Wy

1.3. Suma de las raices de unidad

Formula para las raices de la unidad

Usando la notacion w,, escriba el conjunto solucién de la ecuacion 2™ = 1.

Solucion.

= k=0,...,n -1}
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1.3.1. Suma de la progresién geométrica (repaso)

Hacia la formula de la suma de la progresion geométrica, ejemplo con tres
sumandos

Sea g € C. Calcule el siguiente producto:
(1=q)(1+q+4).

Solucidn.
1 + g + ¢

- q - ¢ - ¢ =1-¢

Hacia la féormula de la suma de la progresion geométrica, ejemplo con cuatro
sumandos

Sea g € C. Calcule el siguiente producto:

1-q9(l+g++¢)=1—¢"

Hacia la férmula de la suma de la progresion geométrica

Sea g € C. Calcule el siguiente producto:

1-¢))) ¢F=01-¢U+q+@F+...+¢"H=1-¢"
0

3
—

B
Il

Formula de la suma de la progresiéon geométrica, caso q # 1

Sea ¢ # 1. Calcule la siguiente suma:

Formula de la suma de la progresién geométrica, caso g = 1

Sea ¢ = 1. Calcule la siguiente suma:

i
L

>
Il
o
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1.3.2. Foérmula general de la suma de la progresiéon geométrica

Sea g € C. Entonces
n—1 1) .
v {—11_2 siog#£ L
T

o , 81 qg=1.

Sumas de las raices de la unidad

En esta subseccién se supone que n € {2,3,...}. El caso n = 1 es trivial y se excluye.

n—1

Problema 1.3.1. Suma de todas las raices de la unidad. Calcular la suma Zwﬁ
k=0
Solucion. )
- l—w? 1-1 0
k n
pr— p— pr— pr— 0
an l-w, 1l-w, 1—uw,
k=0
m
Problema 1.3.2. Suma de las potencias de las raices de la unidad, primer caso Sea
n—1
m € Z tal que n | m. Calcule la suma Zwﬁm
k=0
Solucion.
n—1 n—1 n—1
St =St =St
k=0 k=0 k=0

O

Problema 1.3.3. Suma de las potencias de las raices de la unidad, sequndo caso. Sea
n—1

m € Z tal que n{ m. Calcule la suma Zwﬁm

k=0
Solucion.
n—1 n—1 1 wmn
km myk — Yn

St =Sy =

k=0 k=0 n
1= (wy)"
C l—wm
B 1—-1™
o l—wm
=0
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1.3.3. Suma de las potencias de las raices de la unidad

n—1 .
g fre s i
0,

Sea m € Z.
si ntm

1.3.4. Ortogonalidad de las raices de la unidad

n—1
Problema 1.3.4. Sean p,q € {0,1,...,n— 1}, p # q. Calcule la suma Zwﬁkw;qk
k=0
Solucion.
n—1 n—1
Z whky—ak - — Z (wgw;q)k
k=0 k=0
n—1
_ (wgp—q))k
k=0
1 (wgp—q))”
- 1__ngﬂ)
1— (wm)™*
- 1 wg_@
o wgp—q)
Notemos que:
p—qge{-(n—-1),...,—1L,1,....n—1}=nfp—qg=wl9#1
Por lo tanto:
1—1r71
1— u)glzo—q) -
Finalmente: .
Zwﬁkwqu =0.
k=0
O
n—1
Problema 1.3.5. Calcule también la suma Zwﬁkw;pk’
k=0
Solucion.
n—1 n—1 n—1
prkw’pk = (wp’p)k = 1* = n.
k=0 k=0 k=0
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Escriba la féormula general usando la delta de Kronecker

Solucion. )
Z Wbk = N0p.q
k=0
Donde:
1, si p=g¢q
5p7q = 0 .
, st p#q

1.4. Ordenamiento por mezcla

El algoritmo de ordenamiento por mezcla es un algoritmo de ordenamiento externo esta-
ble basado en la técnica divide y venceras. Es de complejidad O(nlogn).

Conceptualmente el ordenamiento por mezcla funciona de la siguiente manera:
1. Si la longitud de la lista es 0 6 1, entonces ya esta ordenada. En otro caso

a) Dividir la lista desordenada en dos sublistas de la mitad del tamano.
b) Ordenar cada sublista recursivamente aplicando ordenamiento por mezcla.

¢) Mezclar las dos sublistas en una sola lista ordenada.

El ordenamiento por mezcla incorpora dos ideas principales para mejorar su tiempo de
ejecucion:

1. Una lista pequena necesitard menos pasos para ordenarse que una lista grande.

2. Se necesitan menos pasos para construir una lista ordenada a partir de dos lis-
tas también ordenadas que a partir de dos listas desordenadas. Por ejemplo, sélo
serd necesario entrelazar cada lista una vez que estén ordenadas.

Primero repasamos el algoritmo trivial de ordenamiento y la busqueda binaria.

1.4.1. Algoritmo trivial de ordenamiento
Busqueda del elemento maximo

La funcién indmax busca el indice del elemento méaximo en una lista. Si hay varios
elementos maximos, entonces debe regresar el indice mayor entre estos.

indmax[list_] :=Module[
{im = 1, i},
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For[i = 2, i <= Length[list], i++,
If[list[[im]] <= 1ist[[i]], im = i(*Compara elemento a elemento y guarda el
indice del elemento mas altox) ]

13

im]

Algoritmo trivial de ordenamiento

La funcién trivialsort ordena la lista dada de la siguiente manera: primero encuentra
el elemento maximo y lo intercambia con el dltimo (n-ésimo) elemento, luego encuentra
el elemento méximo entre los primeros n — 1 elementos y lo intercambia con el elemento
en la posicion n — 1, etc.

swap[list_, i_, j_] := Module[{list2
list2[[i]] = list([[j]]; list2[[j]]

list},
list[[i]]; 1list2] (*Intercambia elementos entr

trivialsort[list_] := Modulel[
{im, i, 1list2 = list, n = Length[list]},
For[i = 0, 1 < n, i++,

im = indmax[1list2[[1 ;; n - i]]]; (¥Busca el indice maximox)
list2 = swap[list2, im, n - i]; (*Ordena elemento a elementox)
1;

1list?2]

1.4.2. Busqueda binaria

El algoritmo de biisqueda binaria es un método para buscar datos dentro de una estructu-
ra que generalmente es un arreglo unidimensional. Se le da el nombre de biisqueda binaria
porque el algoritmo divide en dos el arreglo, aludiendo al concepto de bit, el cual puede
tener dos estados.

La tnica condiciéon para usar este algoritmo es que los datos dentro del arreglo ya
estén ordenados de menor a mayor.

La funcién binarysearch de dos argumentos a y b elemento b en una lista ordenada
a compara b con el elemento que esta en la mitad de la lista, y dependiendo del resultado
de la comparacion busca b en la primera o en la segunda parte de la lista.

Entradas: una lista ordenada a y un elemento b.

Salida: el indice méaximo ¢ tal que afi] < b; si b < afi| para todo i, entonces debe
regresar (.
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binarysearch[list_, b_] := Modulel[
{n = Length[list], i, m, k},
m = Quotient[n, 2]; (*Encuentra el elemento a la mitad del arreglox)
If[list[[m]] > b, i = 0, i = m]; (*Revisa en que lado del arreglo estd el elementox)
If[n !'= 2,
i += binarysearch[list[[i + 1 ;; m + i]], b], (*Se aplica recursiénx*)
1;
i]

1.4.3. Ordenamiento por mezcla
Mezcla de dos listas ordenadas

La funcién merge construye una lista ordenada de dos listas ordenadas dadas.
Entradas: dos listas ordenadas, A y B.

Salida: una lista ordenada C' que consiste en los elementos de A y B (tomando en
cuenta las repiticiones).

merge[11_, 12_] := Modulel[
{n1 = Length[11], n2 = Length[12], list, il =1, i2 =1,
ind = 1}, (xEntrada, dos listas ordenadasx*)
list = Table[0, {nl + n2}];(*Se construye el arreglo de salidax)
While[il <= nl1 && i2 <= n2,
If[11[[i1]] <= 12[[i2]], (xSe compara elemento a elementox*)
list[[ind]] = 11[[i1]];
il++, (*Se actualizan indices*)
list[[ind]] = 12[[i2]];
i2++
1;
ind++;
1;
If[il - 1 < nl,(xAgrega elementos restantesx)
list[[ind ;; nl1 + n2]] 11[[i1 ;; n1]],
list[[ind ;; n1 + n2]] 12[[i2 ;; n2]]
1;
list]

Ordenamiento por mezcla, versién recursiva

La funcién recursiva mergesort ordena la lista dada de la siguiente manera: primero
llama a si misma dando como argumentos la primera y la segunda mitad de la lista
original, y luego mezcla los resultados usando la funcién merge.
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mergesortrec[list_] := Modulel[
{n = Length[list], 11, 12, 13, m},
m = Quotient[n, 2];
If[n '= 1,
(*Aplica recursién aplicando el algoritmo en la mitad de los arreglosx)
11 = mergesortrec[list[[1 ;; m]]l];
12 = mergesortrec[list[[m + 1 ;; n]l];

13 = merge[l1, 12],

13 = list; (* Caso base, si list tiene un elemento ya estta ordenadox*)
1;

13]

Ordenamiento por mezcla, versién no recursiva

mergesortIt[lista_] := Modulel[
{n = Length[listal, p, k, j, LIS},
LIS = Table[{listal[[i]]}, {i, n}];
p = Ceiling[Log[2, n]]; (*Control del numero de operacionesx)
For[k = p, k >= 1, k——,
n = Length[LIS];
For[j = 0, j < Quotient[n, 2], j++,(*Se divide el arreglo en dosx*)

LISCLj + 111 =
merge [LIS[[1 + 2%j]], LIS[[2*(j + 1)]1]; (xOrdena por mitades*)
1;
If [Mod[n, 2] !'= O,
LIS[[Quotient[n, 2] + 1]] = LIS[[n]]]; (*Agrega el tdltimo elementox*)

LIS = Take[LIS, Mod[n, 2] + Quotient([n, 2]];
1;
LIS[[1]]]



Capitulo 2

Transformada discreta de Fourier

En este capitulo se presenta la transformada discreta de Fourier. Esta transformacion se
implemente mediante un algoritmo llamado transformada rapida de Fourier que se pre-
senta en el siguiente capitulo, y se aplica en campos tales como el tratamiento de senales
en telecomunicacién, la resolucion de ecuaciones en derivadas parciales o la multiplicacion
de nimeros muy grandes en computacion. Entre sus numerosas aplicaciones se incluyen
métodos numéricos de interpolacién y aproximacion.

En ciertas operaciones importantes entre vectores x, tienen una formulacién mucho
mas simple cuando se expresan en términos de sus transformadas. Un caso andlogo se
plantea con los logaritmos de los nimeros positivos, multiplicar x y y corresponde, en
lenguaje logaritmico a sumar log x y logy, una operacién mucho maés sencilla en tiempos
anteriores a las calculadoras o mucho més rapida de calcular en computadoras actuales.
El proceso en este ejemplo seria

1. Se transforma x — X =logz, y — Y = logy.
2. Se opera con las transformaciones Z = X + Y.

3. Se deshace la transformacion, pasando del nimero Z a otro z tal que logz = Z.

2.1. Matriz de Fourier

En ocasiones es necesario plantear lo que se conoce como analisis de Fourier discreto, es
decir, relaciones discretas de vectores de dimensién finita con vectores de dimension finita.
Puesto que una de las propiedades mas importantes del andlisis de Fourier continuo es la
linealidad, se debe tratar de conservarla en el caso discreto, lo que lleva a plantear dicha
relacion entre vectores como una aplicacion lineal dada por una matriz.

Hay varios problemas cuya resolucién acaba en la misma cuestion, por ejemplo, en el
caso de procesamiento de senales una relacion entre vectores de valores en los dominios del

17
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tiempo y de la frecuencia definida por una matriz conocida como matriz de Fourier. Dicha
relacién y las propiedades de dicha matriz son la base del analisis discreto de Fourier.

Definicién 2.1.1. La matriz de Fourier se define como

n—1
m,k=0

Q, = [wmk ]

n

Por ejemplo, para n = 2

Paran =3
W Wl Wl 11 1
0 ?) ? % —i2x s
3= w% w% wi = 1 e 43 e ;
;AT __,OT
W3 W3z Wsg i 1 e '3 e 's
M1 1 1
— _1_sVv3 1 :V3
= 1 5 2\2[ 5 1T 2\2[
1 .v3 1 _ V3
| 1 5 +1°5 5 — 1%
Luego, tenemos que
1 -1
-1 _ - —mk]™
o7 = Lt

Teorema 2.1.1. Sea 2, la matriz de Fourier de orden n, es decir la matriz cuadrada
cuyo elemento (k,n) es w™ para n,k = 0,1,...n — 1 siendo w" la raiz n-ésima de la
unidad. Entonces

1. Q,, es simétrica.

2. Las columnas de §2,, son ortogonales dos a dos y tienen norma igual a \/n, es decir,
1 L
la matriz —=C2,, es unitaria.

NG

2.2. Transformada de Fourier

La transformada de Fourier discreta (n-dimensional) es la aplicacién lineal de C" en
si mismo dada por x — X = ,,x.

Definicién 2.2.1. La transformada de Fourier F,,: C* — C" se define mediante la si-
guiente formula:

Fula) =

n—1 n—1
g apwt .

k=0 j=0
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2.3. Transformada inversa a la transformada discreta
de Fourier

Teorema 2.3.1. La matriz ), es invertible y Q! = %Q_n, donde Q, es la matriz que
resulta al conjugar cada elemento de €,

Demostracion. Basta ver que €,Q, = nl. El elemento (j, k) de dicha matriz es

n—1

(QnQn)jk’ = Z(Qn)jl<9n)lk

_ E' VI
- wnwn
=0
n—1
_ E gl —lk
- wnwn
=0
n—1 - I
_ J—
- Z(wn )

=0

Sij=k

n—1

(QnQ_n)]k - Z 1l =mn,

=0

y si j # k, hay que sumar una progresiéon geométrica con los términos wi—* # 1, entonces
se tiene

= _ (w1
(w1 v -1 0
w%,_k -1 wﬁ_k -1 .

Es decir

. 1, si j=k
0, sij#k

[]

Por lo tanto para tener la transformada inversa a la transformada discreta de Fourier
basta con multiplicar la inversa de la matriz de Fourier por un vector. Es decir

n—1
_ 1 ki
Fm) = [} :bjwn’”]
=0

n—1

k=0
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2.4. Implementacion en lenguaje Mathematica

TDF[v_] := Modulel
{n = Length[v], wn, tdf, j},
tdf = Table[0, {n}];
wn = N[Exp[-(2%Pi*\[ImaginaryI])/
n]]; (¥Calcula las n raices de la unidadx)
For[j = 0, j <=n - 1, j++,
tdf[[j + 11] =
Sum[v[[k + 1]]*wn~(kxj), {k, O,
n - 1}]]; (xCalcula la transformada como multiplicacién de la \
matriz de Fourier por el vectorx)
tdf]

Mientras que para la TDF inversa:

ITDF[v_] := Module[(*Calcula la TDF Inversax)

{n = Length[v], wn, tdf, j},

tdf = Table[0, {n}]; (*Vector de salidax)

wn = N[Exp[-(2%Pi*\[ImaginaryI])/n]]; (*Raices de la unidadx)
For[j = 0, j <=n - 1, j++,

tdf [[j + 111 = (1/n)*

Sum[v[[k + 1]]*wn~(-k*j), {k, O,
n - 1}]]; (¥Se calcula con el conjugado de la matriz de fourierx)

tdf]



Capitulo 3

Transformada rapida de Fourier

La evaluacién de la Transformada Discreta de Fourier requiere n? operaciones aritméticas.
Mediante el algorimo de la Transformada Réapida de Fourier se obtiene el mismo resulta-
do para calcular la Transformada Discreta y su Inversa con tan sélo nlog(n) operaciones.
Este algoritmo es mucho mas eficiente en cuanto al tiempo de coémputo para arreglos
grandes y fue publicado por Cooley y Tuckey en 1965.

La versién que vamos a estudiar es la mas habitual y corresponde al caso en que
n = 2™, es decir, que la dimensién del espacio es una potencia de 2.

3.1. Algoritmo de Cooley y Tuckey

La idea bésica es aprovechar la gran cantidad de operaciones que se repiten en los céalculos
y aplicar una técnica de diseno de algoritmos que se conoce como divide y vencerds. Se
comienza por dividir el vector X de longitud n = 2™ en dos vectores de tamano par:

P t I t
X" = <I07x27"'7xn—2) y Y X' = ('rlux&""xn—l)
y finalmente reconstruiremos el vector transformado X a partir de éstos dos

Proposicion 3.1.1. En la situacion anterior las 5 primeras y las 5 4ltimas componentes
de X estdn dadas por

X, = XP4whx! k:0,1,...g—1 (3.1)
Xop = XP—whXL, k:O,l,...g—l (3.2)

Demostracion. Para k =0,1,...5 — 1, tenemos que:

n—1
— Jk
Xk = W',
3=0

21
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y agrupando por separado en esta suma los términos con j par e impar, tenemos:

nq

5-1
_ 2 : 27k E : 2j+1)k
)(k—— u@ﬂ $2j—F ng )le+1
=0 =0

2 _
y como w;, = wz, resulta que:
5 31
_ 2 : 25k 2j+1)k
)(k = U%f $2j—F ng )J@j+1
Jj=0 J=0
n_q n_y
25k 2k, |k
= g Wl wo; + W wy g1

ik ik
X, = g what +wh Y whal
2

Esta igualdad prueba (1 ) pues las expresiones del segundo miembro son totalmente vali-
das para £ = 0,1,...,2 — 1 y evidentemente las sumas coinciden con las componentes
k—ésimas de XP y XI respectlvamente.

Para los indices 3, 5+1,...,n—1, que escribiremos en la forma §+k con k = 0,1,..., 51,
siguiendo el mismo proceso:

n

1
2
(27+1)(F+k)
Xg+k = E wn Z‘Qj-l-g Wn S SV

J=0 j:0

24k L k
= E wn %u T + E w I wnw 241
z_q

oy
k
= E w w%xp+wn kE w wjk[

pero w§ =1y w? = —1, por lo tanto
ny ny
_ jk, .P k 2k I
Xnip = E Wn T — Wy g W, x;
Jj=0 j=0

]

La esencia del algoritmo termina aqui. Se reemplaza la tarea de calcular una transfor-
mada n—dimensional (cuando n es par) por la de dos dimensiones (). Como 5 también
es par, podemos calcular cada una de ellas a partir de dos transformadas Z—d1men81onales
y de forma recurrente reduciremos el calculo de €2,, al calcular un buen nimero de trans-
formadas de dos elementos que no necesitan ninguna multiplicacion.
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3.2. Numero de operaciones en la TRF

Si escribimos como M (m) el nimero de multiplicaciones de nimeros complejos necesa-
rias para realizar la transformada de Fourier discreta de N = 2™ elementos mediante el
algoritmo TRF y tomamos como condicién inicial del calculo recursivo que M (1) = 0,
entonces tenemos que

M(m) =2M(m — 1) +2" 1 (3.3)

teniendo en cuenta que el producto que aparece en el segundo término de ambas ecuaciones
del algoritmo es el mismo, no es necesario repetirlo para el célculo de la segunda mitad de
los términos. Una sola aplicacion de este proceso de division y recomposicion ya reduce

el costo operativo desde N? multiplicaciones, que se realizan con el producto de matriz
N N? N

N 2
por vector, hasta 2<5> + 5 = + 5 es decir poco mas de la mitad cuando N es

grande. Pero es la iteracién del proceso lo que permite la reduccién. en efecto, en base a
la recurrencia, tenemos que

M(m) = 22M(m —2) 42"+ 2" 1 =22M(m —2) +2- 2™}
= 2"M(m —Fk)+ k2™ k=3,... . m—2
= 2"7M(1) + (m—1)2"7" = (m - 1)2"7,

N N N
lo que en términos de N resulta ser E(log(]\/ —-1)) = 5 log(?).

3.3. Implementaciéon en Mathematica

La funcién que implementa el algortimo de la FFT es:

FFT[v_] := Module[(*Entrada un vector wv*)
{n = Length[v], X, k, e, o},
If[n == 1,

X = TDF[v], (xCaso basex)
X = Table[0, {n}];

e = FFTrec[v[[;; ;; 2]1]]; (*Aplica recursidnx)
o = FFTrec[v[[2 ;; ;; 2]1];
For[k = 0, k <= (n/2) - 1, k++,
X[k + 1]1] =
ellk + 111 +

N[Exp[-2 Pi \[ImaginaryI] (k/n)]]x*
o[[k + 1]17; (xActualiza elementos de salida para la primera
mitad del arreglo que guarda la transformadax)
X[k + (n/2) + 1]1] =
ellk + 1]] -
N[Exp[-2 Pi \[ImaginaryI] (k/n)]]x*
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X]

1;

)
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o[[k + 1]]; (*Segunda mitad del arreglox*)



Capitulo 4

Multiplicacion rapida de polinomios
via TRF

Transformada discreta de Fourier escrita en términos
de los polinomios

4.1. Transformada discreta de Fourier como valores
de un polinomio en las raices de la unidad

Dado un vector a € C" definimos el polinomio P,:

P.(z) = Z apz®.
k=0

Notamos que:
deg(P,) <n-—1

Entonces la TDF se expresa en términos del polinomio

n—1 n—1 n—1
b= Qya= [Z akwﬁj] = [Pa(w,];)l
k=0 ' /

J=0 J=0
Calcular los coeficientes de un polinomio si estan dados sus valores en las
raices de la unidad
Sea P un polinomio de grado <n — 1:

n—1

P(z) = Z apz®.

k=0

25
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Denotemos por b; (j € {0,1,...,n —1}) sus valores en las raices de la unidad:
bj = P(w%)

Entonces, los coeficientes a a través de b, estan dados por:

n—1
a = Q;lb = |:Z bkwnkj]
k=0

La transformada inversa discreta de Fourier permite calcular los coeficientes de un poli-

nomio de grado menor o igual a n — 1 si se saben sus valores en w?, ..., w" !

n—1

Jj=0

4.2. Algoritmo de multiplicacién de polinomios usan-
do la TRF

Sean dos polinomios dados P y @, donde:

n—1 n—1
P(z) = Z agz Yy Qz) = Zbkzk
k=0 k=0

Sabemos que a través de la TDF podemos calcular las coeficientes de un polinomio de
grado menor o igual a N — 1 si conocemos sus valores en las raices de unidad. Como
tenemos dos polinomios, a traves de la TDF podemos conocer los valores de P y @) en las
raices de unidad, y al multiplicar dichos valores obtenemos el valor del producto PQ en
las raices de unidad w%,...,w"!, por lo que bastaria aplicar la inversa de la TDF para
conocer los coeficientes del polinomio PQ. El algoritmo es el siguiente:

Entrada: ag,...,ap—1; bo,...,bp_1
u:=Qy,1a // Valores de P
v:=Q,_1b // Valores de Q
w:=uwu-v [/ Valores de PQ
c:=Q, ;w // coeficientes de PQ

Salida: c.

4.3. Implementacion en Mathematica

Para calcular €23, _; cuando a tiene n componentes, creamos vectores auxiliares dentro de
la funcién que implementa el algorimo que sean de tamano 2n — 1, cada una de las n — 1
componentes que faltan en el vector a serdan 0.

multTDF1i[a_, b_] :=
Module[(*Multiplicacion de polinomios con funcion TDF*)



4.3. IMPLEMENTACION EN MATHEMATICA 27

{n = Length[al, A, B, aux, u, v, w, cl,
aux = Table[0, {2 n - 1 - n}];

A = Joinla, aux]; B = Join[b, aux]; (*Crea vectores auxiliaresx)

u = Table[0, {2 n - 1}];

v = Table[0, {2 n - 1}];

c = u;

u = TDF[A];

v = TDF[B]; (*Aplica transformada a los coeficientes de los \
polinomios*)

w = uxv; (*Multiplicacidén de las transformacionesx)

c = ITDF[

w] ; (*Se calculan los coeficientes de la transformacién calculando \
la transformada inversax)
Chop[c]] (*Salida: Coeficientes aproximando los nimeros muy cercanos \
a cerox)

Usando las funciones internas de Mathematica, el algoritmo implementado (que es més
rapido) es:

multTDF[a_, b_] :=
Module[(*Calcula con funciones internas de Mathematicax)
{n = Length[a], aux, A, B, u, v},
aux = Table[0O, {2 n - 1 - n}];
A = Join[a, aux]; B = Join[b, aux];
u = Fourier[A, FourierParameters -> {1, 1}];
v = Fourier[B, FourierParameters -> {1, 1}];
Chop[InverseFourier [uxv, FourierParameters -> {1, 1}]]](*Salida con redondeosx)
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Capitulo 5

Algoritmos rapidos para resolver
sistemas de ecuaciones lineales con
matrices de Toeplitz

Los problemas computacionales cientificos o de ingenieria por lo general se reducen a
calculos con matrices, donde, eventualmente se tiene que resolver un sistema de ecuacio-
nes lineales. La estructura del problema original por lo general resulta en una estructura
matricial del sistema de ecuaciones lineales, por lo que se busca disenar algoritmos que
exploten estas estructuras con el objeto de que sean mas rapidos que los algoritmos con-
vencionales.

5.1. Matrices de Toeplitz

Una matriz de Toeplitz es una matriz n x n T, = [tk,j]zj:1 donde tj ; = t;_;, es decir una
matriz de la forma

to ta toe ... t gy
oty t.

T, ty ot 1
tn—l tD J

Estas matrices tienen muchas aplicaciones. Por ejemplo, si se supone que

Zo
X1

Tn-1

29
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es un vector columna que denota las entrada y que t; es cero para k < 0. Entonces el
vector

to, 0 0 -~ 0 -
ty to 0 2
y:TniC = tg tl to {5
_tnfl tO_ _ZEn_l_
[ ZL‘QtO i
tlilfo + toiL‘l
2
— im0 ta-ii
n—1 .
L Zi:o tn—l—ixi ]

con entradas
k
Yk = E th—i;
i=0

representa la salida de tiempo discreto en senales con un filtro h con respuesta de impulso
te.

Como otro ejemplo se considera que {X,} es un proceso de tiempo discreto aleatorio
con media my = E(X}) y funcién de covarianza Kx(k,j) = E[(X; — mg)(X; —m;)]. La
teoria del procesamiento de senales como prediccion, estimacion, deteccion, clasificacion,
regresion, comunicaciones y teoria de informacién se desarrollan bajo el supuesto de que
la media es constante y la covarianza es Toeplitz, es decir Kx(k,j) = Kx(k — j), en
cuyo caso el proceso es estacionario débil. En este caso, las matrices de covarianza n X n
K, = [Kx(k,j )]Z;io son matrices de Toeplitz. Gran cantidad de la teorfa de procesos esta-
cionarios débiles involucran aplicaciones de matrices de Toeplitz. Las matrices de Toeplitz
aparecen también en la solucién de ecuaciones diferenciales e integrales, funciones splines,
problemas y métodos en fisica, matematicas, estadistica y procesamiento de senales.

5.2. Algoritmo de Schur

El presente algoritmo principalmente es utilizado para resolver sistemas Toeplitz, ya que
produce la factorizacién LU de la matriz. Asimismo puede ser combinado con el algoritmo
Levinson reemplazando los calculos de producto interno. El método resultante tiene una
complejidad secuencial ligeramente mayor que el algoritmo de Levinson pero una comple-
jidad significativamente menor en computacién paralela.

Sea T" una matriz de Toeplitz de orden n:
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Denotamos a las submatrices T}, de T}, como:

Al .. A1_p
T = : : }n —k+1 y T, =
ao R O A 2

J/

k

31

Qp—1 ... Qo
: : }n—k‘+1

ap—-1 .. Qp—f

J/

k

Observamos que estas submatrices son de tamano (n — k + 1) x k.

Para analizar mas, tomemos n = 5 y k = 2, generando la siguiente matriz

apg a_—1 a_o QA_3
aq (o1} a_1 a_9
T5 = (05} aq ao a_q
as Qam ay QAo
as Qs a9 aq

y las submatrices:

a_3 Q_4
— a_9 a_
T, = ° T, =
a_1 Q_9
Qo a_y

Por otro lado si analizamos la matriz
e[5%]
ay  ag
Podemos notar que:
» La tultima fila de 7}, es la primera fila de 7.
» La primera fila de T} es la dltima fila de Tj.

Por otro lado, denotaremos:

= X; como la primera columna de T}, .

a_4
a_3
a_2
a1
Qo

a1

as
Qg

Qo
ai
D)
as
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n x; como la ultima columna de T} L

Se tiene que:

T/j Sy Sy
[ a_3 Q_4 i ~ B )
a_o2 Q_j3 a3 G—4]Xk la_s a_4]x,j
a_1 a_o
_ % G-1 [ x; xi ] _ [ag a_1]X_,: [ag a_l]xg
ap Qo [ay ao)xy, lay aolx;
(05} aq . .
s 2 L [ag as)x; (a4 azlx;
L Qy as 1
I s "
st st
Sk Sta
Sp—kt1k S;j_kJrl,k
stk S
L Stk S:j_kJrl,k i
De donde:
] Sz_,k_ = [ak—i—l—n—h e ,ai_n]xlz.
u S:—k_ = [ai, R ,CLZ‘_H_k,]X’;,

En particular, si:

Asi:



5.2. ALGORITMO DE SCHUR

B S kt1k T 1

Los vectores s~

Sh—kt1k — 0.

seran llamados wvectores residuales.

Ademas, se definen los vectores de reflexion

+ ot -+
Ye =Sk Y Ve T Sn—kk

)
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Tomemos como caso particular nuestro ejemplo en el que n =5y k = 2.

a_3

a_2

a_q
ao
ai
5)
as
Q4

a_4
a_3
a_2
a_q
Qo
3]
a2
as

En el caso general:

S —
S1k Sik
-~ 2+
Sok  Sok
27 e
S3 1 53,1_1
x+] _ Sak  Sak
k .l |
1.k Sik
=+
< Ll
.
| Sk Sak |

- _+ T
S1k Sk
+
Sn—k.k Sr_w,’_—k,k
Sn—k41k Snk+1k | _
— =+ =
S1k S1k
= ++
Sok Sok
+— ++
| Sn—kt1k Sn—ktik |

" siE 31_; .
Sok  San
S3k Tk
B 1 0
a 0 1
T San
S;:]; s;{;
| stk Sin
STk sl_;f
Sp—kk Vi
1 0
0 1
+ ++

Ve

+— ++
| Sn—k+1k Sn—k+1k |

Los vectores residuales tienen un papel importante en la factorizacion LU de la ma-

triz T,,. Sea V' la matriz triangular superior cuya k-ésima columna es [

L =T,V es triangular inferior y la k-ésima columna de L es

_l’_

X(;f } Entonces

9+ } . Entonces T;,, = LV !
Sk

es la factorizacion triangular de 7),. Es decir, la matriz L que esta formada por los vecto-
res residuales s; " es la matriz L triangular inferior de la factorizaciéon LU de la matriz T),.
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El algoritmo de Schur calcula los vectores residuales recursivamente. Para deducir
como, utilizamos una estructura de Toeplitz. Para (uj);f”:l, denotamos por I u, I u a los
vectores

Lu=(u)f,, Tu=(u)]5 (5.1)
respectivamente. Es decir I, quita la primera entrada del vector u y I corta la tltima
entrada del vector. Ademéds

Iiiu = [i(fiu). (52)
Notemos que
T, Sk
IiTk ZL’ki = Ok,Q
Ty st

y el paso & — k + 1 extiende el vector cero del lado derecho de la ecuacién en un cero
mas arriba y abajo. Tenemos

T | [z O] [ Tysy™ ILs;™*
i 0 ay | | Iispgt— Isf™
Teorema 5.2.1. Para k =1,...,n—1, los vectores residuales sfi satisfacen la recursion

—— o+ —— —+

R s s

— — )
Sk+1 Skl Lisy— Lsy

donde .
_ O
b= {s;; 1 } |

La recursion inicia con

o1 o= L
sit=sT"=—(a;-1); =1", s7" =577 = —(ai_n)iy.

o Qo

Para escribir la recursiéon de Schur en términos polinémicos, se usa la proyeccion P,
definida por los polinomios de Laurent

N m
Pm< Z uktk_1> = Zuktk_l (53)
k=1

k=—M

P,, quita todas las potencias negativas de ¢ y todas las potencias mayores a m — 1, en
particular para u = (u;)",,

(Iyu)(t) = (u(t) —u))t ™t = Pt tu(t), (Lu)(t) =u(t) — unt™ ' = P,_ju(t).

Asi la recursion del Teorema 5.2.1 puede ser escrita de la siguiente forma

el B o at | I
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Aqui la proyeccién P,_; debe ser aplicada entrada por entrada a la matriz polinomial.

La recursion en el Teorema 5.2.1 puede ser usada para calcular los vectores x5+, sin
necesidad de operaciones de producto interno.

5.3. Solucién de sistemas de Toeplitz con el algoritmo
de Schur

El algoritmo de Schur produce la factorizacion LU de una matriz de Toeplitz T,, = LDU.
Esta factorizacion puede ser usada para resolver el sistema 7,z = b por sustitucion hacia
atras. Esto significa que primero se resuelve un sistema triangular inferior LDy = b y
después el sistema triangular superior Uz = y.

1 1
La complejidad de resolver un sistema triangular es §n2(M E inQ(A). Entonces la

complejidad de resolver un sistema de Toeplitz aplicando el algoritmo de Schur es 3n?(M)-

3n?(A).

5.4. Implementacion del Algoritmo de Schur en Ma-
thematica

SchurLU[vm_] :=
Module [{t = ToeplitzMatrix[vm],
n = Length[
vm] }, (xFactorizacién de Schur de una matriz para matrices de \
Topelitz T_nx)
V = Table[0, {n}, {n}];
For[j =1, j <= n, j++,
For[i = 1, i <= j, i++,
VI[i, j11 =
Inverse[ToeplitzMatrix[vm[[1 ;; j1111L[[i,
j111]; (*Se crea la matriz V con los vectores x“+%)
L = t.V; (xSe aplican la férmula para obtener Vx)
{L // MatrixForm, Inverse[V] // MatrixForm,
L.Inversel[V] //
MatrixForm}] (*Muestra resultados en forma matricialx)
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