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Abstract

This work is about the continuous wavelet transform and localization operators. First,
we show some properties of the positive affine group and its action on L*(R). Then, we
introduce the continuous wavelet transform in detail, and we prove its isometric property
and the reproduction formula for the wavelet transform. In the last part, we study locali-
zation operators. In particular, for the case when the generating symbol depends only on
the scaling coordinate, we present some recent results by Hutnik, Hutnikova, Maximenko
and Miskova: the diagonalization of these operators, explicit formulas for their norms and

spectra, and the full description of the C*-algebra generated by these operators.






Resumen

Este trabajo es sobre la transformada de ondicula continua y los operadores de localiza-
cién. Primero se muestran algunas propiedades del grupo afin positivo y se presenta su
accién en L?(R). Luego se introduce la transformada de ondicula continua, se demuestra
su propiedad isométrica y se deduce la férmula de reconstruccién para la transformada
de ondicula. En la ultima parte, se estudian los operadores de localizacién. En particular,
para el caso en el que el simbolo generador s6lo depende del parametro de escalamiento,
se presentan resultados recientes de Hutnik, Hutnikiva, Maximenko y Miskova: la diago-
nalizacion de estos operadores, férmulas explicitas para sus normas y espectros, y se hace

una descripcién completa del algebra C* generada por estos operadores.
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Prefacio

;, TRANSFORMADA DE ONDICULA?
;DE QUE VA TODO ESTO?

Alrededor de nosotros hay sefialef?| presentes todo el tiempo, y algunas de ellas necesitan
ser analizadas o decodificadas. Un sismo, una voz, la vribracion de un motor, algunos
datos financieros, la musica, una imagen en la computadora son algunos tipos de senales
con las que interactuamos a diario. La codificacion puede ser la transmisién de una senal
en la radio, o la manera en que una camara fotografica digital guarda la informacién de

una imagen que posteriormente podemos ver en la computadoraﬂ.

Uno de los problemas mas grandes que presentan los artefactos encargados de analizar
las seniales es la pérdida de informacién debida al proceso de codificacion, transportacion
y decodificacién de una senal. Por ejemplo, una melodia producida por un instrumento
musical es grabada mediante un micréfono, es decir, el sonido (una senial formada por
vibraciones en el aire) es traducido a una senal eléctrica, conducida a su vez a una bocina
encargada de producir sonidos a partir de dicha senal. El entorno, el micréfono y la bocina
aportan factores que hacen que la senal original no sea igual a la que es producida. Pero
no solo los factores fisicos afectan el resultado, también el proceso de traduccion lo hace
y es justo este problema el que abordamos aqui, por tratarse de un algoritmo en el que,

claro, intervienen las matematicas.

Esta traduccion a la que me refiero es el tratamiento de la informacién contenida en una

senal, por ejemplo, una codificaciéon para un banco, una compresion de un archivo, un

!Este texto contiene algunas ideas planteadas en el manual Wavelet Toolbox, for use with MATLAB,
User’s Guide ver. 1 (1996), Misiti, M; Misiti, Y; Oppenheim, G; Poggi, J; The MathWorks, Inc., Massa-
chusetts.

2Con sefial me refiero a un medio de transporte de datos, sea en forma de onda por el aire o por medios

electrénicos, y no a las premoniciones ni visiones que algunas personas dicen tener.
3El archivo que la cdmara guarda en la memoria no es propiamente una imagen sino una cadena de

bits que la computadora traduce en pixeles al momento de ejecutar el archivo, y por lo tanto decodifica

la informacion guardada en la memoria de la camara.



filtro de ruido, la reconstrucciéon de una imagen, la limpieza, descripcion, simplificacién,
modelado, distincién o localizacién de toda o algunas partes de una senal. El andlisis de
ondiculas es un conjunto de nuevas y prometedoras herramientas y técnicas para hacer

esta tarea.

Durante mas de un siglo (de 1830 a 1980) el desarrollo del andlisis de senales estuvo
estrechamente relacionado con el estudio de la transformada de Fourier. El andlisis de
Fourier plantea la idea original de romper una senal en ondas sinuidales o sinusoides de
varias frecuencias. Su objetivo es reemplazar el estudio de una senal arbitraria por el de
un conjunto de ondas perfectamente estudiadas. La idea es retomada por la transformada
de ondicula continua de la siguiente manera: primero se elige una onda especial y después
la senal se descompone en versiones dilatadas y trasladadas de ésta. Dicha onda especial
se denomina ondicula (en inglés wavelet) y es una forma ondulada de duracién efectiva
limitada que tiene valor promedio cero. A la ondicula original le llamamos ondicula madre
y al resultado de trasladarla, aplastarla, estirarla y dejarla caer le llamamos ondicula hija.

A continuacion se presentan varios tipos de ondiculas:

L~

Hiu Shannon or Sine Daubechics 4 Davbechics 20
Vi |
I i S
jl |
v 1 = "I.ll 'I
i(mlul:m or Spline Bicrthogonal Mexican Hat Cuillet




Al comparar imédgenes de ondiculas con sinusoides se puede ver intuitivamente que las
senales con cambios abruptos de forma deberian ser analizados mejor con una onda irre-
gular (una ondicula) en vez de una onda cuya forma perdura a lo largo del tiempo (una
sinusoide), al igual que cierta comida puede ser mejor cortada con un tenedor que con una
cuchara. Donde las sinusoides son suaves y predecibles, las ondiculas son irregulares y en

ocasiones, asimétricas.

El analisis de Fourier tiene un grave inconveniente: al transformar una senal al dominio de
las frecuencias, la informacion acerca del tiempo se pierde. Observando la transformada
de Fourier de una senal es imposible saber cudndo tuvo lugar cierto evento. Si la senal
no cambia mucho a lo largo del tiempo (es decir, es una senal estacionaria), este incon-
veniente no es importante. Sin embargo, la mayoria de las senales contienen numerosas
caracteristicas no estacionarias o transitorias: desviaciones, cambios abruptos, disconti-
nuidades y eventos que inician y terminan a lo largo de su vida. Estas caracteristicas son
generalmente las partes mas importantes de una senal, y el analisis de Fourier no puede
percibirlos. Existen otras técnicas como el andlisis de Gabor con ventanas (time-frequency
analysis), que resuelven algunos problemas, pero, hasta ahora, no de la forma en que el

andlisis de ondiculas lo hace.

La transformada de ondicula continua es capaz de revelar aspectos de datos que otras
técnicas de analisis de senales pierden, como tendencias, saltos, puntos de ruptura, discon-
tinuidades y autosimilitud. Mas atn, gracias a que ofrece un panorama diferente al que
presentan las técnicas tradicionales, el andlisis de ondiculas puede en ocasiones comprimir
o quitar el ruido a una senal sin pérdidas apreciables o significativas. De hecho, en su (re-
lativamente) breve historia, las ondiculas han probado ser una herramienta indispensable

para un analista de senales.

El trabajo de la transformda de ondicula continua es ajustar a cada punto de la senal la
ondicula hija que mas se le parece. Al final, habremos reconstruido la senal uniendo una
infinidad de ondiculas trasladadas y dilatadas a la medida de cada punto en dicha senal.

Ganamos algo: mientras que la senal es una funcién cuyas propiedades son realmente im-

3



predecibles (discontinuidades, saltos abruptos, coyunturas suaves y demds), cuya férmula
(si es que la tiene) puede no expresarse en términos de las funciones elementales del alge-
bra, de la trigonometria o del cédlculo, las ondiculas tienen muchas de las propiedades
deseables para su analisis, es decir, de cierta forma son senales ideales. Para analizar una
senal en cierto instante, sera suficiente estudiar las ondiculas hijas que mas se le parecen

en dicho instante.

Pongo como ejemplo aquellas imédgenes en afiches que estédn formadas (uno tiene que acer-
carse mucho para verlo) de miles de pequenas imdgenes que son diferentes a la que forman
en conjunto. Otra idea para ilustrar el trabajo de la transformada de ondicula de mane-
ra intuitiva es la sobreposicion de una misma melodia en diferentes momentos. Explico:
tomemos una melodia sencilla para interpretar con cualquier instrumento, por ejemplo,
la conocida tonada de happy birthday. Esta misma melodia puede ser tocada a diferentes
velocidades y en diferentes tonos por cada instrumento de la orquesta. Supongamos que
tenemos una orquesta formada por miles y miles de musicos, a cada uno de ellos se le
ha indicado tocar dicha tonada con una velocidad y un tono particular en un momento
determinado. Entonces, ordenando adecuadamente los momentos en que cada musico de-
be ejecutar la melodia, es posible escuchar La Quinta Sinfonia de Beethoven. Ninguno de
los musicos tocara propiamente esta sinfonia, sin embargo, la sobreposicion de todos los

sonidos producidos dera como resultado la obra mencionada.

En conclusién, la transformada de ondicula continua es una herramienta novedosa que echa
mano de la aproximacién de funciones y tiene como ventaja sobre las técnicas tradicionales,
entre otras cosas, el poder localizar en el dominio del tiempo los diferentes eventos que

ocurren a lo largo de la vida de una senal.

Gerardo Ramos Vazquez
Ciudad de México
Diciembre 2016



Introduccion

En este trabajo se estudian la transformada de ondicula continua y su propiedad isométri-
ca, y la clase de los operadores de localizacién asociados a ésta. Para cierta subclase se
muestra su diagonalizacion, y para ondiculas relacionadas con funciones de Laguerre, se
prueba que el algebra C* generada por los operadores de localizacién asociados a éstas y
cuyo simbolo depende sélo del parametro de escalamiento, es isométricamente isomorfa al

algebra C* de las funciones uniformemente continuas en R.

De la teoria de aproximacion es sabido que dada una senal, ésta puede descomponerse en
una suma de polinomios trigonométricos a través de la transformada de Fourier. Una de
las desventajas de ésta es que, aunque pueden determinarse todas las frecuencias presen-
tes en la senal, no se puede saber en qué momento tiene cierta frecuencia particular, es
decir, no se puede localizar una la frecuencia en un momento determinado. La transfor-
mada de ondicula, desarrollada en las tltimas décadas, ha logrado reparar este problema

reconstruyendo una senial en el dominio del tiempo y de la frecuencia a la vez.

En el Capitulo [1| se introduce el grupo afin positivo y su accién sobre L?(R). Se descri-
ben ademas diferentes representaciones de éste, y finalmente, se le dota de dos medidas
invariantes bajo traslaciones, una por la derecha y otra por la izquierda. Parte del ma-
terial contenido en este capitulo puede encontrarse generalizado en [Rotman]. La accién
del grupo afin sobre L?(R) y la férmula para la medida invariante bajo traslaciones por
la izquierda, se encuentran en los articulos [HutMaxMis, [HutHut, [Wongl| y en los libros
[GasWitl, [GroMorPaul, [Wong2), [PerWar].

En el Capitulo [2| se presenta la transformada de ondicula continua Wy relacionada con la
ondicula admisible W. Se establece ademas su relacion con la transformada de Fourier y se
demuestra su propiedad isométrica. Se presenta un ejemplo numérico para ilustrar el resul-
tado de aplicar la transformada de ondicula en una funciéon dada. De manera independiente

se estudian las propiedades de las isometrias lineales, los sistemas de estados coherentes



y los espacios con nicleo reproductor, y los resultados principales son aplicados al caso
particular del espacio de transformadas de ondicula. Se muestra también la formula de re-
produccién y finalmente se estudia la proyeccién ortogonal inducida por el operador Wy. El
contenido de este capitulo estd basado en [GasWitl, PerWarl [Wong2, [Daubl, [GroMorPaul.
Cabe mencionar que, aunque son muchos los libros que abordan el tema de la transforma-
da de ondicula, pocos son los que detallan su inversién. La seccién que aborda este tema
esta esencialmente basada en la demostracién de la férmula de reproduccién en [GasWit].
Como complemento, y debido a que la transformada de Fourier se utiliza frecuentemente
en los resultados mostrados en este trabajo, el Apéndice [A] trata sobre la extensién de la

transformada de Fourier al espacio L*(R).

El Capitulo [3| esta dedicado al estudio de los operadores de localizacién. Se revisan las
propiedades basicas de los operadores de Toeplitz—Calderén y de localizacion, y se ilustra
el sentido de este ultimo mediante ejemplos numéricos. Se presenta también el resultado
en [HutHut] sobre la diagonalizaciéon de los operadores de localizacién cuyos simbolos
generadores dependen solamente de la primera coordenada. El rango esencial y la norma
de los operadores de multiplicacién (que surgen de manera natural en este resultado)
son estudiados en los Apéndices [B]y [C] Se comparan de manera numérica los resultados
de aplicar un operador de localizacién asociado a la ondicula sombrero mexicano y cuyo
simbolo generador solo depende del factor de escalamiento, primero de acuerdo con su
definicion y después utilizando la funcién espectral resultante de la diagonalizacién de

dicho operador.

El resultado mas sustancial de este capitulo estd basado en [HutMaxMis] y trata sobre la
descripcion del dlgebra C* generada por los operadores de localizacion cuyos simbolos solo
dependen del parametro de escalamiento: bajo la hipotesis de que cierta funcién satisface
la condicion de Wiener, se aplica la técnica de deconvolucién de Wiener (ver Apéndice @,
y se demuestra que el algebra C* generada por este tipo de operadores es isométricamente
isomorfa al algebra C* de las funciones uniformemente continuas en R. Finalmente esta

condicién se verifica para el caso de ondiculas asociadas a funciones de Laguerre.



Capitulo 1

El grupo afin positivo

En este capitulo estudiaremos las estructuras algebraicas de las traslaciones y dilataciones
(cambios de escala) en R. La combinacién de éstas dard lugar a las transformaciones
afines. En la Seccién mostramos que el conjunto de las transformaciones afines forma
un grupo, el cual puede verse como el producto semidirecto de los grupos de traslaciones
y dilataciones positivas. En la Seccién nos concentramos en el estudio del grupo G,
una de las representaciones del grupo afin positivo. En la Seccion enunciamos las
representaciones matricial y compleja del grupo afin positivo. A continuacién, en la Seccién
, estudiaremos una accién del grupo G en L*(R). Allf mismo se muestra con un ejemplo
la accién definida en esta seccién sobre una funcion particular. Finalmente, en la Seccién
[1.5 se dota al grupo afin positivo de dos medidas invariantes bajo traslaciones, una por

la derecha y otra por la izquierda.

Parte del material contenido en este capitulo puede encontrarse generalizado en [Rotman).
La accién descrita en la Seccién y la primer medida descrita en la Seccién se
encuentran de forma resumida en [GasWitl [(GroMorPau, [Wong?2l, [PerWar, [Wongl]. Las
definiciones estandares sobre las acciones de grupos pueden encontrarse en casi cualquier

libro sobre teoria elemental de grupos, por ejemplo, en [Lang Al].



1.1. Las traslaciones, dilataciones positivas y

transformaciones afines positivas en R

Las traslaciones en R

Una traslaciéon es, por supuesto, un cambio de lugar. Revisaremos a continuacion las
propiedades y estructura alegebraica que tienen estas transformaciones. Las traslaciones

son uno de los dos componentes esenciales de las transformaciones afines positivas.

Definicién 1.1 (Traslacién). Sea a € R, la traslacion de a es la aplicacién T, : R — R

definida por T,(u) = a + u, para todo u € R.
Observacién. De acuerdo con lo anterior, es facil verificar las siguientes propiedades:
a) Tp = Id.
b) Sia,b e R, entonces T, o T}, = Ty
¢) Paratodoa € R, T, =T_,.
d) Para todo a € R, T7,(0) = a.
A continuacién se presentan algunos resultados relativos a las traslaciones en R.

Proposiciéon 1.2. Sean a,b € R, entonces a # b implica que T, # Ty.

Demostracion. Como T,(x) = Ty(x) para todo = € R, en particular para x = 0 se tiene
que a=a+0="T,0)=Ty0)=b+0=b n

Denotemos por T al conjunto de las traslaciones en R, esto es,

T:={T, R—>R:acR}.



Proposicién 1.3 (Las traslaciones en R forman un grupo abeliano)

El conjunto T es un grupo abeliano respecto a la composicion.

Demostracion. Tenemos que
a) Es cerrado bajo o : T, 0T, =T, € T.

b) Es asociativo:

(TCL o Tb) O TC = T(a+b)+c = a+(b+c) = TCL @) (Tb o TC)

c) Ty es el elemento neutro: Ty o T, =T, o Ty = T,,.

d) El inverso de T, es T_,:

T,0T o=T,0T, ' =1d =T,.

e) Es abeliano: T, 0T, = Ty 1p = Tpra = Tp 0 T,. [ |

Proposicién 1.4 (Unicidad de las traslaciones)

Dados u,v € R, existe una unica traslacion que hace corresponder u con v.

Demostracion. Sean a,b € R tales que T,(u) = Tp(u) = v. Entonces a +u = b+ u, de

donde a = b. Ademéds T,_,(u) = (v —u)+u=v+ (—u+u) =v. |

Las dilataciones positivas en R

Una dilataciéon es un cambio de tamano. El término dilatacion es quizas un abuso del
lenguaje pues en la fisica nos referimos con esto tan sélo al aumento de la talla de los
metales, por ejemplo, resultado del aumento de la temperatura. Aqui lo utilizaremos para
senalar un cambio de tamano sin importar si el resultado es mas grande o mas pequeno
que el original. Lo que determinard el resultado de la transformacion sera el pardmetro de

escalamiento, que en la siguiente definicion es representado por A.
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Nos limitaremos al estudio de las dilataciones donde el parametro de escalamiento sea un
nimero real positivo. Al conjunto {x € R : x > 0} lo denotamos por R*. Revisaremos

en seguida algunas de las propiedades algebraicas de las dilataciones positivas en R.

Definicién 1.5 (Dilatacién positiva). Sea A € RT, la dilatacion positiva por X es la
aplicacién 7 : R — R definida por 7)(u) = Au, para todo u € R. En tal caso llamamos a

A el pardmetro de escalamiento.

Observacion. Algunas de las propiedades aritméticas de las dilataciones positivas se

enuncian a continuacion.
a) T = 1d.
b) Si A\,0 € R, entonces 7y o 75 = Ts.

¢) Para toda A € R, 7,(0) = 0. Este es el tinico punto fijo para todas las dilataciones

positivas.
d) Para toda A € R, T;l = T\-1. Luego, Ty es biyectiva.
e) Para toda A € R, 7\(1) = A.
Se tienen ademas los siguientes resultados.

Proposicién 1.6. Sean \,0 € R*, entonces \ # 0 implica que Ty # Ts.

Demostracion. Si Ty(xz) = 75(x) para todo x € R, entonces en particular para z = 1 se
tieneque A\=A-1=7(1)=75(1)=0-1=0. [

Ahora denotemos por D al conjunto de las dilataciones positivas en R, es decir,
DZ:{T)\iR—)R : AER*}.

Proposicién 1.7 (Las dilataciones positivas en R forman un grupo abeliano)

El conjunto D es un grupo abeliano respecto a la composicion.
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Demostracion. Tenemos que
a) Es cerrado bajo o : 7, 0 75 = Tys € D.
b) Es asociativo:
Tx 0 (T5 0 Ty) = Tasy) = T(as)y = (Ta 0 T5) 0 7.
c) 71 es el elemento neutro: 7 0 T\ = T\ 0T = Ty

d) El inverso de 7y es Ty-1:

o7, =m0 =1d=T.

e) Es abeliano: 7y o 75 = Tag = Ts0 = 75 0 Tir. |
Proposicién 1.8 (Unicidad de las dilataciones positivas en R).
a) Dados u,v € Rt existe una unica dilatacion positiva que hace corresponder u con v.
b) Dados u,v € R™ :=] — 00,0[, existe una unica dilatacion positiva que hace corres-
ponder u con v.
Demostracion.  a) Como u,v € RT, entonces v/u € R, luego 7,/,(u) = (v/u)u = v.
Sean A, € R tales que 7\(u) = 75(u) = v. Entonces Au = du, de donde A\ = 9.
b) Como u,v € R~ entonces v/u € R*, luego 7,/,(u) = (v/u)u = v. La unicidad se
demuestra igual que en el caso anterior. [
Note que si, por ejemplo, u € RT y v € R™, ninguna dilatacién positiva hace corresponder
a u con v ni viceversa.

Como consecuencia de los resultados anteriores, las dilataciones son automorfismos en R.
La aplicacion ¢ : RT — Aut(R) dada por ¢(\) = 7, define un homomorfismo. Ademés
se tiene que cualquier dilatacién es una transformacién lineal. Esto no sucede con las

traslaciones.
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Las transformaciones afines positivas en R

Ahora juntemos las dos herramientas anteriores en una sola: una transformacion afin es
aquella que dilata y traslada. En el siguiente capitulo aplicaremos traslaciones y dilatacio-
nes a ciertas funciones para que localmente se parezcan a alguna senal dada. De manera
natural podemos definir una transformacién afin positiva como la composicién de una

dilatacion positiva con una traslacion.

Definicién 1.9 (Transformacion afin positiva). Sean A € R y a € R. Definimos la
transformacion Ay, : R — R como A, , = T, o7y, asi para todo z € R, A, ,(z) = Az +a.
Llamamos a ésta una transformacion afin positiva. En tal caso, A es el pardmetro de

dilatacion y a es el pardmetro de traslacion.

Observacién. Dos transformaciones afines positivas se componen de la siguiente manera:
Axna 0 Asp = Axsatr- (1.1)
En efecto, para todo u € R,

A)\’a ¢) Ag’b(u) = A,\,a(5u + b) = )\(5U + b) +a= (Aé)u + ((l + >\b) = A)\57a+/\b(u).

Denotemos ahora por A al conjunto de transformaciones afines positivas en R, esto es,
A={A.:R>R: R, aecR}.

Proposicién 1.10 (Las transformaciones afines positivas en R forman un grupo)

El conjunto A es un grupo respecto a la composicion.

Demostracion. Tenemos que
a) Es cerrado bajo o: Ay, 0 Asp = Aysatns € A

b) Es asociativo:

Axa o (Asp o Ayc) = Axy)atatrse) = Aoy, (atab)+(ad)e = (Axa 0 Asp) 0 Ay c.
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c) Ajp es el elemento neutro: Ajpo Ay, = Ax1a1r0 = Ara-

d) El inverso de Ay, es Aj/x _q/x:

Axg o A;}z = Axa 0 Aix—a/x = Ax/rata(—a/n) = Arp. n

A diferencia de T y D, el grupo A no es abeliano. El grupo A es conocido como el grupo

afin positivo en R o el grupo Ax + B.
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1.2. El grupo G

Representacion algebraica del grupo afin positivo

Cada transformacion afin positiva A, esta caracterizada por sus pardmetros de escala-
miento y de traslacién, es decir, por el par ordenado (A, a) donde A € Rt y a € R. Ademis,
para cada par ordenado de esta forma, podemos construir una tunica transformacién afin
positiva. Hay, pues, una relacién biunivoca entre los conjuntos A y RT x R. En lo que

sigue, dotaremos al conjunto R™ x R de una estructura algebraica similar a la de A.

Denotemos por G al conjunto Rt x R. Este conjunto puede ser visto como el semiplano
derecho en R2. Dotemos ahora a G de una operacién que sea andloga a la composicién de

transformaciones afines descrita en (1.1]).

Definamos entonces el producto de dos elementos de G del siguiente modo:

(N a) - (6,b) = (A, a + Ab). (1.2)

Con esto, cada transformacion afin Ay, € A puede ser identificada de manera tnica con
el punto (A,a) € G y esta identificacién preserva en G el efecto de la composicién de
dos elementos en A, es decir que el producto que definimos en G es compatible con la

composicion de transformaciones en A. Se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 1.11. El conjunto G es un grupo respecto al producto definido en (|1.2)).

Demostracion. Esta demostracion es consecuencia de la proposicién [I.10} De acuerdo con

ella, el elemento neutro es (1,0) y el inverso de (A, a) es (1/\, —a/\). |

Proposicién 1.12. La aplicacion © : G — A definida para cada (A, a) € G mediante la

regla O(\, a) = Ay, es un isomorfismo de grupos.
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Demostracion. Sean (A, a), (0,b) € G. Entonces © es un homomorfismo:
@(()\, a) . (5, b)) = @()\(S, a+ )\b) = A)\6’a+)\b
= A/\,a o A&,b = 6()\7 (Z) © @(57 b)

Adeds ©71(Ay,) = (A, a). Asf © es un homomorfismo biyectivo, es decir, un isomorfismo

de grupos. ]

Una accion de G sobre R

Los elementos del grupo G representan transformaciones que se aplican sobre el conjunto

de los nimeros reales. Es necesario establecer de manera formal cémo operan los elementos

de G en R.

Sean (G, -) un grupo con identidad e, y X un conjunto. Una accién del grupo G sobre
el conjunto X es un homomorfismo de G en Sym(X), el conjunto de permutaciones en
X (funciones biyectivas de X en si mismo). Equivalentemente, Q0 : G x X — X es una

accién del grupo G sobre el conjunto X si se cumplen las siguientes dos condiciones:
i. (Identidad) Para todo =z € X, Q(e,z) = z.

ii. (Compatibilidad) Para todox € X y g,h € G,

Q(g-h,z)=Q(g,Qh,x)).

Estas dos condiciones garantizan que para cada g € G, la aplicacién Q, := (g, - ) es una
biyeccién. El nicleo de la accidén € es el nicleo o kernel del homomorfismo que la define.
Si éste sélo contiene a la identidad del grupo G, se dice que €2 es una accion fiel. También
decimos que €2 es una accion transitiva si para cualesquiera dos elementos x,y € X, existe

un elemento g € G tal que Q(g,z) = y.

Consideremos ahora la funcién 2 : G x R — R definida mediante la regla
Q((A\,a),x) == Ay .(2).
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De acuerdo con lo anterior, €2 define una accién del grupo G sobre R.

El grupo G es la representacion mas sencilla del grupo afin positivo y es la forma que
estudiaremos mas a detalle, pues servird mas adelante para definir la transformada de

ondicula continua.

El grupo G como producto semidirecto

Sean H = RT x {0} y N = {1} x R. Notemos que H,N C G. Mds aun, las funciones
h:H—R" (\0)—Ayg: N —=R, (1,z) — z son biyectivas. Estos dos subconjuntos

de G resultan ser subgrupos. En efecto:

1. H es un subgrupo abeliano de G: sean (), 0), (4,0), (v,0) € H
a) Es cerrado: (A,0) - (4,0) = (A\3,0) € H.
b) Es asociativo: (X,0) - ((9,0) - (7,0)) = (Ad7,0) = ((A,0) - (5,0)) - (7,0).
c¢) Contiene al elemento neutro: (1,0) € H tomando A = 1.
d) Cada elemento tiene inverso: (\,0)~! = (1/),0) € H.
e) Es conmutativo: (A, 0) - (6,0) = (A6,0) = (dA,0) = (6,0) - (A, 0).

2. N es un subgrupo abeliano normal de G: sean (1,a), (1,b), (1,¢) € H.
a) Es cerrado: (1,a)-(1,0) = (1,a+b) € H.
b) Es asociativo: (1,a) - ((1,0) - (1,¢)) = (1,a+b+¢c) = ((1,a) - (1,b)) - (1,¢).
¢) Elemento neutro: (1,0) € H tomando a = 0.
d) Inverso: (1,a)™' = (1,—a) € H.
e) Es conmutativo: (1,a) - (1,b) = (1,a+b) = (1,b+a) = (1,0) - (1,a).
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f) Es normal: sea (6,b) € G, entonces

(8,)(1,a)(6,b)"" = (8,b + 6a)(1/5,—b/8) = (1, —b + b+ da) = (1,0a) € N.

De ahi resulta que dados A € R™ y a € R, el elemento (A, a) € G se puede expresar de
manera unica como un producto de elementos de H y N. En efecto, (A, a) = (X, 0)-(1,a/)\),
donde (A,0) € H y (1,a/\) € N. Si suponemos que existen otros elementos (0,0) € H
y (1,b) € N tales que (6,0) - (1,b) = (9,0b) = (A, a), entonces tendremos que § = Ay
b=a/\.

Podemos decir entonces que G es el producto semidirecto interno de H y N, o abusando
de la notacién, que G es el producto semidirecto de Rt y R por ser éstos isomorfos a H y

N respectivamente.
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1.3. Otras representaciones del grupo afin positivo

Representacion matricial del grupo afin positivo

Dado (A, a) € G, construyamos la matriz
A a
€ My(R).
0 1
Para simplificar la notacién y dado que esta matriz sélo depende de los valores A € Rt ya €

R, denotémosla por A(\, a) y escribamos M = { A(\,a) € My(R) : (A a) € G }.

La funciéon & : G x M — M dada por ®((\,a), A(4,b)) = A(N,a + Ab), para todo
(Aa) € Gy A(S,b) € M, es una accién transitiva y fiel del grupo G sobre el conjunto
M.

Utilizando la multiplicacion usual de matrices, se verifica que

1. (M, x) es cerrado:

AN @) x A(6,b) = [A a] [5 b] _ [M A A0+ € M.

0 1] |0 1 0 1

2. (M, x ) es asociativo pues el producto de matrices es asociativo.
3. (M, x ) tiene un elemento neutro: Iy = A(1,0), la matriz identidad en My (R).

4. Como det(A(N, a)) = A > 0, todos los elementos de M son invertibles y
(AN, a) ™t = A(1/\, —a/X) € M.
De lo anterior se sigue que (M, X ) es un grupo. La funcién ¢ : G — M definida por

o\, a) = (N, a),lz) = A(N a) para todo (A,a) € G es un isomorfismo de grupos. En
efecto, oA\, a)) = (N, a) y ¢((A,a) - (6,0) = ¢(\ a) x ¢(6,b).

El conjunto M es la representacién matricial del grupo afin positivo.
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Representaciéon compleja del grupo afin positivo

Una transformacion de Mobius es una funcion racional f : C — C de la forma

az+b

donde a, b, ¢, d € C son tales que ad—be # 0. Los puntos z = —d/c y z = oo son mapeados
a los puntos w = oo y w = a/c respectivamente. Este tipo de transformacién define una
biyeccién del plano complejo extendido € en sf mismo, y entre otras propiedades, mapea
circulos y rectas en circulos y rectas. Cuando los coeficientes a, b, ¢ y d son ntimeros
reales, esta transformacion deja invariante el eje real. Si ademéas ad — bc > 0, entonces la

transformacién mapea el semiplano superior en el semiplano superior.

En particular, tomando ¢ = 0, d = 1 y a > 0 tendremos que ad — bc = a > 0. Una
transformacién afin positiva Ay, € A puede extenderse en C a una transformacién de
Mébius de la forma f(z) = Az + a que mapea el semiplano superior en si mismo. Esta es

la representacion compleja del grupo afin positivo.

Las representaciones matricial y compleja del grupo afin positivo pueden, de forma natural,
extenderse a espacios de dimensiéon mayor y en particular el parametro A no tiene por qué
ser mas un numero real. A estas generalizaciones del grupo afin positivo suele llamarseles

solamente grupo afin.
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1.4. Una accién del grupo G sobre L*(R)

Denotamos por L'(R) al espacio de funciones con norma integrable respecto a la medida
de Lebesgue, y por L*(R) al espacio de funciones cuadrado integrables respeto a la misma
medida. El resto de los detalles acerca de estos espacios puede ser encontrado en cualquier

libro estandar de anélisis real, por ejemplo [Rudin FAl [Rochal [GasWit].

Transformaciones afines sobre funciones

Sea ¢ : R — R cualquier funcién y (A, a) € G. Denotemos por 1, , a la funcién

Uralz) = % Y <x T “) . VzeR (1.3)

Observacién. De acuerdo con esta notacion, 10 =19y (¥up)ra = Urpatrb-
Notemos también que dada una funcién ¢, y (A, a) € G, la nueva funcién ¥, , es la
composicion de 1 con A;i. De modo que, de manera informal, ¢, es el resultado de
1
trasladar y dilatar la funcién . La razén por la que hemos incluido el coeficiente —

VA

en ([1.3) es porque, como mostraremos a continuacién, cuando ¢ € L?(R), se tiene que

¥xa € L*(R) y sus normas coinciden.

Proposicién 1.13. Sean ¢ € L'(R)NL3(R) y (A, a) € G. Entonces ¥y, € L'(R) N L*(R)
y ademas

Holl = VAIenal, o 19l =1¥rall: (1.4)

Demostracion. Por el teorema de cambio de variable (ver, por ejemplo, [Rudin FAl Rochal),

tomando ¢(x) = A\x + a, se tiene que p(R) =R, |¢'(z)| = Ay

/R ra(y) dy = / ra(6(2))] - 16/ (2)] dz
= [0 +a) - Ade = VA [ o)l da.
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De donde ¢y, € L'(R) v || ¥ ||, = VA || %xa ||, Ademas,

[1oratol s < | [ onato dxr = [ [ uta) dxr < +oo,

de donde se concluye que 1, € L*(R). Nuevamente, con ayuda del teorema del cambio
de variable, tenemos que

1 z—a\l|? 1
()P de= [ | de= [ Z o) Ady = 2 4y,
[t as= [ |Jow (5] o= [ S rwraa= [lowra
de ahi que || ¢ ||2 = || ¥aa |2- [ |

Accién del grupo G sobre L?(R)

Hemos descrito ya cémo los elementos del grupo afin positivo actiian sobre las funciones,
y que en caso de que éstas pertenezcan a la clase L*(R), algunas propiedades de la funcién
original v serdn heredadas a 1 ,. Formalizaremos ahora esta acciéon del grupo G sobre el

conjunto de funciones L?*(R).

Proposicién 1.14 (Accién del grupo G sobre L*(R))
Consideremos la funcién K : G x L*(R) — L*(R) dada por K((\, a),v) = ¥y, para todo
(\,a) € G y v € L*(R). Esta funcidn es una accién del grupo G sobre L*(R).

Demostracién. Sean (A, a), (u,b) € Gy ¢ € L*(R), entonces:
L K((1,0),9) = top = ¢

i (N a) - (1,0),¥) = Vapasre = Wpp)ra = KA, a), Yup) = K((A, a), K((1,b),9)).
En consecuencia, la funciéon Ky, : L*(R) — L*(R) definida por K, .(¢) := K((A, a), )

es un operador biyectivo en L*(R). Este operador también es lineal: sean 1,1y € L*(R),

aeRy (Aa) € G, entonces:

Kaa(r +aths) = (1 +ao)re = (V1)re + @ (W2)ra = Kaa(tn) + a Ky o(th2).

Asi, Ky € L(L*(R)) para todo (A, a) € G. |
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Sea K:={ Ky, : L*(R) = L*(R) : (\,a) € G} C L(L*(R)). Entonces:

a) (Kaat)(x) = % 0 (x_;a)’ para todo ¢ € L*(R) y = € R.

b) KrakKup = Kxpatrath, para cualesquiera Ky 4, K,p € Ky ¢ € LA(R).

Finalmente notemos que de acuerdo con ([1.4)), los operadores en K preservan la norma

de los elementos del espacio L*(R), es decir |[|Ky.¢|l2 = ||¢]]2 para todo Ky, € Ky
Y € LA(R).
Ejemplo 1.15. Sea v € L?(R) definida como

ve) = =

Esta funcién tiene el siguiente aspecto:
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Para algunos puntos (), a) € G, la accién K sobre la funcién ¢ produce las funciones

brale) = =0 (552)),

que se muestran en la siguiente figura:

<

Y11

NS

—0,5 +

Maés adelante retomaremos la funcién ¢ definida en este ejemplo y veremos que cumple
cierta condicion de admisiblidad que nos permitira llamarla ondicula. La funcién 1 sera

la ondicula madre y para todo (A, a) € G, llamaremos ondicula hija a la funcién iy ,.
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1.5. Medidas de Haar sobre el grupo G

En las secciones anteriores dotamos al conjunto G de una estructura algebraica, la cual
nos permitié establecer una accién de este conjunto sobre la clase de las funciones L?(RR).
El propésito de esta seccion es dotar al grupo G de una estructura de espacio medible, la
cual nos permitira aplicar los teoremas del andlisis real. Lograremos esto a través de la
definicion de un par de medidas invariantes bajo traslaciones sobre el grupo G, llamadas

también medidas de Haar.

Una medida de Haar izquierda

Definamos sobre G la medida
da d)

A2
donde da y d\ corresponden a las medidas de Lebesgue en R y Rt respectivamente. La

dVL = (15)

formula anterior significa que si X C G medible, entonces
1X (/\7 a)
I/L(X) = / T dad)\,
G
donde 1x es la funcién indicadora del conjunto X.

Teorema 1.16 (Invarianza de la medida vy,)
La medida vy, es invariante bajo traslaciones por la izquierda, es decir que si X es un

subconjunto de G medible,

ve((p,0) - X) =vi(X), V() €G,
donde (j1,b) - X es el conjunto { (u,b) - (N\,a) € G : (N\,a) € X }.
A este tipo de medida se le conoce como medida de Haar izquierda.

Demostracion. Sea (p,b) € G. Utilizaremos el teorema de cambio de variable tomando las

funciones



1
definidas como ¢(A,a) = (i, 0) - (N, a) = (A, b+ pa) y f(A a) = 2 para todo (A, a) € G.

Es claro que ¢ es una biyeccion y que

ho(A a) = m y  Oad(Aa)= m ,

asi que

¢ (ha) = lg 2] |

De donde |det(¢' (A, a))| = 2. Ademas (f o ¢)(\,a) = f(u), pa +b) = 1/p2)\2, luego,

1
/—dad)\ / 2)\2u dad\ = /—dad)\—VL( ).

De modo que v ((¢,0)X) = vp(X), como querfamos probar. [

Una medida de Haar derecha

De manera analoga, sea vg la medida sobre G definida como

la cual, como probaremos a continuacion, es una medida de Haar derecha.

Teorema 1.17 (Invarianza de la medida vg)

La medida vg es invariante bajo traslaciones por la derecha.
Demostracion. Probaremos que dado X C G medible y (i, b) € G se cumple que
vr(X - (1,0)) = vr(X).
Utilicemos nuevamente el teorema del cambio de variable aplicado a las funciones f y ¢,
x4eLr
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1
definidas como ¢(X,a) = (A, a) - (p,b) = A, a+Ab) y f(N a) = 1 para todo (A, a) € G.

De nuevo se tiene que ¢ es una biyeccion y que

8)\ (b()‘a a) = [/Z] y aa (ﬁ(}\,(l) = [[1)] )

asi que
/ p 0
Aa) =
st
De donde |det(¢'(A, a))| = p. Notemos que (f o ¢)(A,a) = f(Au,a+ \b) = 1/, luego,
(p(X)) /1d dA /1 da dA /1d d\ = vgr(X) |
— - — _ — _ a — .
VR \ a ¥ pda 3 R
B(X) X X
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Capitulo 2

Sobre la transformada de ondicula y

su propiedad isométrica

En este capitulo se realiza un estudio detallado de una herramienta novedosa del analisis
armonico. En la Seccién 2.1l se define formalmente la transformada de ondicula continua
Wy relativa a la ondicula W y se establece su relacién con la transformada de Fourier.
En la Seccion se muestra que el operador Wy es isométrico cuando la funcién ¥ cum-
ple la condicion de admisibilidad enunciada en esta seccion. Las funciones que cumplen
dicha condicién son llamadas ondiculas y en la Seccién se muestran algunos ejem-
plos. Para cierta elecciéon de ondicula se calcula de manera numérica la transformada de
ondicula de una funcién. Las propiedades de las isometrias son estudiadas independien-
temente en la Seccién [2.4] y los resultados para la transformada de ondicula continua
son enunciados en la Seccién 2.6l Asimismo, en la Seccién [2.5] se estudian los siste-
mas de estados coherentes y los espacios con nucleo reproductor. En la Seccion se
muestra que el espacio Wy (L*(R)) tiene a la vez, un sistema de estados coherentes y
un nucleo reproductor. En la Seccion demostraremos la férmula de inversién para la
transformada de ondicula continua. Y finalmente en la Seccion estudiaremos la pro-
yecciéon ortogonal inducida por el operador Wy. El contenido de este capitulo se basa en
[GasWitl, PerWarl, [Wong2, [Daubl, [GroMorPaul].
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2.1. La transformada de ondicula continua

La transformada de Fourier

La transformada de Fourier es un operador F € L(L'(R)) que actia sobre una funcién

f € LY(R) del modo siguiente:

(FE) = /Rf(x) e T dx, VEeR. (2.1)

Esta definicién puede extenderse por continuidad a L*(R). En el Apéndice [A|de esta tesis,
se encuentra detallada la manera en que esta definicién es extendida para funciones en
L*(R). En ocasiones escribiremos J/C\en vez de F f, aunque también es comin encontrar la
notaciéon F[f].

Recordamos a continuacion algunas propiedades de la transformada de Fourier que seran
de mucha utilidad. Si consideramos F : L?*(R) — L*(R) en el sentido en el que se ha
estudiando en el Apéndice [A] este operador es biyectivo y su inverso se expresa para una

funcién F € L*(R) como

(F'F)(z) = / F(¢) ¥ d¢, VaeR. (2.2)

R

Tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.1 (Férmula de multiplicacién). Dadas f,g € L*(R), se tiene que
[ 1@ do = [ Flo) gta) d. (23
R R

Demostracion. Tenemos que

[ i = [ s ([ oo ac) a

_ /R o) ( /R F(a) &2t dx) de = /R Fl)g() de.
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El intercambio de las integrales es posible gracias al Teorema de Tonelli-Fubini (ver, por

ejemplo, [Rudin FAL [Rochal), pues por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, tenemos

[ 1@t e an = [ 5@t s < 7l g .
Proposicién 2.2. Sea f € L*(R), entonces F f = F-1f.

Demostracion. Tenemos que para todo £ € R,

— [ F@ e = [ g e s = TR, .

Teorema 2.3 (Identidad de Plancherel para la transformada de Fourier)

La transformada de Fourier es unitaria, es decir que si f € L*(R), entonces

11l =1 £ lla- (2.4)

Demostracion. Tomemos § = f, es decir g = F~' f. Por la proposicién , se tiene que
F=7

de donde g = f Luego, sustituyendo lo anterior en la férmula de multiplicacion ({2.1),

178 = [P an= [ 7 Tan= [ 13
= [Foan= [ FFau= [ 1FFan= 1715 m

Teorema 2.4 (Identidad de Parseval para la transformada de Fourier)
Sean f,g € L*(R). Entonces

tenemos que

~

(f,9)e@=(f,9)r (2.5)

Con ayuda de la identidad de polarizacion es facil deducir esta expresién a partir de la
identidad de Plancherel. Més adelante mostraremos identidades semejantes a (2.4) y ([2.5)

para la transformada de ondicula continua.
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La transformada de ondicula continua

Definicién 2.5 (Transformada de ondicula continua). Sea ¥ € L'(R) N L*(R). La trans-
formada de ondicula continua asociada a la funcion ¥ es el operador Wy : L*(R) — L*(G)

tal que para cada funcién f € L*(R) y cada (\,a) € G,

Waf)Na):=(f, Ur,)= /Rf(x) Uy o) de, (2.6)

donde V¥, , denota la accién de G sobre ¥ descrita en (|1.3)).

Este operador esta bien definido, ya que por la desigualdad de Chauchy-Schwarz, para
cada (A, a) € G,

/R\f(x)l NWna(@)[de <[ fllz - [[Wnallz = [ Fll2- 1@ ]l2 < +oo.

En comparaciéon con la transformada de Fourier, la transformada de ondicula continua
tiene una gran ventaja que expondremos a continuacién. Es bien sabido que, mediante
la transformada de Fourier, cada senal (cada funcién en L?(R)) puede ser analizada en
términos de la frecuencia, es decir, la transformada de Fourier de una senal nos indica la
gama de frecuencias presentes en dicha senal a lo largo de su vida. También la transformada
de ondicula continua es capaz de hacerlo. La diferencia radica en que, aunque en ambos
casos podemos reconocer alguna frecuencia particular, la transformada de Fourier no es
capaz de indicar en qué momento preciso la senal tuvo dicha frecuencia, mientras que la
transformada de ondicula continua es capaz de localizar dicha frecuencia en el dominio del

tiempo.
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La relacion entre la transformada de Fourier y la transformada

de ondicula continua

Existe una relacion muy estrecha entre ambas transformadas. La transformada de ondicula
puede expresarse en términos de la transformada de Fourier, como veremos a continua-

cién.

Sean ¥ € LY(R) N L*(R) y (A,a) € G. Calculemos en primer lugar la transformada de

Fourier de la funcién ¥ ,. Con ayuda del cambio de variable z = Ay + a, tenemos

. 1 '
/\If)\,a<l'> 672m§x der = — /\Ij (ZE CL) 6727r1£z dz
R

_ \/_ / —2mié(\y+a) dy _ \/Xe—Qm‘af \/I;()\f)

Notemos que \T/f o(6) =V T(AE). Esto nos lleva al siguiente resultado.

>

Lema 2.6. Sean ¥ € L*(R) N L*(R) y (\,a) € G. Entonces

~

FlTral(§) = U1 (§) e7*™, VEER. (2.7)

%
Teorema 2.7 (Relacién entre la transformada de Fourier y la transformada de ondicula)

Sea U e L'(R)NL*(R) y (A, a) € G. Entonces

Wof(ha)=F [ J-

ol (@) (2.8)
Demostracién. Por (2.5)), tenemos que

W\I/f<>\’a):<fa \Ij)\,a> <f 'F\IJ/\a /f \Ij)\a )dga

sustituyendo ([2.7]),

wwawzéﬂ@@

~

Tomando h(&) = f(&) 7 0(€), se tiene

1
X

WM@@=AM©WM%ZFWWW n
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2.2. La propiedad isométrica de la transformada de

ondicula continua

La transformada de ondicula continua tiene propiedades semejantes a las de la transfor-
mada de Fourier siempre y cuando la fucnion ¥ que determina el operador Wy cumpla
ciertas caracteristicas. En lo que sigue enunciaremos las condiciones que la ondicula ¥

debera cumplir para poder garantizar que Wy es un operador isométrico.

La identidad de Plancherel para

la transformada de ondicula continua

La identidad de Plancherel para la transformada de Fourier garantiza que la norma de
una funcién transformada coincide con la norma de la funcién original. De esta propiedad
se deduce también que el operador F preserva productos (identidad de Parseval para
la transformada de Fourier (22.5))). Debido a la estrecha relacién entre la transformada
de ondicula continua y la transformada de Fourier, es natural requerir que el operador
Wy cumpla también estas propiedades, mas debido a la dependencia de la funcién ¥, es

necesario que ésta cumpla ciertas condiciones.

Proposicion 2.8. Sea ¥ € L'(R) N L*(R) tal que

cy(a) = /R+ M d\ < 400, VaeR\{0}. (2.9)

Entonces para cada f € L*(R),

||W‘1’f||L2(G) = Vcu(a) ||f||L2(]R)' (2.10)
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Demostracion. Por (2.8)) se tiene que

Was e = [ [wroar S = [ ([ [F 0] w
_ /W(/]f )2 VAT (Aa) |2da)— /|f </ v (ia)l d)\> da,

lo que finalmente lleva a que || Wy f ||22(G) = cy(a)| 12 = co(a)|| £ |2, de donde se deduce

la igualdad (2.10)). |

El nimero ¢y es denominado coeficiente de admisibilidad asociado a la funcion ¥. Aunque

2 dA
da) v

aparentemente cg depende del parametro de traslacion a, es facil demostrar bajo el cambio
de variable t = Aa que cg depende a lo sumo del signo de a. Se tiene entoces que [2.9| puede

ser reemplazada por las condiciones siguientes:

T(=\)|2 TN
[ [ ROF
R+ A R+ A

Definicién 2.9 (Condicién de admisibilidad). Diremos que una funcién ¥ € L'(R)NL?*(R)

es una ondicula admisible (o simplemente ondicula) si cumple que

[T BN
/]R+ ) d\ = /WTd)\:l'

Observacion. La definicién anterior implica que

/ @QT@”Q(M:L Va € R\ {0}.

A menudo encontraremos esta forma. Ademéds, como ¥ € L'(R), se tiene que U es continua
en R. Supongamos que (I\I(O) = 0, entonces

ca(0) = T(0) /]R<+ % — 4o,

Para evitar esto, tomemos W(0) = 0, asf

de donde ¥ debe tener promedio cero en R.
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Siempre que ¥ sea una ondicula admisible, se cumplirdn las identidades anédlogas a (2.4) y
(2.5) para el operador Wy.. En particular (2.10) puede reescribirse del siguiente modo.

Teorema 2.10 (Identidad de Plancherel para la transformada de ondicula continua)

Sean W una ondicula admisible y f € L*(R). Entonces

| Wa f ||L2(G) = f ||L2(]R)' (2.11)

La propiedad isométrica de la transformada de ondicula continua

Teorema 2.11 (Identidad de Parseval para la transformada de ondicula continua)

Sean W una ondicula admisible y f € L*(R). Entonces
(Waf, Wag)=(f.,g) VY /fgeLR) (2.12)

Demostracion. La igualdad en (2.12)) se tiene gracias a la identidad de polarizacion,

1
Waf s Wag) = 1 (I1Wef +Wag fa@ — I Wef = Wag laq))

= 411 (|| We(f +9) Hiz((@) — [ We(f —g) ”i%@))

]
= ~(If+gl3=1f-gl3)

4
(f,g) N

La propiedad de preservar el producto interno bajo Wy se denomina propiedad isométrica

de la transformada de ondicula. También se dice que Wy es una isometria lineal.
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2.3. Ondiculas

Una ondicula madre 1 (ondicula del fracés ondelette, en inglés wavelet) es, de manera
informal, una funcién con promedio cero, generalmente con propiedades como continuidad
y derivabilidad que resultan ventajosas para su propodsito: encontrar en cada instante
con ayuda de la transformada de ondicula continua la correlacién entre una senal dada
(cualquier funcién en L*(R)) y una versién dilatada y trasladada de la ondicula ¢ llamada

ondicula hija y denotada v, , para algunos pardmetros A € RT y a € R.

Algunas ondiculas

Se muestran a continuaciéon un par de ejemplos de ondiculas madres (ondiculas admisi-

bles).
Ejemplo 2.12. La ondicula sombrero mezicano (mexican-hat wavelet) es la funcién:

2
\/§71/4 (1

2
_:L,Q)ex/Q’

P(r) =

cuya grafica es la siguiente:

—0,5 4
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Un ejemplo numérico

Para ilustrar este capitulo, tomaremos una funcién y mediante un algoritmo numérico,

encontraremos su transformada de ondicula. Elijamos la ondicula descrita en el ejemplo

y la funcién

f(z) = sen(x) e’2x2,

Las graficas de la funcién f y la ondicula ¥ se muestran en la siguiente figura:

Y

05+

—0,5

La siguiente funcién esta escrita para GNU Octave. Dadas una funciéon f y una ondicula
admisible W, el siguiente algoritmo calcula algunos valores de la funcion Wy f realizando

el producto interno de f con ¥, , para una gran cantidad de puntos (X, a) € G.

function [wcoefs] = cwt_quadcc(f, mother_-wavelet, dla, nla, da, na, xmax)
avalues = da * (—na:na);
lavalues = dla x (1l:nla);
wcoefs = zeros(length(avalues), length(lavalues));

for j =1 : length(avalues),
for k = 1 : length(lavalues),
a = avalues(j);
1 = lavalues(k);
child_wavelet = @Q(x) mother_wavelet((x — a) / 1) / sqrt(1);
myproduct = @(x) f(x) .x child_wavelet(x);
wcoefs (j, k) = quadcc(myproduct, —xmax, xmax);
end
end

end
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El siguiente algoritmo, con ayuda del comando mat2gray de GNU Octave, convierte los
valores obtenidos por la funcién cwt_quadcc.m en una matriz de tonos de grises, asignando

tonos oscuros a valores pequenos o nulos y tonos claros a los valores méas grandes.

function [] = WT_ejemplol (),
c =1/ (sqrt(3)x pi = 0.25);
mother_wavelet = @Q(x) ¢ * (1 —x .” 2) .x exp(— x .~ 2 / 2);

f =@(x) sin(x) .x exp( —2xx."2);

na = 160; da = 0.05;
nla = 120; dla = 0.05;

xmax=15;

W avelet Transform

tl=cputime ();

wcoefs = cwt_quadcc(f, mother_wavelet ,dla,nla,da,na,xmax);
t2=cputime ();

disp (t2—t1);

myimage = mat2gray (abs(wcoefs));

imwrite (myimage, ’'cwt-plot_quadcc.png’);

end

El resultado es una copia del espacio G, limitado a ciertos valores de los parametros \ y
a, en el que a cada punto se le ha asignado un color en la escala de grises dependiendo del

valor de la transformada en dicho punto.

Este algoritmo también calcula el tiempo de ejecucién. La operacion que tiene mayor costo
(en tiempo) es la integracién. El comando quadcc utilizado en la funcién cwt_quadcc es

el encargado de realizar dicha labor.
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El resultado es el siguiente:

Figura 2.1: resultado del algoritmo en GNU Octave.

Aqui el espacio G estd limitado a los valores 0 < A < 6, y —8 < a < 8. Observemos
las regiones blancas: es donde la transformada de ondicula alcanza los valores mas gran-
des.

38



En las regiones de puntos negros, la transformada de ondicula de la funcién f toma valores
pequenos o nulos. Esto significa que las ondiculas hijas en estos puntos estan alejadas de
la funcién f. En cambio cuando los puntos son blancos, las ondiculas hijas se asemejan
a f, tal como lo muestra la siguiente figura, donde se han elegido puntos sobre estas
lineas blancas y se han exhibido las graficas de las ondiculas hijas correspondientes a estos
puntos elegidos. También se muestra una ondicula hija asociada a un punto negro, alli
puede apreciarse que ésta no se asemeja a la funcion f.

Y

LS

f(x) =sen(x) e~ 20’

—0,5 +—
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2.4. Sobre las isometrias lineales

El resultado (2.12)) sobre la propiedad isométrica de la transformada de ondicula motiva
un estudio mas detallado de sus implicaciones. Abordaremos el tema de las isometrias
lineales de una manera mas general. Concluiremos enunciando las consecuencias que par-

ticularmente se aplican a la transformada de ondicula continua.

Isometrias en espacios de Hilbert

En adelante consideraremos dos espacios de Hilbert H; y Hs con productos internos (-, - ),
y (+ *)#, respectivamente. A su vez estos productos inducen las normas || - [|,;, ¥ || - [/, en
los espacios respectivos. Los detalles sobre los espacios de Hilbert pueden ser encontrados
en cualquier libro bésico de anélisis funcional, por ejemplo [Conwayl, [Lang Anl [Rudin FA|
Zhul, [Royden].

Definicién 2.13 (Isometria lineal). Sean H; y Ho dos espacios de Hilbert. Una funcion
W Hi — Hs se llama isometria lineal si es un operador lineal que conserva el producto

interno, es decir,

<Wf7Wg>H2:<fvg>H17 vfaQEHl (213)
También decimos que si un operador W cumple (2.13)), entonces es isométrico.

Notemos que una isometria lineal W es acotada, pues para todo f € H;,

IW 2 = (W W s =y =1 F 1

Se sigue de ahi el siguiente resultado.

Proposicién 2.14 (Norma de una isometria)
Sea W : Hy — Hz una isometria. Entonces || W || = 1.
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Propiedades de dualidad en espacios de Hilbert

Enunciaremos a continuacion algunos resultados ttiles para el estudio del operador adjunto
a una isometria. Recordemos, por ejemplo, que si f es un elemento de un espacio de Hilbert

Hy (f,[)x =0, entonces necesariamente f = 0.

Proposicién 2.15. Sea H un espacio de Hilbert. Si f € H es tal que { f, g )3 = 0 para
todo g € H, entonces f = 0.

Demostracion. Si ( f, g) = 0 para todo g € H, en particular para g = f se tiene que
(f.f)=0,luego f = 0. n

Proposicién 2.16. Sean f,g € H, si para todo h € H, (f, h) = (g, h), entonces [ = g.

Demostracion. Por la linealidad del producto interno, si para todo h € H, (f, h) = (g, h),
entonces ( f — g, h) = 0. Por la proposicién anterior, f — g = 0. [

Sea f € H. Definamos ®; : H — C como ®(h) = ( f, h), para todo h € H.

Proposicién 2.17. Sea f € H. Entonces ¢ es un funcional lineal y

[ @pll =11 Ml -

Si H es un espacio de Hilbert, denotamos por H* al espacio dual de H, conformado por

todos los funcionales lineales acotados de H en C.

Teorema 2.18 (de representaciéon de Riesz)

Sea N € H*. Entonces existe un unico f € H tal que A = ®y.
La demostracién de este teorema puede encontrarse en [Conway].
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Propiedades del operador adjunto a una isometria

Proposicion 2.19. Sean Hi y Ho dos espacios de Hilbert, U,V : Hi — Ha operadores
tales que para todo f € Hy y & € Hy se tiene que (Uf , &)y, = (V [, & )n,, entonces
U=V.

Demostracion. Por [2.16, para cada f € Hi, Uf =V f, entonces U = V. |

Proposicion 2.20. Sea S : Hi — Ha un operador lineal. Entonces existe un inico ope-

rador lineal T : Ho — H1 tal que para todo f € Hi y g € Ha,

<Sf7g>7'l2:<f7Tg>7'l1

Demostracion. La existencia es consecuencia del teorema de representacién de Riesz, y la
unicidad es consecuencia de la proposicion [2.19] |
Esta existencia motiva la siguiente definicién.

Definicién 2.21 (Operador adjunto). Sea T : H; — Ho un operador lineal. El operador
adjunto a T', es el operador T™ : Hy — H; tal que para todo f € Hy y & € Ho,

<Tfa§>7'12:<fv T*§>'H1

Observemos ademés que (7%)* = T'. Esta propiedad se llama involucidn.

Proposicién 2.22 (Imagen de la proyeccién inducida por una isometria)

Sea W* el operador adjunto de una isometria W : Hi — Ha. Entonces:
a) W*W es el operador identidad de H,.
b) P:=WW* es la proyeccion ortogonal en W(H1) C Ha, es decir que
a) Es idempotente: P? = P.

b) Es autoadjunto: P* = P.
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c) La imagen de W coincide con la imagen de P y en consecuencia puede ser descrita

como el conjunto de puntos fijos de P, es decir,

d) El operador W* restringido al subespacio P(Hz) es un isomorfismo isométrico de
P(HQ) en Hl.

Demostracion.

a) Sean f,g € H;, entonces en virtud de (2.13),

(WWF, g =(Wf, Wghuw,=(f, 9)n-
Como f y g son arbitrarios en H;, por la proposicion se tiene que W*W = Iy, .
b) i) P?=(WW*(WW*) =WW*W)W*=WW*=P.
i) P*=(WW*)* = (W*)*W*=WW*=P.
c¢) Primero veamos que P(Hs) ={{ € Hy : PE=E }.
C) Sea & € P(H3), entonces existe v € Hy tal que Prv = £, asi

P¢ = P(Pv) = P?v = Pv =€,

D) Si & € Hy es tal que & = PE, entonces £ € P(Hs).
Ahora veamos que W (H;) = P(Hs)
C) Sea & € W(H,), entonces existe f € H; tal que W f = £. Luego
PE=PW[f)=WWW)f =WW)Wf=WFf=¢,
por lo que & = PE, luego € € P(H,).

D) Si € € P(Ha) existe v € Hy tal que £ = Pv = (WW*)y = W(W*v), pero
W+*v € Hy, luego £ € W(H,).
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d) Sea S : P(Ha) — Hi, Sg = W*E para todo € € P(Hsz) (es decir, S = W{P(Hz)).
Probaremos que S™! = W. Sea f € H;, luego

SWf=SWf)=WWf)=WW)f=f,
y si & € W(H;,) = P(H2), entonces
WSE =W W) = (WIW™)E = PE =€,
la tltima igualdad debido a que la proyeccion deja fijos los puntos de su imagen. W

Por tdltimo podemos calcular la norma de la proyeccion ortogonal inducida por una iso-

metria lineal en un espacio de Hilbert.

Proposicion 2.23. Sea P una proyeccion ortogonal sobre un espacio de Hilbert H. En-
tonces || P|| = 1.

Demostracion. Si P es proyeccién, entonces P? = Py P* = P. Por un lado || P|| =

| P2|| < || P||?, luego || P || > 1. Por otro lado para cualquier = € H,
| Pz||> = ( Pz, Pr)=(P*Px,z)= (P, z)=(Pzx,x),

por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, ( Pz, =) < | Px| | z ||, luego || Pz | < ||x||. Por
lo tanto || P || = 1. |

En la Seccién 2.6] enunciaremos los resultados anteriores en el caso de la transformada de

ondicula continua.
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2.5. Sistemas de estados coherentes

y especios con nucleo reproductor

Sistemas de estados coherentes

Originalmente, el concepto de estados coherentes fue acunado por la fisica matematica,
mas particularmente por la que estd involucrada con la mecéanica cuantica. Sin embargo,
las generalizaciones de este concepto han llegado incluso, al analisis armonico y es a esta

acepcion a la que aqui nos referimos.

Un sistema de estados coherentes es, de manera informal, una generalizacién del concepto
de base en un espacio de funciones, en el sentido de que, tal sistema es un conjunto de
funciones con cierta caracteristica comun, y tiene la propiedad de que cualquier funcién

de dicho espacio puede ser reconstruida a partir de los elementos de este sistema.

Definicién 2.24 (Sistema de estados coherentes). Sea H un espacio de Hilbert y (G, v) un
espacio de medida. Una familia (¢, ),e¢ de elementos de H es llamada sistema de estados

coherentes si para cada f,g € H se tiene

(f,g>=/G<f,wv><¢mg>dV(v)- (2.15)

Esta expresion es llamada la formula de reproduccion.

Para lo que sigue, fijemos un espacio de medida (G, v) y un sistema de estados coherentes

. )veq- Definamos ademés el operador K, : H — L?(G, v) tal que para todo f € H,
P

(Kuf)(y) = (f, ) ¥7eG. (2.16)
Asi, (2.15)) puede ser reescrita en la forma siguiente:
(fog)m=(Kyf, Kyg)r2cw), (2.17)

De ahi se tiene que Ky preserva el producto interno, es decir que Ky es una isometria

lineal, o un encaje isométrico de H en L*(G,v). Note que Ky no es suprayectiva.
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Denotemos por K, al operador adjunto de K, entonces para cada w € L*(G,v),

Ko = [ w) v, dvie),
donde la integral esta definida en el sentido débil.

Proposicion 2.25. El operador Kj Ky es el operador identidad en H.
Demostracion. Sea f € H, entonces para cada g € H,
(KiKyf, 9)n=(Kyf, Kpg)rzawy =5 9)u=(lu [, 9)n;

lo que implica, por [2.19) que Kj Ky = I. |

Proposicién 2.26. Sea P := K, KJ,. Entonces P es la proyeccion ortogonal en L*(G,v).

Demostracion.

a) P es idempotente:
P? = (K K3) (KK = Ky (K3 Ky) K = Ky K5 = P.
b) P es autoadjunto:
P* = (KyK5)" = (K5) K = K K], = P. =
Proposicién 2.27. Para todo w € L*(G,v) y v € G,

(Pw)(7) = (w, Kyt )12 = (Kjw, ¥y ).

Demostracién. Sea w € L*(G,v) y v € G, entonces

(Pw)(y) = (KyKyw)(7) = (Kyp(Kyw))(v) = (Kyw, ¥y )u. u
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Proposicién 2.28. Se tiene que K,(H) = P(L*(G,v)).

Demostracion. Siw € Ky (H), entonces existe f € H tal que w = K f, y en consecuencia
Pw=K,Kjuw= (K,K})Kyf = Ky(K;Ky)f = Kypf =w.

Reciprocamente, si w € P(L*(G,v)), entonces

w = Pw = (KyK)w = Ky(Kjw) € K,(H). |

La proposicién ofrece una descripcién conveniente de K, (). Resulta asi que es-
te conjunto es la coleccién de funciones w € L*(G,v) tales que satisfacen la propiedad

reproductiva:

w(r) = /G W) (e, ¥y ) d(€), VEEG. (2.18)

Como en seguida veremos, esto significa que /() es un espacio con nicleo reproductor,
y que para cada vy € G, la funcién K1), es el ntcleo reproductor del espacio Ky, (H) en el
punto .

Ncleos reproductores en espacios de Hilbert

Consideremos un espacio de Hilbert H. Un funcional lineal se dice acotado en H si existe
M € R* tal que para todo x € H, |f(z)] < M ||z ||. Ademés un funcional lineal es acotado
si y sélo si es continuo. Llamamos espacio dual de H al conjunto formado por todos los
funcionales lineales acotados en H, y lo denotamos por H*. A su vez H* resulta ser un

espacio de Hilbert con la norma usual de operadores.

Sea x € H, definimos el operador evaluacion en x como el operador E, : H* — C tal que
E.(f) = f(z) para todo f € H*, es decir que E, € (H*)*. Si este operador es acotado, el
teorema de representacién de Riesz garantiza que existe un unico K, € H* tal que
E.(f) = (K., f), para todo f € H*. En tal caso definimos el nicleo reproductor en H
como la funcién K : H x H — C tal que K(z,y) = ( K, , K, ) para todo z,y € H.
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2.6. Sobre la imagen del operador Wy

La proyeccién en Wy (L*(R))

Como ya hemos mostrado en dada una ondicula admisible W, el operador Wy es una
isometria, y en consecuencia:

1. De acuerdo con la proposicién 2.14] || Wy || = 1.

2. Por la proposicion , el operador Wi Wy es la identidad en L*(R), y

3. El operador Py := WygW;, es la proyeccién ortogonal en Wy (L?*(R)).

Para encontrar la forma explicita de la proyecciéon en Wy (L*(R)), investiguemos primero
el aspecto del operador Wj. Sean f € L*(R) y w € Wy (L?*(R)), se tiene que

(Wow, flrem = (w, Wef)re = //]R+ (A, a) W f(A a) d;\\da

pero

/R/R+ w(A, a)mdida _ //Ww(%a) (/f@)mdx) d;da
= /(// (A, @)Wy q(x di\\2da) mdx.

Si definimos el operador V : Wy (L*(R)) — L*(R) tal que para cada w € Wy (L?(R)),

// ) B ey

se tendrd que (Wgw, f)r2m) = (Vw, f)r2w). Por la proposicion [2.19 m Wi, =V, asi para
cada w € Wy (L*(R)) tenemos

Wyw(z // (A, @)Uy )M VzeR. (2.19)
R+

A Y
Asi pues, si w € L*(G), tendremos que para todo (u,b) € G,

Pyw(p, b) = WeWyw)(1,b) = (Wyw , ¥, >L2(R) =(w, WV, >L2(G)>
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pero

dA da
(w, W\Ilqlu,b >L2(G) = // )\ CL W\y Mb(/\ a) )\2
R+

d) da
::Q/L/ wha) (W, Waa)
R JRT

dAda
P\pw /L, // )\ CL Hb7 ‘I/)\a> /\— (220)
R+

Un sistema de estados coherentes en Wy (L%(R))

Si suponemos que w € Wy (L*(R)), entonces Pyw = w. Cambiando la notacién, podemos

ver que la ecuacién (2.20)) se transforma en la siguiente.
wwy:/w@x@“m@d%gy VweWo(I(R)), ¥y €G.  (2.21)
G
que es la férmula de reproduccion ([2.18) para el espacio Wy (L?*(R)) y el grupo (G, dvy).
En consecuencia (V,).cc es un sistema de estados coherentes.

Un nicleo reproductor en Wy (L?*(R))

Definamos ahora la funcién Ky : G x G — L*(G) como

Kul(p0), (A a)l = (Ura s Vup ) r2(@)-

Tenemos que
Pyw(p,b) = (w, Ke[(p,0), -])r2e)- (2:22)

A su vez la funcién Ky (v,€) = (¥, , V¢ )12 es el nicleo reproductor en el espacio

Wy (L*(R)).
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2.7. La transformada inversa de ondicula

La ecuacion describe la forma del operador W}, : L*(G) — L*(R), que restringido
al espacio Wy (L?(R)) resulta ser, en cierto modo, el operador 17\//\; ! donde Wy es Wy
con contradominio Wy (L?(R)). Sin embargo la convergencia de las integrales que aparecen
en esta formula no puede ser garantizada ni por la desigualdad de Young ni por el test
de Schur. De hecho, como es probado en el siguiente teorema, la convergencia de estas

integrales debe entenderse en el sentido débil.

Estudiamos primero un caso en el que las integrales de la formula de recostruccién conver-
gen en el sentido usual, a saber, cuando la férmula es aplicada a funciones en L'(R)N L*(R)
tales que su transformada de Fourier es integrable en R. Concluimos este capitulo mostran-
do la férmula para funciones en L*(R) en el sentido en que lo indica el teorema[2.29]

Cabe mencionar que aunque son muchos los libros que abordan el tema de la transformada
de ondicula continua, pocos son los que detallan su inversion. Este capitulo esta esencial-

mente basado en la demostracién de la férmula de reproduccién en [GasWit].

La féormula de reconstruccion

Teorema 2.29 (Férmula de reconstruccion)
Sean VU una ondicula admisible (def. y f € L*(R). Entonces para todo x € R se tiene

que
r@) = [ [ wero e S5 (2.23)
R JR+ A

donde la convergencia de las integrales debe entenderse en el sentido de que si para todo

e>0yxeR definimos

+o0 a
felx) = /R Wy f(A,a) Wy u() di—f, (2.24)

entonces f. — f en L*(R) cuando € — 0.

50



Un resultado 1util para demostrar este teorema se enuncia a continuacion.

Lema 2.30. Sean ¥ una ondicula admisible y f € L*(R). Para cada x € R, definimos la

funcion I, : RT — R como

ol(@) Uxa(z)da, VAERT,

entonces

o) ™ db, VA EeRT.

>

Demostracion. Sea x € R. Dado A € RT, tomemos

I,(\) = /RWq,f(A, a) ¥y q(x) da,

entonces, por (2.8) se tiene que

L) = [ FfUy,

L) = (FUs,, FCIU, )= (fUs,, CF¥,_])
= / F(b) ‘/I\%,o(b) CFU )0 db= [ f(b) \/I\I%,O(b) : {1\1%70(;)) 2mizh g,
R R

= / F(b) [W1 o(b)? " db.
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Inversiéon de la transformada de ondicula para funciones con

transformada de Fourier integrable

Antes de demostrar el teorema revisemos primero un caso mas sencillo en el que las

integrales convergen en el sentido usual.

Proposicién 2.31. Sean U una ondicula admisible y f € L'(R)NL*(R) tal que f € L'(R).
Entonces para todo x € R se cumple (2.23)).

Demostracion. Sea x € R. Por el lema anterior, tenemos que

[ro = [ [ F@ iy emaa| S

R+ R+ \R
T 2
-~ 1gla .
— / fla) / ol *is I an) emon da
R +
- T(\a)l? ‘
— f(a) /‘ ()\a)| d)\ €2mxa da

+

(a) €™ da = f_l[ﬂ () = f(x). N

=)

e T

En la prueba anterior la convergencia de la tltima integral estd garantizada por la integra-
bilidad de la transformada de Fourier de la funcién f. Esta hipétesis puede relajarse, pero

a cambio, la convergencia de las integrales sera en el sentido débil, tal como se enuncia en
el teorema [2.29
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Demostracién de la férmula de reconstruccién en L*(R)

Demostracion del teorema2.29. Sea ¢ > 0, definamos ¢. : R — R como

o
ge(x):/ LO)ys VTeR,

entonces, por el lema [2.30],

ate)= [ ([ Faoaperad) 2. (225)

Probemos que la funciéon G, (A, a) = f(a)|\fl(x\a)|2e2”“‘” es integrable en [g,+00) x R.

Tomemos

A:/_:o (/:OO|GQC(>\,a)|d)\) daz/_:oyf(a)\ (/:OO@(AT“)’QGM) da.

Notemos que si a > 0, tomando £ = Aa, tenemos que

L OV | N el 103 ]
A e A

y si a < 0, tomando —& = Aa, se tendra que

B e [P Al 16535

—ag

Estimemos A en dos partes:

Para |a| <1,

Ay = /_1 1f(a)| (/ > |\If(§a>| d)\> da s/_ 001[_171](a)|f(a)‘ da < V2| f s,

o0

la dltima desigualdad gracias a la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

53



Ahora bien, para |a| > 1, hagamos £ = M|al, asi

QP @O 1T
[ R e v

en consecuencia

A £ Jow lal

_ 7 W (Aa)? WIS [ Ieyan(@) o V2L 2l 113
AQ_/|CL|>1|f(a)| (/E —d)\>d < / ———"|f(a)|da < . :

Lo anterior prueba que G, es integrable en [, +00) x R y que las integrales en ({2.25))

pueden intercambiarse, es decir que para todo x € R

+00 +00 +o00o +00
= / / Gz (N a)dad\ = / / Gz (A a) dA da.

Sean «, f € RU {—o00, +o0}, definimos

B \/I\/)\ 2
Ou.s(a) ::/ %dm VaeR.

Note que O 4o = 1 de acuerdo con al condicién de admisibilidad para W.

Tenemos que para todo = € R,

ge(z) =

/
= [ @l o
FF

65 +OO]( )

+OO TiaAT d)\
( a)| T (Aa) 2> da ) o

Por tltimo, probemos que g. converge a f en L?*(R) cuando ¢ — 01, lo que equivale a

probar que fA O: 4o cONVerge a ]?en L*(R) cuando & — 0.

Se tiene que

1 Ocioo—Fllo= 1l F(Ocioo = Dlla = || F(Ocrtoo — Ootoc) 12 = || F - Qo |12-

o4



Sean

Li(e) == /| M@0 @ aa
Ly(e) = /| L F@ren @ da

Claramente || f - O, |2 = Ly + Lo.

Por una parte, tenemos que

L= [ 1F@Pew@Pds [ (F@Pdi-

lal>1/ a1/ =\[-

|f1? dp —— 0.
e—0t

%‘H \

2
Por otra, notemos que si £ = Mal, y dado que |a| < 1/4/z,

_ [FIEQa)P [ [B(sen(a) OP V¥ [W(sgn(a) )P
(")075((1)—/0 Td)\—/ﬁ fdfé\/o 5 df gﬁ\(ﬁ'/

~~

Be

asi
Lo(e) = / 1/ (@)[*©0c(a)]? da < B2| |3 — 0.
la|<1/vzE =0t

Esto conduce finalmente a que ]? O+ cOnverge a fen L*(R) cuando € — 0, es decir,

que g. converge a f en L?(R) cuando ¢ — 0. [
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2.8. Factorizacion del operador Wy

y la proyeccién ortogonal

En lo que sigue, ¥ se referird siempre a una ondicula admisible. Denotemos por (g a la

imagen de L*(R) bajo el operador Wy, es decir
Qg = Wy (L*(R)).

A continuacién reescribiremos al operador Wy como producto de algunos operadores de

acuerdo con la ecuacion (2.8]).

Factorizacién del operador Wy

Recordemos que la transformada de ondicula puede expresarse a través de la transformada
de Fourier de acuerdo con (2.8)) de la siguiente manera:

Waf) N a) = F[f- Wi gl(a), V(N\a)€G. (2.26)

Conviene aqui aclarar cierta impresicién que se ha cometido en la notacién de (2.26)). La

transformada inversa de Fourier F~! es aplicada a la funcién f - W 105 la cual es una
funcion de dos variables. A pesar de que hemos sugerido por la notacién que se aplica solo
para el parametro de traslacion a, queremos hacer ahora una diferencia entre el verdadero

operador F~! y el operador que se ocupa en esta ecuacion.

Denotemos por U al operador que actia sobre L?*(G) tal que para una funcién w(\, a), U
es la identidad para el parametro de escalamiento A y la transformada inversa de Fourier
de w para el parametro de traslacién a. Esto es, si w € L*(G), entonces Uw(\,a) es la

transformada inversa de Fourier de la funcién wy(a). A veces este operador se denota por
[®@F ! Formalmente, U : L?*(G) — L*(G) y para cada w € L*(G) y (z,a) € G,

(Uw)(x,a) = /Rw(x,y) e?™ay dy.
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Ahora es claro que la transformada inversa de Fourier a la que nos referimos en (2.26)) es

mas precisamente U.

Ademds tenemos que U* es la funcién de L*(G) en L?(G) tal que para cada w € L?(G) y
(A a) €G,
W w)va) = [ wihg) ey
R

es decir, es la identidad para A y la transformada de Fourier para a.

Definamos también el operador Ny : LA(R) — L2(G) como ( Nug)(A,y) = g(y) 1 /x.0(y),

o equivalentemente
(Nog)(\y) = VAgly) Ty), YV (Ay) €G, (2.27)

para cualquier g € L*(R). Notemos que Ny es un operador isométrico, pues por el teorema

de Fubini tenemos que
|9 Ay)!
I Nag ey = [ [ 1aP=5EE drdy = 19 -

De lo anterior, para cada w € L*(G),

(Nyw)(y) = /R . W dA. (2.28)

En efecto, N} : L?*(G) — L*(R) cumple que para cada w € L*(G) y g € L*(R),

. = dX dy
(90 Nyw)o = (Nag. oo = [ [ VRgly) T0w) - alhg) 557,
R JR
Esta tultima integral converge, ya que
= \Il Ay) A
| [ Vs 00wt 55| avds= [ [ o ()2 y' i 0)l 45 gy
R+ R+ A

< | L ([ G2 ) o (Lo 'Qdmyl

=g ||L2(]R) lw ||L2(G)-
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Tenemos entonces que

~

/R . VAg(y) TOy) - w(Xy) digdy = /}Rg(y) (/R+ W dA) dy,

de donde se sigue ([2.28]).

En términos de los operadores U, Ny y F, la relacién (2.26)) se tranforma en el producto
siguiente:

Wy = U Ny F, (2.29)

y consecuentemente

Wi, = F* NLU". (2.30)

El siguiente diagrama muestra la factorizacion del operador Wy de acuerdo con [2.29;

L*(R) — 5 [*(R)
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La proyeccion ortogonal en )y

Definamos el operador encaje Ey : Qg — L*(G), como Egw = w, para cada funcién w

en Qy.

Sea Wy : L*(R) — Qg tal que Waef = Wef para cada f € L*(R). Tenemos que
Wy = Eg Wy y
Wel =wil|
7 |6,
Como hemos visto en el capitulo 2, Wy es una isometria lineal cuya imagen {2y resulta
ser un subespacio cerrado de L*(G) llamado el espacio de transformadas de ondicula. La
proyeccién ortogonal Py sobre {2y, estd definida como Py = WgWy, de acuerdo con la
proposicién [2.22] Tenemos asi que para cada w € L?(G) y cada (), a) € G,

(Pyw)(X, a) = WaWyw)(A,a) = (Wgw , Yo )rem) = (w, WaWia )2,

pero
do db do db
(w0, Wolisa)oe = [ [ wl6:0) Wat)6:5) 57 = [ [ w(6.8) (B, 002) S5,
R R+ R R+
es decir que para cada w € L*(G) y para cada v € G,
Pyw(y) = /Gw(C) (W, , ¢ ) dvy(Q). (2.31)
Definamos el operador 15\1, : L?(G) — Qg como Py = Fy }qu, Es facil ver que
Py = WeWs.
Ademas, tenemos que
Ey = Pi. (2.32)

En efecto, sean u € L*(G) y w € Qg. Es claro que w = Pyw. Entonces
( Byw, u)ae) = ( By Pow, w)eey) = ( Pew, u) = (w, Pyuda,,
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pero Py = Py por ser proyeccion y Pyu = ﬁ\pu, luego
( Byw,u) = (w, Pyu)g, = (w, Pyu)g,.

Esto se cumple para cada u € L*(G) y w € Qy, de donde se sigue (2.32)).
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Capitulo 3

Los operadores de localizacién

En esta seccién se estudian los operadores de localizacién asociados a ondiculas admisi-
bles y se trata el caso particular de aquellos cuyos simbolos generadores sélo dependen
del parametro de escalamiento. Los resultados principales son: 1) la prueba de que estos
operadores de localizaciéon son unitariamente equivalentes a ciertos operadores de multi-
plicacién, y 2) que el algebra C* generada por este tipo de operadores es isométricamente
isomorfa al algebra C* de las funciones uniformemente continuas en R. Esto es resultado
de la reciente investigacion de Hutnik, Hitnikova, Maximenko y Miscova, y se encuentra

en los articulos [HutHutl [HutMaxMis|, publicados en 2011 y 2016 respectivamente.

En la Seccién se revisan las propiedades basicas de los operadores de Toeplitz-Calderon
y de localizacién. Ademas se presenta un par de ejemplos en los que el operador de lo-
calizacién asociado a la ondicula sombrero es aplicado a una funcién tomando simbolos
generadores diferentes. En la Seccién se encuentra la diagonalizacién, mediante una
funcion espectral, de los operadores de localizacién cuyos simbolos generadores dependen
solamente del parametro de escalamiento. El rango esencial y los operadores de multiplica-
cién (que surgen de manera natural en estos resultados) son estudiados en los Apéndices
y[Cl Finalmente en la Seccién se comparan de manera numérica los resultados de apli-
car un operador de localizacion asociado a la ondicula sombrero mezxicano y cuyo simbolo
generador s6lo depende del parametro de escalamiento, primero de acuerdo a su defini-
cion y después utilizando la funcién espectral resultante de la diagonalizacién de dicho

operador.
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3.1. Los operadores de localizacion

Operadores de Toeplitz-Calderon y localizacién

Definicién 3.1 (Operador de Toeplitz-Calderén). Sea o € L*(G) y ¥ una ondicula
admisible. El operador de Toeplitz-Calderon relativo a la ondicula W con simbolo generador
o es el operador T : Qg — Qg definido como TY = ]B\I,MU Ey, donde M, es el operador

de multiplicacion con simbolo o.

Los detalles sobre la definicion y propiedades del operador de multiplicacion se encuentran

en el apéndice B.

Definicién 3.2 (Operador de localizacién). Sea o € L*(G) y ¥ una ondicula admisible.

Definimos el operador de localizacion relativo a la ondicula W con simbolo generador o,
LY : L2(R) — L3(R), como LY = Wi T¥ Wy.

El siguiente diagrama muestra la aplicacién de los operadores de Toeplitz-Calderén y de

localizacién:

W
L*(R) v Qg
LY TY
L2(R) — Qg
Wy
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A partir de la definicién del operador de Toeplitz-Calederén, es facil ver que podemos rees-
cribir al operador de localizacién sustituyendo simplemente la definicion de la proyeccién

del siguiente modo:
LY = Wy TY Wy = W, PuM, Ex Wy = Wi WaWi M, Eg Wa,
dado que WiWy =1y Wy = Ey VNVq,, se sigue que
LY = Wi MWy, (3.1)
A continuacion se presentan algunas propiedades aritméticas de los dos tipos de operadores
definidos anteriormente.

Proposicién 3.3 (Propiedades aritméticas del operador de Toeplitz-Calderén). Sean

0,0’ € L*(G) y a € R. Entonces el operador T es lineal y cumple
a) T,y =T + T, .
b) T =aTy.
o) (T, ) =17
d) [| T} || <ol

Demostracion. Las propiedades a) y b) son practicamente consecuencias de las propiedades

del operador de multiplicacién enunciadas en la proposicién [C.15]

c) Por tenemos que
(TY )" = (PuM, Ey)* = EyM; Py = PyMyEy = T¥
d) Sea w € Qy, entonces
1T wlle = (| (Po My Eg)w o = || Py(Myw) ||z = | Po(Myw) || < || Po || | Mow .
pero | Py || =1,y
[ Mow |2 < | Mo [[ | w2 = [ o [l [T |2 o
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Proposicién 3.4 (Propiedades aritméticas del operador de localizacion)

Sean o,0' € L*(G) y a € R. Entonces el operador LY es lineal y cumple:
a) LY., =L+ L.
b) LY =alL?.
¢) (LYY = LY.
O LY <ol
Demostracion. Los incisos a) y b) son consecuencias directas de las propiedades del ope-

rador de multiplicacién y la propiedad distributiva. Para mostrar ¢) y d) ocuparemos la
forma mostrada en (3.1)) del operador de Localizacion.

¢) (LY)* = WM, Wy)* = Wi MWy = Wi MWy = LY.

d) Sea f € L*(R), entonces

| We MoWe) f ||L2(R) = [| (McWe) f ||L2((G)
I Mo [ IWe f N2y = I Mo Iy »

luego, por la proposicién ,

1o 1l oy

IN

Ly | <Mzl =llo . .
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El siguiente diagrama muestra un panorama méas general de los operadores hasta ahora

definidos:

Wy

RN

R —2 50, — 2 [2G)
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Ejemplos numéricos

Los siguientes son ejemplos que muestran la aplicaciéon del operador de localizacién con

dos diferentes simbolos sobre la misma funcién.

Ejemplo 3.5. Consideremos la funcién f : R — R definida como
1
flz) = e gen(z) + Se_xg/l% cos(hzx).
Apliquemos sobre ésta el operador de localizacién con simbolo generador

01(A; @) = 112, 400((A) - Lo 100f(a)-

La siguiente figura muestra la grafica de f en azul y la de L} f en rojo.

1 A
| W : ’
2 4 8 10
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Ejemplo 3.6. Ahora apliquemos sobre la misma funcién el operador de localizacién con
simbolo generador
oa(A,a) = 1g(A a),

donde G=G\{(N\a) : 0<A<1/2,a>0}.

. . ’ \Ij .
La siguiente figura muestra la grafica de f en azul y la de L, f en anaranjado.

A
/‘\J \ 0.5 / \
/
\ /\\;/\ 4 >/ + + + \\/ + 5//\ //\5\4/\\/” x
10 -5 \/ -6 -4 \v -2 / 2 4 5 8 10
\ % A\ /\f

En la grafica podemos observar que la localizacion se aplicé de manera selectiva respecto

a la “frecuencia” v al “tiempo”.
y
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3.2. Diagonalizacion de operadores de localizaciéon
con simbolos que dependen sdélo de la primera

coordenada

En lo que sigue, sustituiremos en la definiciéon del operador de localizacién la equivalencia
de Wy en términos de los operadores U, Ny y F y veremos que esta sustitucion simplifica
la definicién del operador de localizacién de manera significativa cuando el simbolo de
éste s6lo depende del paardametro de escalamiento, digamos, de manera informal, cuando
(A, a) = o(A). Més atin, bajo esta hipdtesis encontraremos un operador que diagonaliza
al operador de localizacion. Aclaremos primero lo que formalmente significa esta hipote-

SIs.

Simbolos que sélo dependen del parametro de escalamiento
Definicién 3.7. Sea 0 € L>®(G). Decimos que o sdlo depende del pardmetro de escala-
miento, si existe una funcién 7 : R* — C tal que para cada (\,a) € G, o()\,a) = 7(N).

Denotemos por A(G) a la clase de las funciones en L>°(G) que sélo dependen del pardmetro

de escalamiento,

AG):={0oceL®G) : Ir:R" -C,V(\a)eG, ora)=7(\)}.

Abusando de la notacién, escribiremos () en vez de o(A, a) cuando o € A(G).
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El operador Ry
Definamos el operador Ry : L*(R) — L*(G) como Ry = U Ny. El siguiente teorema
muestra algunas propiedades importantes el operador Ry.

Teorema 3.8. El operador R} = N;U* : L*(G) — L*(R) es suprayectivo y su restriccion
R, a Qg es un isomorfismo isométrico. También el operador Ry = (R%)* : LA(R) — Qy

es un isomorfismo isométrico. Ademds:
a) By Ry = Ry,
b) Ry Ry =1:L%R)— LA(R),
¢) Ry R = Py.

Demostracién. Sea f € L*(R) y definamos g = F~'f € L*(R). Tomemos ahora w = Wyg.
De acuerdo con (2.26), w(A,y) = U [§ \/I\/%,O] (y), entonces

(U*w)(\y) = G(y) Vinoly) = VAG(y) T(y).

Asi,

(NyUw)(y) = /]R+ o7 dr =

es decir, Ryw = f, luego Ry, es suprayectiva. Claramente w € gy, luego E*&, = Ry
Qg

es biyectiva, y dado que U* y Ny son isometrias, se sigue que Ry es un isomorfismo
isométrico sobre (2y. De manera andloga se prueba que Ry es también un isomorfismo

isométrico sobre L*(R).
a) Se sigue de la definicién de Ey y Ry.
b) Riy Ry = NyU*U Ny = Nj Ny = 2.
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c¢) Tenemos que

= FEy(UNg)(FF)(NyU*) = Ey Ry Ry,
— RyR, W

Diagonalizacion de operadores

La siguiente parte trata sobre la diagonalizacién de los operadores de localizacion cuyo
simbolo generador depende sélo del pardmetro de escalamiento. Esta idea fue desarrollada

por Hutnik y Hitnikovd en [HutHut] inspirados en los trabajos de Vasilevski [Vasil|.
Suponemos a partir de aqui que ¥ denota una ondicula admisible.

Para cualquier 0 € A(G), definamos 7Y : R — C como la funcién

A

Esta funcion esta bien definida ya que gracias a la condicion de admisibilidad para la

v (y) = /]R+ Wy)P o(N)d\, VyeR. (3.2)

ondicula ¥ y a que o es una funcién esencialmente acotada, la integral converge casi en

todas partes.

Lema 3.9. Sea 0 € A(G). Entonces NgM; Ny = M,v.

Demostracién. Notemos primero que Nj M, Ny : L*(R) — L*(R). Sea g € L*(R), enton-
ces para cada y € R,

(NM, Nog)(y) — /R+ \T’(Ay)(Migl/\img)(A,y) D /R+ @(Ay)a(k);gzg(y)@(ky) "

(/R+ M a(\) dA) 9(y) =7 (v) 9(y) = (Mypg)(y).

La siguiente proposicion muestra que el operador de Toeplitz-Calderén es diagonalizado

por el operador Ry cuando el simbolo generador o es un elemento de A(G).
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Teorema 3.10 (Diagonalizacién del operador de Toeplitz-Calderén). Sea o € A(G). En-
tonces
RyTY Ry = M,y (3.3)

Demostracion. Dado que o € A(G), existe 7 : RT — C tal que o(\,a) = 7(\) para todo
(A, a) € G, luego
(Ua)(A,a) = (UT)(A) = 7(A) = (X, a),

es decir Uo = o cuando o € A(G). Entonces se tiene que
RyTY R, = Ry(PyM,Ey)R}, = Ry(R, RyM, Ey) R,
= (Ry RY) RyM,( Ey Ry) = RyM, R},
= (NyU)M,(U* N}) = NyM,(UU*) N3, = NgM, Ny,
y finalmente, por el lema , }N%\p Y }N%ii, =M,yy. [

Teorema 3.11 (Diagonalizacién del operador de localizacién). Sea o € A(G). Entonces

el operador LY es unitariamente equivalente al operador M,w:

FL)F =My (3.4)

Demostracion. Sustituyendo (2.29)) y (2.30)) en (3.1)) se tiene que
L;I’ =Wy MWy = F* NgU*M,U Ny F = F* Ny M,U*U Ny, F = F* NyM, Ny F,

por el lema [3.9 tenemos que LY = F*M v F, o equivalentemente F L) F* = M,v. [ |

Como hemos visto en los teoremas y 13.11} la funcién v¥ hace un papel importante
en la diagonalizacién de los operadores T¥ y LY cuando o € A(G). Otra manera de
denotar el operador M, es 7¥1, y ya que esta forma remite a las matrices espectrales,

suele llamarse a 7Y, como analogia, funcion espectral.

La norma del operador M. v es H vy y su espectro es el rango esencial de la funcién

HOO

¥, En consecuencia la norma y el espectro del operador LY son los mismos:

| 27 | =swh?@l ¥ Sp(L7) = R(). (3.5)
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De acuerdo con lo anterior, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

I*R) —% 5 R — ™ 12G) — Y 1X(G)

%
=
2

=

=
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3.3. Un ejemplo numérico

De acuerdo con lo anterior, dadas una ondicula admisible ¥, una funcién o € A(G), y una
funcién f € L*(R), existen dos maneras de aplicar a f el operador de localizacién relativo
a la ondicula ¥ y con simbolo generador o. Una de ellas es utilizando la definicion, es decir,
calculando la transformada de ondicula continua, en seguida aplicando el operador de mul-
tiplicacién con simbolo o y, finalmente, calculando la transformada inversa de ondicula. La
otra manera es consecuancia de la proposicién [3.11] para la cual debemos primero calcular
explicitamente la funcién ~¥, y después aplicar sobre la funcién f (1) la transformada de
Fourier, (2) el operador de multiplicacién con simbolo v} y (3) la transformada inversa de
Fourier. El propdsito de esta seccién es comparar el resultado que ambos procedimientos

arrojan sobre una funcién dada.

Tomemos, por ejemplo, la funcion
—x2/32 1 —z2/128
flz)=e sen(z) + =€ cos(bx),

cuya grafica es la siguente:

/J\/\ )
ANe—A\——+ ; ; ; ; ' ‘/\/\'/\ /4t T

Esta funcién puede verse como la sobreposicion de dos ondas con diferentes frecuencias. Las

oscilaciones més rapidas son provocadas por el factor cos(5z) en el segundo sumando.
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Para remover esas oscilaciones, consideremos sélo valores grandes del factor de escalamien-

to, es decir, hagamos o(X) = 1j 4oo[(A), para algin h € RT suficientemente grande.

Elijamos ademas la ondicula sombrero mexicano ¥ introducida en el ejemplo [2.12| El
operador de localizacién LY pertenece entonces a la clase de aquellos cuyo sfmbolo sélo

depende de la primera coordenada.

Ejemplo 3.12 (Aplicacién del operador de localizacién de acuerdo con su definicién).
Mediante el algoritmo mostrado en la Seccién se calcula la transformada de ondicula

continua de la funcién f. El resultado es el siguiente:

F(\a) =Wy f(\a)
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Los valores del parametro A méas cercanos a cero estan relacionados con las frecuencias
mas altas de la funcion. Para eliminarlas, escojamos como simbolo generador a la funcién

indicadora del intervalo [3, 4+00], asi tenemos que

g()‘a CL) = 1[3,—!—00[()‘)17()‘7 a) = M1[3,+00[W‘I/f()‘7 CL)

La franja negra vertical que se encuentra a la izquierda es el resultado de eliminar los

valores de A mas pequenos.
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Finalmente, calculamos la transformada inversa de ondicula a la funcién g. El resultado

es el siguiente:

.}E(I) = L;I! f(l‘) = W\171M1[3,+00[W‘Pf(x)
Y

0.5

-0.5

Como puede verse, comparando las gréaficas de las funciones f y f , este proceso ha eli-
minado las oscilaciones rapidas que provoca en f el segundo sumando, dejando sélo las
oscilaciones lentas del primero. Aqui adquiere, quizés, su significado mas literial el nom-
bre del operador de localizacén LY | pues con la eleccién del simbolo o = 13400, S€ ha
logrado “localizar” y “separar” de la gréfica de f el primer sumando. Si la funcién f fuera
en realidad una senal (de radio, por ejemplo) que cierto dispositivo ha logrado captar, es
posible que contenga ruido como consecuencia de viajar en un medio que no es vacio. La
senal podria haber sido perturbada por diferentes fuentes y habria sufrido cambios durante
su viaje desde el dispositivo emisor hasta el receptor. El efecto del ruido en las senales es
similar al del segundo sumando de la funciéon que hemos analizado en el ejemplo: ocasiona
oscilaciones rapidas, no siempre de manera uniforme. Este proceso que hemos realizado es

analogo a la eliminacién del ruido en una senal recibida.
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2
6:1:/32

Comparemos la funcién f en color azul con la funcién fi(z) = sen(x) en color

anaranjado:

?

Ejemplo 3.13 (Aplicacién del operador de localizacién de acuerdo con su diagonaliza-
ci6n). El resultado presentado en el teorema garantiza que para la ondicula ¥ y el
stmbolo generador o € A(G), es posible encontrar una funcién v, tal que L) = F*M. s F,

donde F y F* son la transformada de Fourier y su inversa.

Calculemos la funcién v¥ para la ondicula sombrero mezicano (ejemplo 2.12)), cuya trans-

(I\/(f) _ \/§W1/4§2 e E/2

o 8

VY(E) = Spl/ / o(A) APt e M€ an.
3 R

formada de Fourier es

Asi que
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Tomando nuevamente o = 1j3 [, tenemos

Foo 2¢2 4 2
(&) = gw”“ / A3t e NE QN = g7r1/4(9£2 +1) e %,
3

Y

—:\/\l I | I /l\\
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Los resultados de los dos algoritmos se comparan en la siguiente grafica:

0.5

Y

A~
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3.4. El algebra C* generada por operadores de
localizacion cuyos simbolos dependen sélo del

parametro de escalamiento

Funciones espectrales como convoluciones

Agreguemos una condiciéon de simetria a la ondicula ¥ con el fin de alcanzar los nuevos
resultados presentados en [HutMaxMis], pidamos que [¥(—t)| = |¥(t)| para cada t € R.
Con esa condicién adicional, tendremos que cada funcién espectral 47 relativa al operador
LY con simbolo generador o € A(G) que ha sido construida mediante la férmula

puede ser escrita como una convolucion.

Proposicién 3.14 (Deconvolucién de una funcién espectral relativa a un operador de

Toeplitz-Calderén). Sea o € A(G). Entonces Y = Ky x o, para alguna funcién Ky.

Demostracion. Tenemos que

o= [ o a

“y & = e". La simetria que hemos pedido arriba

tomemos el cambio de variable A = e~
nos permite ocuparnos sélo del caso donde £ > 0, el otro es idéntico. Notemos ademés que
u = —1In()\), asi que

Iim u=40c0 y lim u=—o0.
A—0+ A—+00

De este modo,
() = / o(e™) [B (e )2 du.
R

Definamos ahora las funciones

v (u) = (e,
o(u) = o(e™),
Ky(z) = [9(e)],



de este modo, encontramos que
VW =5xKy. (3.6)
|

La idea de deconvolucion de las funciones espectrales fue resuelta por Esmeral y Maxi-

menko en [EsmMax].

Corolario 3.15. Sea ¥ una ondicula y o € A(G). Entonces la funcién espectral ¥ relativa

al operador LY es uniformemente continua en R.

Demostracion. Es claro que ¢ € L*(R). Por otro, tomando el cambio de variable £ = e”

tenemos que

. N de
1Kol = [ (B do= [ [BOPE =1,
R R+ 3
de donde Ky € L'(R). Por la proposicién [D.14] 5 * Ky € C,(R). |

El siguiente resultado es consecuencia de la diagonalizacion descrita en el teorema y

de la continuidad de la funcién espectral mostrada en el corolario anterior.

Corolario 3.16 (Espectro del operador de localizacién asociado a la ondicula ¥ con

simbolo generador o € A(G)). Sea una ondicula V y o € A(G). Entonces
I L5 =17 [l v Sp(L7) = clos(v; (R)).
Demostracion. De la proposicion tenemos que
L5 | = [ F Mg P = [ Mo [ = 7]
y de las proposiciones y tenemos
Sp(LY) = R(3¥) = clos(¥ (R)). .
Este corolario pone de manifiesto que en el caso en el que el simbolo generador sélo

dependa del parametro de dilatacién, el estudio del operador de localizaciéon LY se reduce

al estudio de la funcién 7Y, lo cual resulta una gran ventaja.
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Densidad de las funciones espectrales

Varios de los resultados siguientes son mostrados de manera més general en el Apéndice[D]
Con base en ellos y utilizando la deconvolucién de Wiener (o lema de division de Wiener

[ReiStel, Lema 1.4.2]) en R, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.17. Sea Ky € LY(R) el micleo de convolucién en 1’ Si I?\p(f) # 0 para

todo £ € R (Ky cumple la condicion de Wiener), entonces el conjunto
Gy ={Kyxo : c€ L®R)}
es un subconjunto denso de C,(R).

Demostracion. Sea o € L°°(G). Por la proposicién [3.14) tenemos que 7Y = Ky * o . Si
Ky cumple la condicién de Wiener, por la proposicién |D.23] el conjunto Gy descrito en el

teorema es un subespacio denso de C,(R). |

Definamos ademas el conjunto Ty de los operadores de Toeplitz-Calderén cuyo simbolo

solo dependen de la primera coordenada,
To:={T) : 0 € AG) }. (3.7)

Corolario 3.18. FEl dlgebra C* generada por el conjunto Ty es isométricamente isomorfa

a Cyu(R).

Del teorema anterior y su corolario se sigue que la cerradura uniforme del conjunto Ty

coincide con el algebra C* generada por el mismo conjunto.
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La clase de los operadores de Toeplitz-Calder6n con simbolo

generador en el espacio A(G)

En lo siguiente, aplicaremos los resultados anteriores sobre densidad a la clase de los
operadores de Toeplitz-Calderon relativos a ondiculas formadas a partir de funciones de

Laguerre, y cuyo simbolo depende sélo del pardmetro de escalamiento.

Para cada k € Ny consideremos la familia de ondiculas admisibles U*) definida a través

de su tranformada de Fourier como

T®(€) = /21¢] G (20€)),

donde ¢, = e/ 2L,(x) es una funcién de Laguerre, definida mediante el polinomio de
Laguerre L, (z) de orden n € Ny. Entonces, para cada k € Ny, el espacio Wy (L*(R)) es

isométricamente isomorfo al espacio
AW = { Wi f(Na) : [ € Hy(R)} C L(G),

donde W; f es el espacio de las transformadas de ondicula continua de las funciones en el

espacio de Hardy Hy(R) respecto a la ondicula W)

De la diagonalizacién descrita en el teorema [3.3) dado k € Ny y 0 € A(G), el operador
Y “ es unitariamente equivalente a la funcién espectral vf(k). Para simplificar la notacion,
escribiremos T, §’“> en vez de T (k>, Y Yo €1 vez de 73’““). La forma explicita de la funcién

Yor : RT — C es

Yok(A) = /R o (%) (a) da.

Denotemos el conjunto de las funciones espectrales definidas anteriormente por Gi, esto
es, dado k € Ny,

G ={ vk : 0 €AG)}.

Denotamos, asimismo, por VSO(R™) al dlgebra C* de las funciones lentamente oscilantes

en R*. Tenemos el siguiente resultado:
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Teorema 3.19. Para cada k € Ny, el conjunto Gy es denso en el dlgebra C* VSO(R™).

Demostracion. Dividimos esta demostracion en cuatro pasos descritos a continuacién:

[. Trasladamos este problema de densidad a la recta real mediante un cambio de va-

riable apropiado para aplicar la técnica de deconvolucién de Wiener.

I1. Expresamos la transformada de Fourier del nticleo de convoluciéon como un producto

de la funcién Gamma con un polinomio complejo Py.

III. Para probar que P, no tiene ceros reales, expresamos P, como una combinacion
lineal de polinomios simétricos de Miexner-Pollaczek, y trasladamos los ceros a la

recta real usando ciertas transformaciones lineales.

IV. Probamos que los polinomios transformados satisfacen cierta relacién de recurrencia
y en consecuencia son ortogonales. Esto garantizara la condicién de Wiener, necesaria

para que el conjunto G sea denso en VSO(R™) para cada k € Ny
Paso I: Trasladando el problema a la recta real.

Después del cambio de variable A = e*/2, a = €Y, con

b(z) =o(e™") y LCor(z) = vo0(e”/2),

obtenemos
Loala) = [ blo = 9)Ku) dy
R
donde
Tp2( x €$ r\\2
Ki(z) = el (e") = e (Li(e"))".

Notemos que para cada k € Ny, K, € L'(R), y

| K ||1:/RK,€(J;) dm:Aemez(ew) dx:/ 1) dt = 1.

R+

Necesitamos ahora probar que para cada k € Ny, el conjunto
Ge={Tpr : b€ LTR) }
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es un subconjunto denso en el dlgebra C* de las funciones uniformemente continuas. Como
be L®(R) y Ky € L'(R), se tiene por la proposicién Iy x € Cu(R). De acuerdo con
el teorema |3.17], es suficiente probar que K cumple la condicion de Wiener, es decir, que
para todo ¢ € R, Kj(t) # 0.

Paso II: La transformada de Fourier del nicleo de convolucion.

Comencemos con la formula de Howell,

w2 - DA+ A +n) ¢~ (20— 2r) (27)! 1 (23
(L) 22| Z n—r 7! F(l—{—)\#—r)L% (2).

En particular, para A = 0,

[2(x) = 2% Zk:ar(k)Lgr(%), donde (k) = (2: ) ff) (2:).

r=0

Entonces, el nticleo de convoluciéon K, se puede escribir como

Ky (x 22k ee”‘ Za’" ) Lo (2¢7),
y la transformada de Fourier de cada sumando es

/L2T(26$) e—?ﬂ'ixt—ex e dr = 227rit—1/ LQT-(Z) 6—2/22—27rit dz.
R

R+

Aplicando [GraRyz] (férmula 7.414(7)) a la dltima integral,
2mit=1 / Lop(2) e #2272 4y = T(1 — 2mit) o Fy(—2r, 1 — 2mit; 1;2)
R+
= (1 —2mit) o Fy (—2r, 2mit; 1;2),

donde F}(a,b;c;z) es la funcién hipergeométrica gaussiana. De ahi, la transformada de

Fourier de K}, es

Ki(t) = (1 — 27it) P (27t),
donde

22k

k 2 k
Py = T DTS 0y R (—arin1:2).
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Los primeros polinomios son:

Py(t) =1,

Pi(t) = =1 +it +t2,

Py(t) = 4 — 6it — Tt* + 2it> + 14, y

Py(t) = —36 + 66it + 85t* — 39it® — 22t* + 3it® + 5.

Como I" no tiene ceros, sélo falta probar que cada polinomio P, no tiene raices reales, es

decir que Py(t) # 0 para todo t € R.
Paso III: P, como combinacién lineal de polinomios ortogonales.
Los polinomios de Mixner del sequndo tipo, mgf\)(a:,gb) (también llamados polinomios de

Meizner-Pollaczek) son, de acuerdo con [KoeLesSwal, férmula 9.7.1],

2A n i . .
m (. ¢) = % e o Fy (—n, A+ ix; 2051 — e 7).

Y ya que

2Fy(=2rit; 1;2) = (—1)" my,” (t " % g) :

cada P, puede escribirse como

Al = S Yy (14 5.5).

Algunos experimentos en Wolfram Mathematica muestran que los ceros de Py estan sobre

la recta horizontal Im(¢) = —1/2. Esta observacién motiva el siguiente cambio de variables:

Or(z) = 4 P, (x;’)

Sustituyendo P, en la expresion anterior, tenemos

Qi) = (=D Y- (-1 (kymy™ (5.7

r=0
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Los primeros polinomios de esta clase son:

Qo(z) =
Qi(r) = -3 +2°
Qo(w) =41 — 2227 + 2%, y
Qs(x) = —1323 + 90722 — 732* + 8
Los polinomios mi/ 2)(2, %) tienen un interés particular pues poseen diversas propiedades

interesantes (ver, por ejemplo, [Araaya]). Estos son conocidos como polinomios simétricos

de Meizner-Pollaczek, pues satisfacen la relacién simétrica

(1/2) (f E)Z 1) (1/2) <_£ E)
U \geg) = (0T 2'2)

lo que significa que cada polinomio m(l/ )(g, ) es una funcién par. Por lo tanto, cada

polinomio () es también una funcién par.

Sea M, la forma moénica (transformada) de my, (/ 2)(2, %), es decir,
M, o)l (VE T
(@) 1= Cn) i (V2

Esta forma monica estd completamente descrita por la férmula de recursién [Araayal:
M, (z) = M1 (x) + anMy(z) + b, M1 (x), n € Ny, (3.8)
donde M_(z) =0, My(x) =1,y a, = 4n(2n + 1) + 1, b, = 4n?(2n — 1)%,

Entonces escribimos Qy,(z) como Ry(x?), donde

=S am) v A= (-0 (1) 2o

r
r=0
Los primeros polinomios de este tipo son:

Ry(x) =1,

Ry(z) = -3 +x,

Ry(x) =41 — 22z + z°, y

R3(z) = —1323 + 9072 — 73z° 4+«
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Luego, cada Ry es un polinomio moénico de grado k y cada Ry, alterna su signo (debido a

que M, es alternante).

Observacion. La aparicién de los polinomios simétricos de Meixner-Pollaczek en la parte
de la transformada de Fourier del nicleo de convolucion relativo a las funciones de Laguerre
es natural, pues las funciones de Laguerre y los polinomios de Meixner-Pollaczek estan

conectados via la transformada de Mellin [Inoue), [Koor].
Paso IV: (Ry)ken, €s una familia de polinomios ortogonales.

Proposicién 3.20. Los polinomios Ry satisfacen la relacion de recurrencia
donde Ay = 8k(k + 1) + 3, By = 16k*, y R_1(z) =0, Ry(z) =

Demostracion. Para k = 0 el resultado es trivial. Consideremos k > 1. De la relacién
k—1
xRi(x) = xMy(z) + Z Br(k)xM,(x)
r=0
y de la relacién descrita en (3.8)) para los polinomios M,., se sigue que
S(,’Rk(l’) = Rk+1(l’) -+ AkRk(SL’) + BkRk_1<I)
+ [ak + Br-1(k) — Bp(k + 1) — Ap] My ()

k—1
+ Z r+1ﬁr+1 (ar - Ak)ﬂr(k) + 6r—1(k) - ﬂr(k + 1) - Bkﬁruf - 1)]Mr<x>7
r=0
usando la convencién de que f_1(k) := 0. Entonces Ry, satisface la relacién de recurrencia
si y sélo si

ar + Br-1(k) — Be(k + 1) = Ay,
br—i—lﬁr—l—l(k) + (ar - Ak)ﬁrU{;) - Bkﬁr(k - 1) = ﬁr(k + 1) - 5r—1<k)
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parar = 0,1,...,k—1. La primera identidad se tiene debido a que 3,(n+1) = —2(n+1)?

para cada n, y entonces
ar + Br_1(k) — Be(k+1) =4k(2k +1) +1 - 2k* + 2(k + 1)* = 8k* + 8k + 3 = A;.

Para los siguientes calculos, aplicamos algunas identidades binomiales. Para cada & > 1y

r=20,1,...,k — 1, tenemos
2 2
@@+¢»—@4@»=«4f““&k—mﬁaﬂ((hiﬁ —(rf£)>
kb B EN (E+1I\NEkE+1+7r
= (=1)"*" 2k 27“+2)!(T)( . )—k—i—l

=A(k)- 2k —=2r + 1)(2k —2r — 1)(k + 7+ 1),

donde la identidad de Pascal,
n+1 _ n _(n
m m—1) \m)’
asi como las identidades del coeficiente binomial,
n+1 n n+1\n+1+m
- = —
m m—1 m n+1
n n—1
1 =
o) =)

k

r

son usadas, y
2
A(k) =4 (—1)”’““( ) (k—r)-(2k—2r+2)\

Por otro lado, utilizando las mismas identidades del coeficiente binomial, se llega a que

bT+15r+1(k) = )‘7"<k> ' (QT + 1)2(k - 7”),
(ar — AR)B(k) = M (k) - (2k — 2r — D[dk(k +1) — 2r(2r + 1) + 1],
Bkﬂr(k - 1) = )\T(k) ' 4k2(k - T)'

Por lo que
bt Bria (k) + (ar — ARGy (K) — Buy(k — 1) = A(k) - Ok, 7),
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donde
Ok,r) == 2r + D*(k —7) + 2k — 2r — D[dk(k +1) = 2r(2r + 1) + 1] — 4k*(k — 7).
De ahi que, finalmente,
O(k,r)= 2k —-2r+1)2k—-2r—1)(k+r+1).
Entonces, la sucesion (Ry)ken, satisface la relacion de recurrencia . [ |

Ahora continuamos con la demostracién del teorema [3.191

Del teorema de Favard [MarAlv], los polinomios R}, son ortogonales con respecto a una

medida positiva en R. Por lo tanto, todo los ceros de Ry son reales y simples.

Asi, los ceros de Q) pertenecen al conjunto R U iR, y los ceros de P, pertenece a su vez a

)

La tnica interseccion de este conjunto con la recta real es el punto 0, y puede ser facilmente

verificado que
Py(0) = (=1)*(k!)* #0.

Asi que ningun polinomio P se anula en R, y en consecuencia

[?k(t) = (5{}))2

(1 — 2mit) By (27t)

tampoco se anula en R. Por lo tanto, del teorema[3.17] el conjunto G, = {Ty x50 € Loo(R)}
es denso en C,(R) y esto implica que Gy es denso en VSO(R™) para cada k € Ny. Ahora

la prueba del teorema [3.19| esta completa. ]
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Apéndice A

La transformada de Fourier en L?(R)

Este apéndice estudia la extensiéon del operador de Fourier a L?(R). En la Seccién se
estudian algunas de las propiedades de la transformada de Fourier en L'(R) y se enuncia
un criterio para su inversion. Se estudian en la Seccién las funciones rdpidamente
decrecientes y la clase de Schwartz. A continuacion, se muestra que esta clase de funciones
es un subespacio de L'(R) que es cerrado bajo transformacén de Fourier. Se define la
transformada inversa de Fourier para funciones en la clase de Schwartz y se muestra que
es un mapeo biyectivo. En la Seccion empleando sucesiones de Dirac, se muestra que
la clase de funciones continuas infinitamente diferenciables de soporte compacto es densa
en L'(R) y ademds se prueba que la clase de Schwartz es un subespacio lineal denso en
L*(R) y se muestra la identidad de Parseval. Finalmente, en la Seccién se concluye
que la transformada de Fourier definida en L!'(R) puede ser extendida de manera tnica
a una isometria en L*(R) y se da una interpretacién de limite a la integral que define la
transformada de Fourier para funciones en L?(R). Estos resultados y sus demostraciones
se basan en [GasWit].
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A.1. La transformada de Fourier en L!(R)

Convergencia de la Transformada de Fourier en L!(R)

Definicién A.1. Sea f € L'(R), definimos la transformada de Fourier de f como

Ff(&) = /Rf(x) e 2mET (g, (A1)

Usualmente se escribe f en vez de Ff. La integral anterior tiene sentido debido a que
|€—27ri£m| = 1.

Teorema A.2 (Riemann-Lebesgue). Sea f € L'(R), entonces

a) fA es continua y acotada en R.

b) F es un operador lineal acotado de L'(R) en L>=(R) y || f”oo < fl;-

¢c) lim [f(&)=0.

|| =400

Proposicién A.3 (Férmula de intercambio). Sean f,g € L'(R), entonces fgy fg estin
ambas en L'(R) y

4ﬂ@wwm=4ﬂmamm. (A2)
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La transformada inversa de Fourier en L'(R)

Definamos la transformada de Fourier conjugada como la funcién F tal que para cada
f € L'(R),
Ff) = / f(z) ™" dg. (A.3)
R

Al igual que F, la transformada F es un operador lineal acotado de L'(R) en L>*(R),
ademés tiene las mismas propiedades enunciadas para F en el teorema[A.2] y satisface la

férmula de intercambio (A.2)). Como resultado se tiene el siguiente teorema.

Teorema A.4 (Inversién de la transformada de Fourier en L'(R)). Si f y f estdn ambas
en LY(R), entonces .T]?(t) = f(t) en todos los puntos donde f es continua.

Proposiciéon A.5. Sea f una funcion dos veces continuamente diferenciable. Si f, f vy
f" estin en L*(R), entonces fe L'(R).
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A.2. La transformada de Fourier en S(R)

La clase de Schwartz
Ahora hablaremos sobre un subespacio de L*(R) que es invariante bajo la transformda de
Fourier, la derivacién y la multiplicacién por polinomios.

Definicién A.6. Decimos que una funcién f : R — C decae o decrece rdpidamente si
para cualquier n € N,

lim |2" f(z)| = 0.

|z| =400

Por ejemplo, la funcién z — e~*! decae rapidamente.

Diremos ademas que una funcién f : R — C es localmente integrable si para cada conjunto

compacto K C R, la integral [, |f]| es finita. En tal caso escribimos f € Lj  (R)

Proposicién A.7. Si f € L] (R) y decae rdpidamente, entonces " f(z) € L*(R) para
todo n € N.

Proposiciéon A.8. Si f € LY(R) decae rdpidamente, ]/C\ es infinitamente diferenciable.
Si f es infinitamente diferenciable y f*) € LY(R) para todo k € N, entonces f decae

rapidamente.

Definicién A.9 (Clase de Schwartz). Denotamos por S(R) al conjunto de las funciones
f : R — C infinitamente diferenciables y tales que ellas y todas sus derivadas decaen

rapidamente. Al conjunto S(R) le llamamos la clase de Schwartz.
Proposicién A.10. El espacio S(R) tiene las siguientes propiedades:
a) S(R) es cerrado bajo multiplicacion por polinomios.

b) S(R) es cerrado bajo derivacion.

¢) S(R) C L'(R).
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Teorema A.11. El espacio S(R) es cerrado bajo transformaciones de Fourier.
Ahora necesitamos la nocién de convergencia en S(R).

Definiciéon A.12 (Convergencia en S(R)). Se dice que una sucesion (f,)neny € S(R)

converge a 0 en S(R) si para todo p,q € Ny,

lim sup |27 9 (x)| = 0.

n—oo z€R

En tal caso escribimos f, ﬂ 0. Claramente f, ﬂ fsiysolosi f, — f —>$(R) 0.

Tomando p = 0, la definicién anterior implica que la sucesion (f,,).en v las sucesiones de

todas sus derivadas ( éq)> , con g € N, convergen uniformemente en R.
neN

Proposicién A.13. Si la sucesion (f,)nen converge a 0 en S(R), entonces
a) (Continuidad de la derivada) f S®), 0,
b) Pf, S® g para todo polinomio P,
¢) fo—0en LY(R),

d) (Continuidad de la transformada de Fourier) 7 S®, ),

La transformada inversa de Fourier en S(R)

Sea f € S(R), entonces f es continua en todas partes y f, fe L'(R). De acuerdo con el
teorema , FFf = f. Del mismo modo FFf = f, asi que F es un operador biyectivo
en S(R) y su inversa es F~! = F.

Ejemplo A.14 (Funcién gaussiana). La transformada de Fourier de g(z) = e~™" € S(R)

es la misma funcién §(¢€) = e~™". Esta funcién es un punto fijo de F.
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A.3. Densidad de S(R) en L*(R)

La convolucién en S(R)

En el Apéndice[D]de esta tesis se encuentran algunos resultados ttiles acerca de las convo-
luciones en L'(R), L*(R) y L>(R), as{ como el concepto de aproximacién de la identidad

a través de sucesiones de Dirac.

Denotamos por D(R) al conjunto de funciones infinitamente diferenciables de soporte

compacto en R.

Teorema A.15 (Densidad de D(R) en L'(R) y en L?(R)). El conjunto D(R) es denso en
LY(R) y en L*(R).

Dado que S(R) C L'(R), sabemos que la convolucién de dos elementos de S(R) estd

también en L'(R). El siguiente resultado mejora esta situacion.

Proposiciéon A.16. Supongamos que f,g € S(R), entonces f * g € S(R). Como conse-

cuencia, la convolucion en S(R) es un operador continuo.

Teorema A.17 (Densidad de S(R) en L*(R)). S(R) es un subespacio lineal denso de
L*(R).

Este teorema es consecuencia del teorema [A. 15
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A.4. La extension de la transformada de Fourier al
espacio L*(R)

Proposicién A.18 (La identidad de Plancherel-Parseval en S(R)). Sean f,g € S(R).

Entonces

(i) (F.9)=(.9) (A-4)
(i1 | Flle =11 £ e (A.5)

Teorema A.19 (Extensién de la transformada de Fourier)
Los operadores F y F~! se extienden de manera tnica a isometrias en L*(R). Con la

misma notacidn para las extensiones, tenemos que para todo f, g € L*(R),
a) FFlf=F1Ff=f pu—ctp.
b) (f,9)=(Ff,Fg),
o) | fllz=Ffll

Proposicién A.20 (Sentido de la integral para la transformada de Fourier en L?(R))
La transformada de Fourier definida en L'(R) y la que se obtiene por extensién en L*(R)
coinciden en L*(R)NL?(R). Si f € L*(R), entonces F f es el limite en L*(R) de la sucesidn

gn definida para cada n € N como

gn (&) = /n f(z)e ™ dy, VEER. (A.6)

Asimismo, si F' € L*(R), F'F es el limite en L*(R) de la sucesién h,, definida como

ho(z) = / ' F(&) ™ d¢, VaeR.

—-n
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A.5. Los operadores de conjugacion y reflexion

Definamos los operadores C'y J como sigue: dada una funcién f: R — R, tenemos

(J)(x) = [f(=x),

(CHx) = [fl2).

Proposicién A.21 (Operadores de reflexién y conjugacién). Los operadores J y C defi-

nidos arriba y el operador de Fourier F cumplen las siguientes propiedades:

a) JJ=CC =1
b) CJ = JC.
¢c) JF=FJ.

d) FCJ = JFC =CF

e) CFJ = FC.

Demostracion. Es claro que JJ = C'C' = 1. Notemos ahora que

ClIf) (@) = TI@) = F(—a) = F(~x) = Cf(~a) = J(CP)x),
ast que (CJ)f(x) = (JO)f(x).
Tenemos ademas que
IR = Flf-a) = [ Fl6) e ae = [ gm0,
tomando u = —¢ obtenemos
[ e ae =~ [ fmu et du= [ I e = (FDIAE)
de donde JF = FJ.
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Asimismo,

(CAf)) = / £(€) e2mine 4t = / F(E) e 2mite g
- /R CH(€) e 208 dg = (JFO)[f](x),

de donde CF = JFC.

Ademas FCJ = FJC = JFC = CF.Y finalmente

CFJ]=JFCJ]=JFJC=JJFC=FC. R
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Apéndice B

El rango esencial

Estudiamos en este apéndice algunas propiedades del rango esencial de una funcién desde
el punto de vista de la teoria de la medida. En la Seccién tratamos sobre las pro-
piedades topoldgicas del rango esencial de una funciéon definida en un espacio de medida
y contradominio en un espacio topolégico. A partir de aqui, se estudia sélo el caso en el
que dicho espacio de medida es un espacio de Lindelof. En la Seccién se muestra que
para el caso de las funciones continuas, el rango esencial puede escribirse en términos de
la imagen. La relacion entre rango esencial y supremo esencial de una funcién se describe
en la Seccién [B.3] Algunas propiedades artiméticas del rango esencial son enunciadas en
la Seccién [B.4] y finalmente, en la Seccién exponemos, de manera general, algunas

aplicaciones de este concepto en el analisis funcional y la teoria de operadores.

La importancia de este apéndice recae sobre todo en el resultado de diagonalizacion del
operador de localizacion en el Capitulo (3| pues surge de manera natural cierta funcién
(denominada funcion espectral) cuyo rango esencial coincide con el espectro de dicho
operador. En general, resulta complicado encontrar reunido este material en un mismo
libro, y es por eso que hemos dedicado este apéndice al estudio y recopilacién de algunos

resultados importantes sobre el rango esencial.
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B.1. Definiciéon y propiedades topoldgicas

Supondremos en lo que sigue que (X, 7, ) es un espacio de medida y que (Y, 7y) es
un espacio topoldgico. Denotamos por M(X,7,Y) al conjunto de todas las funciones
&/ —medibles de X en Y:

M(X, oY) ::{fEYX . VBeny fYB) 6427}.

Dado y € Y, denotamos por 7y (y) al conjunto de todos los conjuntos abiertos en Y que

contienen a y:
v(y)={Be€ry : ye B}.

Dado un conjunto A C Y, denotamos por clos(A) su cerradura.

Definicién B.1 (Rango esencial de una funcién). Sea f € M(X,«7,Y). Entonces, el

rango esencial de f se define como el conjunto

R(f)={yeY :VBen(y) w(f(B)>0}.

Proposicién B.2 (El rango esencial es siempre cerrado). Sea f € M(X,«7,Y"). Entonces

R(f) es un subconjunto de'Y cerrado.

Demostracion. Probaremos que Y \ R(f) es abierto. Sea y € Y \ R(f). Por la definicién
de rango esencial, existe By € 7y (y) tal que u(f~1(By))) = 0. El resultado se sigue del
hecho de que By N R(f) = 0. Sea w € By y By € 1y(w) tales que B; C By. Entonces
f~YBy) C f1(By). La tiltima imagen inversa tiene medida cero, en consecuencia también
la primera. Asi, w ¢ R(f). |

Un espacio topolédgico Y se dice espacio de Lindeldf si para cada cubierta abierta de Y,
existe una subcubierta numerable. En la siguiente proposicién nos restringimos al caso
de espacios de Lindel6f. Note que todo espacio metrizable es segundo numerable y, en
consecuencia, un espacio de Lindelof. Los ejemplos mas comunes son cuando Y = R™,
Y=C"Y =[-00,+00] y Y = [0, +00].
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Proposicién B.3 (Los valores de una funcién casi siempre pertenecen a su rango esencial).
Sea f € M(X,47,Y), donde Y es un espacio de Lindeldf. Denotemos por A la imagen

inversa del complemento de R(f):

A=Y Y\R)) = X\ FURS)).

entonces (A) = 0.

Demostracion. Para cada v € Y \ R(f), por definiciéon de R(f), existe una vecindad
abierta U(v) € 7, tal que pu(f~1(U(v))) = 0. Intersectando U(v) con Y \ R(f), obtenemos

una vecindad abierta B(v) de v que estd completamente contenida en Y \ R(f) y satisface
que u(fH(B(v))) = 0.

La familia (B(v))vey\r(f) €s una cubierta abierta del conjunto abierto Y\ R(f). Como Y

es un espacio de Lindelof, existe un conjunto numerable C' tal que

YAR(S) = | B).

velC

Luego, por la propiedad subaditiva de p,

n(A) <3 pu (7 (BW)) = 0. n

veC
Proposicién B.4. Sea Y un espacio de Lindeldf, n(X) >0y f € M(X,«7,Y). Entonces

el conjunto R(f) no es vacio.

Demostracion. Este es un corolario de la proposiciéon anterior. De hecho, si suponemos

que R(X) = 0, entonces
u(X) = u(fH (RN + ulf (Y \R(f)) =0,
lo que contradice la hipdtesis de que p(X) > 0. [ |

Proposicién B.5. Sea Y un espacio de Lindelof, Z un espacio topoldgico, f € M(X, oY)

y sea ¢ : Y — Z una funcion continua. Entonces

R(po f) = clos(p(R(f)))-
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Demostracion. Primero probaremos que para cada w € R(p o f) y cada B € 7z(w) la

interseccion B N ¢(R(f)) no es vacia.

Supongamos que BN @(R(f)) = 0, entonces B C Z \ p(R(f)). Como esta contencién se
preserva bajo la imagen inversa de ¢, y ¢~ (o(R(f)) 2 R(f), tenemos que

e (B) ST Z N\ @(R(f) = Y \ ¢ (@(R() S Y \R(F).
Se sigue que £~ (o™ (B))) € S~ (Y \R(f)), pero u(f~ (Y \R(f))) = 0 como ya se probé
en la proposicién entonces
p(FB) = u((pe ) (B)) =0,
lo que implica que w € Z \ R(p o f), lo que resulta una contradiccién. Por lo tanto

R(po f) C clos (o(R(f))).

Por otro lado, probaremos que ¢(R(f)) € R(¢ o f). Como R(p o f) es un subconjunto

cerrado de Z, la conclusién se sigue de inmediato.

Sean w € ¢(R(f)) vy B € 7z(w). Entonces existe z € R(f) tal que f(z) = w. Como ¢ es
una funcién continua y B es un conjunto abierto, ¢~!(B) es también abierto en Y, luego,

existe U € 1y (2) tal que U C o !(B).

Dado que z € R(f), se tiene que u(f~1(U)) > 0, pero f71(U)) C (po f)"1(B), luego
1((p o f)7'(B)) > 0. Esto ocurre para cada B € 7z(w), entonces w € R(yp o f). En
consecuencia, ¢(R(f)) € R(po f). |
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B.2. Rango esencial de funciones continuas

En general, R(f) no estd determinado por f(X), pero probaremos que al menos siempre
estd contenido en clos(f(X)).

Proposicién B.6. Sea f € M(X,.o/,Y). Entonces R(f) C clos(f(X)).

Demostracion. Probaremos que Y \ clos(f(X)) C Y \ R(f). Sea y € Y \ clos(f(X)),
como Y \ clos(f(X)) es un conjunto abierto, podemos hallar B € 7y (y) tal que B C
Y\ clos(f(X)). Desde luego BN f(X) = 0, entonces f~*(B) =0y pu(f~(B)) =0, lo que
significa que y ¢ R(f). Por lo tanto, R(f) C clos(f(X)). |

Esta situacién mejora en el caso de funciones continuas.

Proposicién B.7. Sea (X, 7x) un espacio topoldgico, o/ una o-algebra que contiene a Tx,
yu o — [0, +00] una medida tal que p1(A) > 0 para cada A € 7x \ {0}. Si f € C(X,Y),
entonces R(f) = clos(f(X)).

Demostracion. La contencién C ya fue probada en la proposicién [B.2] Probemos ahora
que R(f) 2 clos(f(X)).

Sea v € clos(f(X)) y B € 7y(v). Esto significa que v es un punto limite y B es una
vecindad de v, entonces BN f(X) # (). Sea u € BN f(X), luego B € 7y (u). Como f es
una funcién continua, f~'(B) € 7x. En consecuencia p(f~'(B)) > 0. Ya que el conjunto

B es una vecindad arbitraria de v, se tiene que v € R(f). |

Proposicién B.8. Sea (X, 7x) un espacio topoldgico compacto, o/ una o-algebra que
contiene a Tx, y pu: o — [0,+00] una medida tal que p(A) > 0 para cada A € 7x \ {0}.
Sea f € C(X,Y), conY un espacio de Hausdorff. Entonces R(f) = f(X).

Demostracion. Como X es compacto y f es continua, el conjunto f(X) es compacto en

el espacio de Hausdorff Y, y por lo tanto es cerrado en Y. El resultado se sigue de la
proposicién |
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En los siguientes ejemplos, consideremos al conjunto R con la topologia usual y [0, 1] como

un subespacio topolégico de R. Consideremos ademas la medida de Lebesgue en R.

Ejemplo B.9. Sea f : [0, 1] — R una funcién definida como f(z) = x para cada x € [0, 1].
Entonces R(f) = [0,1] = f([0,1]).

Ejemplo B.10. La hipdtesis de que f es continua no puede ser omitida, por ejemplo,
sea f :[0,1] — R definida como f(z) = z para cada x € [0,1] y f(1) = 2. Entonces

R(f) = 10,1], pero f([0,1]) = [0, 1[U{2}.

Ejemplo B.11. Sea f : R — R definida como f(z) = 1/(1+2?) para cada z € R. Es facil
probar que f es continua en R. Sin embargo, f(R) # R(f). Esto proviene del hecho de
que R no es un conjunto compacto, y en realidad f(R) =]0, 1] mientras que R(f) = [0, 1].

B.3. Rango esencial y supremo esencial

Podemos definir el supremos esencial de un subconjunto no vacio de R como el minimo de

las cotas superiores esenciales de dicho conjunto.

Proposiciéon B.12. Sea f € M(X, <7, [0, +0]). Entonces

esssup(f) = sup(R(f)).

Demostracion. Denotamos sup(R(f)) por a. Primero, notemos que si w € R(f), entonces

w < a. Esto significa que

{zeX : f(&) >a} S X\ fHR())

Aplicando la propiedad monétona de p, obtenemos que pu({z € X : f(z) >a}) =0, es

decir, o es una cota superior esencial de la funcién f.

Sea [ una cota superior esencial de f, es decir,

p{zeX : flz)>F}) =0.
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Entonces, cada v > 3 tiene una vecindad B(v,vy — 3) tal que u(f~*(B(y,y — 5))) = 0,
y por lo tanto, v ¢ R(f). Esto significa que R(f) C [0,5] y a < (. Entonces, a es la

minima cota superior esencial de f. |

107



B.4. Rango esencial y operadores aritméticos

Proposicién B.13 (Rango esencial y producto por escalar). Sea f € M(X,o/,C) y sea
A € C. Entonces
R(Af) = AR(f)-

Demostracion. Sea A € C y p(z) = Az para cada z € C. Esta funcién es claramente
continua y por la proposicién [B.6]

R(Af) = R(po f) = clos(p(R(f))) = clos(AR(f))-
Como R(f) es cerrado, AR(f) también es cerrado. Asi clos(AR(f)) = AR(f). [

Proposicién B.14 (Rango esencial de la suma de dos funciones). Sean f,g € M(X, o7, C).
Entonces
R(f+g) € clos(R(f) + R(g)). (B.1)

Ejemplo B.15. Este ejemplo muestra que la cerradura en el lado derecho de (B.1]) no
puede ser omitida. Sea X = {1,2,3,...} y & = 2%. Definimos p : & — [0, 1] por

keA

donde 14 es la funcién caracteristica del conjunto A. Entonces (X, 7, 1) es un espacio de

medida (més ain, es un espacio de probabilidad). Definimos f, g € M(X, <7, C) mediante

R =kt gk =—k

Entonces 0 € R(f + ¢g), pero 0 ¢ R(f) + R(g).
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B.5. Aplicaciones

Mencionamos aqui sin pruebas algunas aplicaciones del rango esencial en el andlisis fun-

cional y la teoria de operadores.

Proposiciéon B.16. Sea 0 € L>®(X, o7, ). Entonces R(o) es el espectro del elemento o
en el dlgebra C* L>°(X, o, ).

Proposiciéon B.17. Sea 0 € L>(X, o, ) y M, el operador de multiplicacion por o en
el espacio L*(X, </, ). Entonces R(o) es el espectro del operador M,.

Lema B.18. Sea H un espacio de Hilbert, A un operador lineal en H y P la proyeccion

ortogonal en H. Denotemos por Ap la compresion de A sobre P(H):
Apf=PAf  (f€P(H)).

Entonces el espectro de Ap estd contenido en la envolvente convexa del espectro de A.

Proposicién B.19. Sean o € L>(X, o, 1), S un subespacio cerrado de L*(X, </, ) y P
la proyeccién ortogonal de L?(X, .o/ , i) sobre S. Denotemos por T, al operador de Toeplitz

que actia sobre S mediante la regla

T5(f) = P(Ms[).

Entonces el espectro de T, estd contenido en la envolvente convexa de R(o).
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Apéndice C

Norma, invertibilidad y espectro del

operador de multiplicacion

En este apéndice estudiamos el operador de multiplicacién en los espacios C", (*(Ny) y
L*(X, u1). Para cada uno, calculamos la norma, mostramos algunas propiedades aritméti-
cas, probamos un criterio de invertibilidad y describimos su espectro. En todos los casos
notaremos que las propiedades del operador de multiplicacién son esencialmente conse-

cuancia de las propiedades de su simbolo.

El material recopilado en este apéndice aparece generalmente en los textos béasicos sobre
analisis funcional. Puede encontrarse, por ejemplo, en [Zhu, |Conway|, aunque aqui se

encuentra de manera mas detallada.

La importancia del estudio de este operador se revela en el Capitulo[3] en la diagonalizacién

del operador de localizacion.

Aunque de los resultados que en este apéndice se presentan sélo ocuparemos aquellos
relativos al espacio L?*(X, 1), los andlogos para los espacios C" y £2(Np) sirven como base

y dan motivacion a las definiciones y resultados presentados en la ultima parte.
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C.1. El operador de multiplicacién en C"

Sobre el espacio C”

Llamamos C™ al espacio de todas las n-tuplas de niimeros complejos representadas me-

diante una matriz columna de longitud n (es decir una matriz de tamano n x 1). Denotemos

n

por 1, al vector constante [1 | Este espacio dotado de la norma euclidiana constituye

=1
un espacio unitario. Para cada j € {1,2,...,n} definimos el vector e; = [J;]_,, con d;
la delta de Kronecker. Los vectores eq,...,e, forman una base ortonormal del espacio

Cn.

Las transformaciones lineales en este espacio estan represantas mediante matrices cua-
dradas de orden n. El operador de multiplicaciéon que definiremos a continuacion es una
transformacién lineal cuya matriz asociada es una matriz diagonal, es decir, una matriz
cuyas entradas fuera de la diagonal principal son nulas. Formalmente, si a € C", definimos
la matriz diagonal asociada al vector a como la matriz diag(a) := [a;d; },_,- Notemos
que si a,b € C", entonces para j, k € {1,2,...,n} se tiene

n

(diag(a) diag(b)),, = D (4365) (be6rk) = (a;be) 05

r=1

lo cual también denota una matriz diagonal. Si denotamos por a®b el producto componente

a componente de a y b, es decir a © b = [ a;b, ]?:1, entonces tendremos que

diag(a) diag(b) = diag(a ® b).

El operador de multiplicacién en C" y su norma

Definicién C.1 (Operador de multiplicacién en C"). Sea a € C", definamos el operador
de multiplicacion en C" con simbolo a como el operador M, : C* — C" tal que para cada
r € C", M,z = diag(a) .

112



El producto diag(a)z estd bien definido pues diag(a) € M,,(C) y x € C™, luego diag(a)z €

C™. Como una alternativa, el operador M, se puede definir mediante la regla

n

Moz =[az;];_ =a0z, Vel

Definamos la norma infinito de un elemento a € C™ como
lall, = méx Jaj].

Se verifica facilmente que en efecto es una norma en el sentido usual sobre el espacio C".

Se tiene ademds que para todo j € {1,2,...,n}, |a;| < ||a]..

Proposiciéon C.2 (Norma del operador de multiplicaciéon en C"). Sea a € C", entonces

Mol =Tlall-

Demostracion. La norma del operador M, inducida por la norma euclidiana || - ||2 del

espacio C™, es por definicién
[ M|l :=sup {[| Moz ]z : 2 €C", [zl =1}.

Sabemos que || a |l > |a;| para cada j € {1,2,...,n}, por lo que si x € C™,

n n n
2 2 2
I Moz (13 =) laga* <D NlalX el = llali Y el = llal -l 3,
j=1 j=1 j=1

de donde | M, || < |la|l. Por otro lado, para cada k € {1,2,....n}, |[ex|2 = 1. Si

suponemos que |aj,| = || a||,, entonces
|| Maejo ||2 = || o €40 ||2 = |aj0| = || a ”Oo,

lo que implica que || M, || = || a|| .. [
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Artimética de los operadores de multiplicacién en C"

Sea a = [a;]7_; € C", denotemos por @ al vector [ @;]_, y por a~! al vector [1/a, |

n
Jj=1
siempre que a no tenga componentes nulas. La siguiente proposiciéon enuncia algunas
propiedades del simbolo del operador de multiplicacion.

Proposicién C.3 (Propiedades del simbolo del operador de multiplicacién en C"). Sean

a,be C" y A € C, entonces:
a) Moy = My + M.
b) AM, = M),.
c) MM, = M.

Demostracion. Sean a,b € C*, A € C.
a) M, + M, = diag(a) + diag(b) = diag(a + b) = M.
b) AM, = Adiag(a) = diag(Aa) = My,.

c) M, M, = diag(a) diag(b) = diag(a ® b) = Myep.

d) M* = (diag(a))* = (diag(a))T — diag(a) = diag(a@) = Ma. n

Muchas propiedades de los operadores en C" asociados a matrices son analogas a las
propiedades de estas matrices. En particular, un operador T que esta asociado a una
matriz A serd invertible siempre que A lo sea. Nos proponemos ahora encontrar condiciones

necesarias y suficientes para que el operador de multiplicacion en C" sea invertible.
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Invertibilidad del operador de multiplicacion en C"

Sea a € C", luego la matriz asociada al operador M, es diag(a) € M, (C). Una matriz
cuadrada es invertible siempre que su determinante sea diferente de cero, asi diag(a) es
invertible si y sélo si det(diag(a)) = ﬁ a; # 0, es decir si ningin a; es cero. Llegamos
entonces al siguiente criterio: =

Proposicién C.4 (Criterio de invertibilidad del operador de multiplicacién en C")

Sea a € C". El operador de multiplicacion M, es invertible si y solo si a; # 0 para todo
je{1,2,...n}.

Demostracion. Ya se mostrd la necesidad. Sea a € C" tal que para todo j € {1,2,...,n},

aj # 0. Denotemos por a~! a la n-tupla definida por [a-_

i ! ]:: .- Es claro que cada entrada

esta bien definida. Se tiene que
M M, = diag(a) diag(a™') = diag(aa™') = diag(1,) = I,

y analogamente se tiene que M,-1 M, = I, de donde el operador M, es invertible. [

El espectro del operador de multiplicacion en C”

El espectro de un operador generaliza la idea de valor propio de una matriz. Uno de los
objetivos es determinar cuando el operador de multiplicacion es diagonalizable, y para ello

requerimos del estudio de su espectro.

Recordemos brevemente que el espectro de un operador T es el conjunto de niimeros
complejos A para los que el operador AI —T' no es invertible. En el caso en que el operador
T esté asociado con una matriz A € M,,(C), el espectro de T es el conjunto de los valores
propios de A, esto es, los numeros complejos A para los que la matriz AI, —A no es

invertible (donde I, es la matriz identidad de tamatio n).
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Asi pues, dado a € C", el operador de multiplicacién M, estd asociado con la matriz

diag(a). Sea A € C, entonces
A1, —diag(a) = diag(A1,) — diag(a) = diag(A1,, — a),

donde A1, —a es la n-tupla [A —a;]"_,. Si ese A es tal que A1, — diag(a) no es invertible,

entonces
n

det(diag(A1, —a)) = [J(A — a;) =0,

j=1
lo que implica que A = a; para algin j € {1,2,...,n}. Reciprocamente, para todo j €
{1,2,...,n}, a; es un valor propio de diag(a), y en consecuencia serd un elemento del
espectro del operador M,. Finalmente denotando por Sp(M,) al espectro del operador

M,, se ha probado la siguiente proposicion.

Proposicién C.5 (Espectro del operador de multiplicacién en C™)

Sea a € C", cona=a;|" , entonces
) J 1j=1

Sp(M,) = {a1,as, ..., an}.

Como conclusién, la norma y el espectro del operador de multiplicacion se expresan de
manera muy simple a través de su simbolo: el espectro del operador de multiplicacion tiene
como elementos las componentes de su simbolo y la norma es el maximo de los valores

absolutos de éstas.
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C.2. El operador de multiplicacién en /*(Ny)

Sobre el espacio /?(Ny)

Denotaremos por Ny al conjunto de los enteros no negativos {0,1,2...}. El espacio ¢*(Ny)
es el espacio de sucesiones complejas cuadrado-sumables, es decir, sucesiones de niimeros
complejos indexadas por el conjunto de los niimeros naturales que cumplen que la suma de

los médulos al cuadrado de las entradas de cada sucesién converge en R. Formalmente
?(Ng) := { reCh . Z |z;|* < 400 } :
j=0

Este es un espacio de Hilbert respecto al producto interno definido como

(z,y) ::ijy_j.
=0

Es facil comprobar que este producto es lineal respecto al primer argumento. La norma en

¢*(Np) inducida por este producto se expresa a continuacién. Para cada x € (?(Ny),

- 1/2 - 1/2
leleo= Ve = (3o ) = (D)

j=0

Para cada n € Ny definamos la sucesién e, = (d,;) en, € £*(Np). Es claro que para cada
n € Ny, || en|l2 =1y dados m,n € Ny, (e,,, e,) = 0. El conjunto £ = {e, : ne€ Ny}

es entonces una base ortonormal llamada la base candnica de ¢*(Ny).

Nuestro objetivo ahora es definir el operador de multiplicacién en este espacio de forma
tal que tenga propiedades cuando no andlogas al operador definido en la Seccién [C.1] al
menos parecidas. La idea, aunque muy natural, de definirlo como un producto componente
a componente con un elemento a € (?(Ny), trae consigo el problema de que el operador

inverso, si es posible definirlo, no serd acotado, pues una consecuencia de que la sucesién
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a sea cuadrado-sumable es que converge a cero, luego el conjunto de los reciprocos de sus

entradas no serd acotado.

Para evitar este problema, definamos el espacio de sucesiones complejas acotadas como el

conjunto

(*(Ng):={zeC% :IM(M>0)(jENy = |2;] < M) }.

Definimos || a ||, = sup |a;| para cada a € £*°(Ny), la funcién || - || : >°(No) — Ry resulta
Jj€No
ser una norma en el espacio £>°(Np).

El operador de multiplicacién en ¢*(Nj) y su norma

Dadas dos sucesiones de niimeros complejos indexadas por Ny, digamos = y y, denotemos

por xy el producto componente a componente de estas sucesiones, es decir
VneNy, (2y)n = TnYn-

Definicién C.6 (Operador de multiplicacién en ¢?(Ny)). Sea a € £*(Ny), definimos el
operador de multiplicacion en £2(Ny) con sfmbolo a como el operador M, : £*(Ny) — £%(Ny)

tal que para todo x € (*(Ny), M,z = az.

Notemos que este operador estd bien definido, pues si x € (?(Np), se tiene que

2
SO IMa),P =3 Nan),P < allZ -3 Jayl? < oo,
=0 =0

7=0
y en consecuencia M,z € (?(Ny).

Dado a € (*(Ny), se tiene que para cada n € Ny,
Maen = ae, = ane, = <CL, €y >en7

y ademas || Mye, ||2 = || anen |2 = |an|-

118



Proposicién C.7 (Norma del operador de multiplicacién en £*(Ny)). Sea a € (*(Ny),
entonces
[ Mol =Tlall-

Demostracién. Six € £2(Np) es tal que ||z |2 = 1, se tiene que
[ Moz [ls = lazfla < [l |z llz = llall

de donde ||al|,, es una cota superior para el conjunto { || M,z |2 : [z |2 =1}, luego
[ Mol < el

Por otro lado, sea ¢ > 0. Dado que ||al| es por definicién el supremo del conjunto

{]a;] : 7 €Ny}, existe jo € Np tal que || a |, — ¢ < |aj,|. Se tiene entonces que

[ Mol = sup || Mz [|a > || Maej, [|l2 = laj| > [la]l =&

2 ll2=1

y como € es un real positivo arbitrario, se tiene que || M, || > | a], lo que finalmente

conduce a que || M, || = || a | [

Artimética de los operadores de multiplicacién en ?(Nj)

Sea a = (an)nen, € *°(Np), denotemos por @ a la sucesion (@, )nen, € €>°(Np).

Proposicién C.8 (Propiedades del simbolo del operador de multiplicacién en ¢?(Ny)).

Sean a,b € {>*(Ny) y A € C, entonces:
a) Myyy = M, + M,
b) AM, = My,
¢) MyMy = My,

d) M: = M.
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Demostracién. Sean a,b € (*(Ny), A € Cy z,y € (*(Ny).
a) Myypx = (a+b)x =ax+br = Mz + Myzx.
b) AM,z = Aax) = (Aa)x = M),x.
c) (M M)z = a(bx) = (ab)x = My, .

d) Notemos que

(Myz,y) = (=, May>=ijMay=Z:vj(ajyj)

Jj€Ng IS\
= Z(CL]{E])y]: (Mal')y]:<Mal‘,y>,
J€Ng 7j€Ng
para todo z,y € (*(Ny), luego M} = M. [ |

Sobre los operadores en espacios normados

Dejemos por un momento de lado el espacio £*(Ny) para hablar de propiedades mas ge-
nerales de los operadores en cierto tipo de espacios. Sean pues (X, ||-||y) v (Y, - |ly) dos
espacios vectoriales normados. Decimos que un operador lineal acotado 7" : X — Y es in-
vertible si existe otro operador lineal acotado S : Y — X tal que T'S =Ix y ST = 1y. En
caso de existir, el operador S es tnico y se denota por T~ !. Es claro que si T es invertible,
T~ # 0.

Lema C.9. Sean X y Y dos espacios normados y sea T : X — Y un operador lineal

acotado.
a) Si T es invertible, para todo x € X, | Tz |y > || T7! 17" 2 Il x-

b) Si T es invertible, entonces existe § > 0 tal que para todo x € X con ||z |y = 1,
1Tzl = 9.

¢) Si para todo € > 0 existe v € X con ||z ||y =1 tal que | Tx ||y < e, entonces T no

es tnvertible.
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Demostracion. Sea T': X — Y un operador lineal acotado.

a) Si T es invertible, entonces para cada z € X,
lelly =TT x|, < | T I T ly,

— -1
de donde || Tz [ly > |77 [l x-

b) De la expresién anterior, si ||77'| = 1/4, entonces || Tz ||, > ¢ para todo x € X

con ||zl = 1.

c) Sea e >0,yseax € X con ||z y =1 tal que | Tz ||, <. Supongamos que 1" es

invertible, entonces
1T =T | e lly < [ T2lly <e

como ¢ es un real positivo arbitrario, el operador 7! no es acotado, esto es una

contradiccion. [ |

Ocupémonos ahora en encontrar un criterio para garantizar la invertibilidad del operador

de multiplicaicén en ¢?(Np).

Invertibilidad del operador de multiplicacién en ¢*(Nj)

Convengamos primero en que si @ = (@, )nen, €S una sucesion de nimeros complejos, las
sucesiones |a| y a~! son respectivamente las sucesiones (|a,|)nen, ¥ (1/@n)nen, (esta dltima

quedard definida siempre que a, # 0 para todo n € Ny).

A diferencia del operador de multiplicacién en el espacio C™, donde para ser invertible era
suficiente que ninguna de las entradas del simbolo fuera igual a cero, en el espacio ¢*(Ny)
esta condicion resulta insuficiente. Si deseamos definir de manera “natural” el operador
inverso M, ! como el operador M,-1, antes hay que asegurarnos de que éste tltimo sea
también un operador acotado. Descartamos primero la posibilidad de que alguna de las

entradas de la sucesién a sea nula.
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Si por desgracia tenemos una subsucesion (ay,, )ren, de @ = (an)nen, que converja a cero,
entonces el operador M,-1 definido mediante x — (z,/a,)nen, N0 serd acotado, pues
resulta que || M€y, |2 = || e, /ay, [|2 — +00 cuando k — oo. Necesitamos entonces que
ninguna de las entradas de la sucesién a sea nula y que ninguna subsucesion de a converja

a cero, esto es, necesitamos que |a| sea acotada inferiormente por un real positivo.

Para formalizar este criterio, definamos el rango de la sucesién a € *°(Ny) como el con-
junto

R(a) ={ze€C : I j,eNytal quez =ay, }.

También suele llamarsele imagen de a o conjunto de valores de a. Escribamos CR(a) para
denotar la cerradura de este conjunto. Es claro que si existe una subsucesion de a que

converge a cero, entonces se tendré que 0 € CR(a).

Notemos que si 0 ¢ CR(a), existe € > 0 tal que para todo j € Ny, |a;| > ¢, lo que equivale
a que inl\l]C la;| > 0 (la sucesién a es acotada inferiormente por un real positivo). Tenemos
J€No

asi el siguiente criterio.
Proposicién C.10 (Criterio de invertibilidad del operador de multiplicacién en £%(Np)).
Sea a € (>°(Ny). El operador de multiplicacion M, es invertible si y solo si 0 ¢ CR(a).

Demostracion. Es claro que si 0 ¢ CR(a) entonces la sucesién a™' = (1/a;) ey, estd bien

definida y si M > 0 es tal que ing laj| > M~ > 0, entonces sup |1/a;| < M, lo que
J€Np j€Np
implica que a~! € £*°(Np). Podemos definir asf el operador M,-1 que por lo anterior es

acotado y cumple que si z € £*(Ny), para cada j € N
(MoMo-1x); = a;(1/a;)x; = x;,
(Mo Moz); = (1/az)a;z; = ;,
es decir M M, = M,-1 M, =1, luego M, es invertible.

Ahora supongamos que 0 € CR(a). Sea € > 0, entonces existe jo € Ny tal que |a;,| < €. Se
tiene asf que || e, |2 = 1y || Maej, |2 = |aj,| < €, por el lema [C.9) M, no es invertible. W
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El espectro del operador de multiplicacién en ¢?(Nj)

Finalmente, dado a € ¢>°(Ny), ocupémonos en encontrar el espectro del operador M,.

Dado a € (*(Ny), el espectro del operador M, es por definicién el conjunto
Sp(M,) ={ A€ C : A\I—-M, no es invertible }.

Por el lema dado A € C el operador NI —M, no es invertible si || A\[-M, || = 0.

Claramente, si A = a; para algin j € Ny, se tiene que
| (AL=Ma) e; ||l2 = [| aje; — Mae; |2 = |a; — a;] = 0,

luego || AI—=M,| = 0, por lo que a; € Sp(M,) para todo j € Nj. Sin embargo éstos
no son lo unicos elementos que puede tener el espectro del operador M,, pues si alguna
subsucesion del simbolo a converge a un nimero complejo A, el operador A1 —M, no sera
invertible. La siguiente proposicién especifica cudles son los elementos del espectro de un

operador de multiplicacién en £%(Np).
Proposicién C.11 (Espectro del operador de multiplicacién en £?(Ny))
Sea a € (*°(Ny). Entonces Sp(M,) = CR(a).

Demostracion. Sean ¢ > 0y A € CR(a), entonces existe j € Ny tal que |A — a;| < ¢, asi
[AT=M,) e[|z = || Ae; — Mae;[ls < [A —a] <,

como || e; ||2 = 1y ¢ es un real positivo arbitrario, por el lema el operador A1 —M, no
es invertible y asi CR(a) C Sp(a).

Ahora sea A € Sp(a), entonces el operador AI —M, no es invertible. Observemos que si
denotamos por 1 a la sucesion constante (1)nen,, entonces I = My, luego por la proposicién
, AN M, = My1_,. Este ltimo no es invertible de acuedo con la proposicion
cuando 0 € CR(A1 — a), y esto pasa si y sblo si A € CR(a). [
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C.3. El operador de multiplicacién en L?(X, )

Sobre los espacios L?(X,pu) y L>(X, i)

Consideremos ahora un conjunto X, una o—alegebra de subconjuntos de X denotada por
o/ y una medida p definida sobre 7. La terna (X, .o/, u) es llamada espacio de medida.
Como la funcién p ya contiene informacion sobre la o—algebra <7, suele simplifarse la

notacién a (X, u).

Dadas dos funciones f,g : X — C, diremos que éstas son iguales casi en todas partes

respecto a la medida p (y lo escribiremos f = g p — c.t.p.) si

n({zeX : fl)#ga)}) = 0.

Esta relacion entre funciones es, de hecho, una relacién de equivalencia. Cada clase sera,

en adelante y por conveniencia, tratada como una funcion.

Ahora denotemos por L?(X, i) al conjunto de funciones de cuadrado integrable con do-

minio sobre el espacio (X, u) y contradominio en C, es decir,
et ={ 1€ [ 1@ aule) <400 }.
X

En realidad L?(X, p) es un conjunto de clases de equivalencia, como ya dijimos, y bajo

esta relacién, podemos definir un producto interno del siguiente modo:

(Fo9)= [ 1@)5@ duta), ¥ P(Xp)
b's
Este producto induce la siguiente norma:

1/2
T (/X |f<x>\2du<x>)  Vfe XX,
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Para abreviar la notacién, escribiremos || - || en vez de || -|| 12(x,)- Con esta norma, el

conjunto L?(X, p1) resulta ser un espacio unitario completo, es decir, un espacio de Hilbert.

Durante el desarrollo de esta seccién agregaremos algunas hipétesis sobe el espacio (X, i)

que nos ayudaran a construir mejor la teoria del operador de multiplicacion definido en
L(X, ).

Tomando X = Ny, &/ = 2% y 4 la medida de conteo, el espacio L?(X, u) coincide con
el espacio (?(Ny). Recordemos que para definir el operador de multiplicacién en ¢?(Ny),
era necesario escoger un elemento en el espacio de sucesiones acotadas ¢>°(Ny). El espacio
andlogo en esta seccién serd el espacio de funciones esencialmente acotadas definido como
sigue:

L¥X,p):={aeC¥ : IMM >0) la(z)|<M p—ctp.},

donde la expresién “|la(z)| < M p — c.t.p.” significa que
p{zeX :jalz)>M}) =0,
y llamaremos en este caso a M una cota superior esencial de la funcién a.

Definamos también la funcién || - ||, que a cada a € L®(X, i) le asocia el real no negati-
VO
la|l,=mf{M>0: |a(z)] <M p—ctp.},

es decir, el infimo de las cotas superiores esenciales de a. Esta funcion resulta ser una

norma (llamada norma infinito) en el espacio L™= (X, ).
Lema C.12. Sea a € L*(X, u), entonces
lall,=min{M>0: |a(z)] <M p—ctp. }.
Demostracion. Denotemos por A al conjunto { M >0 : |a(z)] < M p— c.t.p. }. Primero

notemos que si My € Ay My > M, entonces My € A. Ademas se tiene que para todo

neN, |all, <laly+ %, como || a ||, = inf A, entonces necesariamente || a ||Oo+% € A.
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Sea J el intervalo ||| a || ,+o0], y para cada n € N, J, = || a| . + 1, +00]. Es claro que
J = U J, y ademsés se tiene que

n=1

u(al(Jn)):u({xeX : ()] > Hauoo+% }) —0, YneNl.

Luego, por la o—aditividad de la medida g,

p({zeX :a(@)] > llall,}) = pa () <Y pla () =0,

es decir,
a(z)| < [lalle p—ctp,

luego, ||a ||, € A, y en consecuencia || a ||, = min A. |

El operador de multiplicacién en L?(X, ;) y su norma

Definicién C.13 (Operador de multiplicacién en L*(X, u)). Sea a € L>°(X, i), definimos
el operador de multiplicacién en L*(X, ) con simbolo a como M, : L*(X,u) — L*(X, u)
tal que a cada f € L*(X, u) asocia la funcién (af)(z) = a(z)f(x) para todo z € X.

Notemos que este operador estd bien definido pues si a € L>®(X,u) vy f € L*(X,p),
entonces (utilizando el lema

J108H @) duto) /|a D dua) < lalls [ 7@ dua) <+,

y en consecuencia M, f € L?(X, ). Aqui se usa el hecho de que si f < g casi en todas partes
respecto a ju, entonces [ f < [, g, pues si D es el conjunto {z € X : f(x) > g(z) },
entonces u(D) = 0y por lo tanto [, f = [, 9 =0, asi

S = Jeo?* 17 ot o= oo

Nuestro objetivo ahora es encontrar la norma del operador de multiplicacion. El mejor

candidato es por supuesto la norma infinito del simbolo, sin embargo debemos dotar al
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espacio (X, u) de una estructura menos general para que ésto se cumpla. Agreguemos
entonces la hipétesis de que la medida ;1 sea o—finita, es decir, pidamos que exista una
familia a lo sumo numerable de subconjuntos de X con medida finita cuya unién sea X.

Bajo esta nueva hipodtesis se tiene la siguiente proposicion.

Proposicién C.14 (Norma del operador de multiplicacion en L*(X, 1))

Sea (X, i) un espacio de medida con p una medida o— finita. Sea a € L= (X, u), entonces

Mol = llall

Demostracién. Sea f € L*(X, ) con || f |2 # 0, entonces

1Mf 1= [ a0 @) duto) < Nl [ 15@F duta) = ol 171

luego [| My [| < [la |

Seae >0y A ={zxeX : |a(z)|>|al,—¢c} Como |all, —¢c < |al,, se tiene

oo’

que u(A:) > 0. Supongamos ahora que X = |J Y, con u(Y,) < +oo para todo n € N.
n=1
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer ademds que esta familia (Y,),en es disjunta.

Entonces A, = |J (A:NY,), y

n=1

= iu(Ag nY,) >0,

donde todos los sumandos son finitos. Asi debe existir m € N tal que 0 < p(A.NY,,) < +oo.

Definamos la funcién
1ia.nv)

/= n(A: N Ym)7

donde 1(4.ny,,) es la funcién indicadora del conjunto A. N Y. Se tiene entonces que
feL*(X )y || fll2 =1, en efecto

1
11 = iy | Mo @F dute) =
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Mas aun,
WA M = [ Ja@P L@ duta)

_ / o) dte)
> (lalle — <) u(A: N Vi),

de donde || M, f||2 > [|a| — € para todo € > 0, luego || M, || > | a||,, y finalmente
[ Mol = [l als- u

Artimética de los operadores de multiplicacién en L*(X, p)
Sea a € L*(X, ), denotemos por @ a la funcién a(x) = a(z). La siguiente proposicién
enuncia algunas propiedades del simbolo del operador de multiplicacién en L*(X, p).

Proposicién C.15 (Propiedades del simbolo del operador de multiplicacién en L?(X, 1))
Sean a,b € L>®(X,u) y A € C, entonces:

a) Ma+b = Ma + Mb.
b) AM, = My,.
C) MaMb = Mab-

d) M: = M.

Demostracién. Sean a,b e L®(X, ), A€ Cy f,g € LA(X, p).
a) Moyp f=(a+b)f =af +bf =Mf+ Mpf = (Mo + M,)f.
b) AMof = Maf) = (Aa)f = Myaf.
c) (MaMy)f = a(bf) = (ab)f = Ma, f.
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d) Notemos que

(M:f.g) = (f. M) /f /f ya(@) 9(x) du(z)
- /X a(e)f () 9(@) dpu(x) = /X Mof(z) 9(@) du(z) = (M f . g,

para todo f,g € L*(X, ), luego M* = M. |

Invertibilidad del operador de multiplicacién en L?(X, )

Proposicién C.16 (Criterio de invertibilidad del operador de multiplicacién en L*(X, p)).
Sea a € L>®(X, ). El operador de multiplicacion M, es invertible si y sélo si 0 ¢ R(a),

donde R(a) es el rango esencial de a.

Demostracion. Recordemos que el rango esencial de la funcién a se define como el conjunto
R(a)={z€C :Ve>0, pla'(B(z¢e))>0}.

Supongamos que 0 ¢ R(a), entonces existe g9 > 0 tal que pu(a™!(B(0,&0))) = 0. Denotemos
por D al conjunto a~'(B(0,&p)). Definamos ahora la funcién b : X — C tal que b(z) =
1/a(z)siz € X\D,yb(x) =0sixz € D. Esclaro que ab = 1pu—c.t.p., donde 1 es la funcién
constante de valor 1. Ademds, para todo z € X \ D, |a(z)| > €o, luego |b(x)| < 1/g¢ 1 —
c.t.p., de donde b € L*°(X, uu). Se tiene entonces que M, M, = MyM, = 1 p—c.t.p. Aunque
este inverso no es unico (pues variando un poco el valor de gy obtendremos funciones b
diferentes), si es esencialmente tnico, es decir que si construimos otra funcién ¥’ tal que
M,My =1, entonces b = b p — c.t.p.

Ahora supongamos que 0 € R(a). Entonces, para todo & > 0, u(a=*(B(0,¢))) > 0. Fijemos
e > 0y denotemos por E al conjunto a~!(B(0, ¢)). Como u es o—finita, existe una coleccién
numerable y disjunta de subconjuntos de X con medida finita que forman una particién

de X. Digamos que X = |J Y,, y escojamos m € N tal que 0 < u(ENY,,) < 4o0.
neN
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Definamos la funcién f: (X, pu) — C como

Fo 1eny,, ‘
Vi(ENYy)

Se tiene que

1
/le|2 dp = W(ENY,) /R 11gny, (2)|? dp(z) = 1 < 400,

de donde f € L*(X,pu) v || f |l2 = 1. Notemos que si z € ENY,,, entonces a(z) € B(0,¢),

es decir |a(z)| < e. Ademds tenemos que

1M1= [ lo@Pf@)F due) = o [ o) duta) <&

es decir | M,f|2 < e para ¢ > 0 arbitrario. Por el lema [C.9 el operador M, no es

invertible. [ |

El espectro del operador de multiplicacién en L*(X, )

Finalmente, el espectro del operador de multiplicacién en L?*(X, i) se expresa a través del
rango esencial del simbolo, tal como lo enuncia la siguiente proposicién. Los detalles sobre

el rango esencial de una funcién son estudiados en el Apéndice [B] de esta tesis.

Proposicién C.17 (Espectro del operador de multiplicacién en L*(X, 1))
Sea a € L*(X, ). Entonces

Demostracion. Supongamos que A € Sp(M,), entonces el operador N1 —M, = My;_, no
es invertible. Por la proposicion [C.16, 0 € R(A1 — a), es decir que para todo € > 0,

(A1 —a)"'(B(0,¢))) > 0.

Sea x € (A1 —a)"!(B(0,¢)), entonces (A1 — a)(z) € B(0,¢), es decir |\ — a(z)| < €. Esto
quiere decir que a(z) € B(\,¢), es decir que x € a~*(B(\, ¢)).
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Podemos concluir de ahi que (A\1—a) " (B(0,¢)) C a ' (B(\, €)). Como pu((A\1—a)~*(B(0,¢))) >
0, por la monotonia de la medida, p(a='(B(\,€))) > 0. Como ¢ es un real positivo arbi-
C

trario, A € R(a). En consecuencia Sp(a) C R(a).

Sea ahora x € a=*(B(\,a)), entonces |\ —a(z)| < €, o equivalentemente (A1 —a)(z)| < €.
Esto significa que (A1 — a)(z) € B(0,¢), o bien que z € (Al — a)"}(B(0,¢)). Asi que
finalmente (A1 — a)~'(B(0,¢)) = a }(B(),¢)), lo que hace reversible el razonamiento

anterior. Se sigue que R(a) C Sp(a), y en conclusién R(a) = Sp(a). |

131






Apéndice D

Sobre las convoluciones

Este apéndice tiene como objetivo mostrar algunos resultados sobre la densidad de la
imagen de las convoluciones en C,(R). En la Seccién se estudian algunas propiedades
de las funciones uniformemente continuas y mostramos un criterio para determinar si una
funcién es uniformemente continua a partir de su médulo de continuidad. En la Seccion
se estudian las propiedades artiméticas de las convoluciones y se muestran algunos
resultados sobre la convergencia de convoluciones en espacios de funciones integrables.
Se muestra, finalmente, que el conjunto de convoluciones de una funcién integrable que
cumple la condicion de Wiener con funciones esencialmente acotadas es un subconjunto

denso del algebra C* de las funciones uniformemente continuas.

Los resultados reunidos en este apéndice se encuentran en [GasWit] y son expuestos de

manera resumida en [HutMaxMis, HutHut].
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D.1. Sobre las funciones uniformemente continuas

Continuidad puntual y uniforme

Recordeos brevemente las definiciones de continuidad puntual y continuidad uniforme de

funciones real-valuadas.

Definicién D.1 (Continuidad puntual). Se dice que una funcién f : R — C es continua
en un punto xy € R si para cualquier € > 0 existe 6 > 0 tal que si |z — x| < ¢ entonces
|f(xz) — f(zo)|] < e. Diremos también que la funcién f es puntualmente continua en R si

es continua en cada punto xy € R.

En la definicién anterior § depende tanto de € como del punto xy. Cuando ocurre que &
no depende del punto zy se dice que la funcion es uniformemente continua. Formalmen-

te:

Definicién D.2 (Continuidad uniforme). Se dice que la funcién f : R — C es unifor-
memente continua en R si para cualquier € > 0, existe 6 > 0 tal que para =,y € R con

|z —y| < 0, se tiene que |f(x) — f(y)| < e.

La continuidad uniforme implica la continuidad puntual, pero no al revés. Por ejemplo,
la funcién f : R — R, x — 2? es puntualmente continua en R pero no uniformemente
continua. En efecto, sean € > 0y § > 0. Si ¢ < §?/8, entonces tomemos z =0y y = §/2,

asi |x —y| =0/2 < 6, pero

Por otro lado, si ¢ > §?/8, tomemos x = (8¢ — 6%)/40, y y = x + §/2. Se tiene que
|z —y| =0/2 < 0, sin embargo

[f(@) = f)l = |2* =y’ =

_ 8 — o2 5_5_2
a 46 4
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En consecuencia f no es uniformemente continua en R. Sin embargo se tienen un par de
resultados que garantizan la continuidad uniforme de una funciéon puntualmente conti-

nua.

Proposicién D.3 (Continuidad uniforme en conjuntos compactos). Sea K un conjunto
compacto en R y f: K — C puntualmente continua en K. Entonces f es uniformemente

continua en K.

Proposicién D.4 (Extensién de una funcién uniformemente continua a un intervalo ce-
rrado y acotado). Sean a,b € R, y f : [a,b] — C uniformemente continua en el intervalo
semiabierto |a,b] y continua en a. Entonces f es uniformemente continua en el intervalo

cerrado [a,b], es decir, existe una unica extension continua de f al intervalo [a,b].

En otras palabras, esta proposicién dice que es posible externer a intervalos cerrados el
dominio de funciones uniformemente continuas. Notemos ademas que no se puede reem-
plazar la condicién de continuidad uniforme en |a, b] por continuidad puntual. Sirva como
ejemplo la funcién = — 1/z, que es continua en el intervalo |0, 1] pero no uniformemente
continua. Esta funcién no estd definida para = = 0, e incluso definiendo f(z) = 1/z si
x €]0,1] y f(0) = xq, con xy cualquier real, la funcién f no es continua y en consecuencia

no es uniformemente continua en [0, 1].

El modulo de continuidad

Definiciéon D.5. Sea f : R — C una funcién. Definimos el mddulo de continuidad de f

como el real positivo extendido
wr(0) :==sup{|f(z) = fW)] : vy R, [z —y[<d}.

La siguiente proposicion es una caracterizacién de las funciones uniformemente continuas

a partir de su médulo de continuidad.

Proposicién D.6 (Criterio de continuidad uniforme). Sea f : R — C wuna funcion,

entonces [ es uniformemente continua en R si y solo si Elsim wy(6) = 0.
—0
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Ejemplo D.7. La funcién f : R — R, x — x es continua en R. Si z,y € R son tales que
|z —y| <9, se tendrd que |f(z) — f(y)] = |z — y| < I, de modo que ws(d) < J, de ahi que

wr(6) — 0 cuando 0 — 0. En consecuencia f es uniformemente continua en R.

Ejemplo D.8. La fucnién f : R — R, z +— 22 es continua en R pero no uniformemente
continua, como ya hemos mostrado. Esta prueba se simplifica utilizando el mdédulo de
continuidad. Notemos que para cada 6 > 0, existe x € R tal que z > 1/4. tomemos

y=x+3/2, entonces |z — y| = §/2 < 4. Sin embargo

§ (1 9 1 &2
—_ g 2 —_ 2 — —_ . _ — . — —_ = — _
[f(2) = f)l = la” =yl = |z =yl |z +yl = 3 (5+2) 5T
de modo que para cada § > 0, ws(d) > 1/2. Es claro que wy(d) no converge a cero cuando

0 — 0, luego f no es uniformemente continua en R.

Incluso es posible mostrar que dado § > 0, el conjunto { |f(z) — f(y)| : z,y €R, |z —y| <d}

no es acotado, y en consecuencia wy(d) no converge a cero cuando § — 0.

Sea Cy(R) := { f € R® : fes uniformemente continua en R } El conjunto C,(R) forma

un algebra C* respecto a la norma infinito y la conjugacién.
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D.2. Densidad de la imagen del operador de

convolucién en C,(R)

La convolucion en espacios de funciones integrables

Definiciéon D.9. Sean f,g : R — C, definimos la convolucion de f y g como la funciéon

f*g : R — C tal que para todo =z € R,
Fro@= [ f0) gt (0.1
R

La existencia de la convolucion de dos funciones depende en general de la convergencia de
la integral . Por ejemplo, si f = g = 1 (la funcién con valor constante 1), entonces
es claro que f x g no esta definida. A continuacién se enuncian algunas propiedades de
la convolucion de dos funciones cuando esta existe y algunas hipdtesis que garantizan la

convergencia de ([D.1)).
Proposicién D.10 (La convolucién en L'(R)). Sean f,g € L'(R), entonces
a) la convolucion f * g estd definida u—casi en todas partes y f g € L*(R).
b) la convolucién es un operador bilineal continuo de L'(R) x L*(R) en L'(R) tal que

I xglly <1 gll- (D.2)

Proposicién D.11 (La convolucién en L*(R)). Sean f,g € L*(R), entonces la convolucién

f *g estd definida p—casi en todas partes, es continua y acotada en R, y

1f*9 Nl <N Fll2ll g2 (D.3)

Los dos resultados anteriores pueden ser generalizados de la siguiente manera:

Proposiciéon D.12 (Desigualdad de Young para convoluciones). Sean p,q,r € [1,+0o0]
tales que é + % =1+ % Sean también f € LP(R) y g € LY(R), entonces fxg € L"(R) y

If gl <A, gl
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Como resultado particular de [D.12] se tienen las dos siguientes proposiciones:

Proposicién D.13 (La convolucién L' (R)* L%(R)). Sea f € L'(R) y g € L*(R), entonces
frg € L*(R) y
1 fxg lla<|fllillgll (D.4)

Proposicién D.14 (La convoluciéon L'(R) x L*°(R) ). Sea f € L'(R) y g € L>®(R),

entonces f x g converge absolutamente en L>®(R) y

gl <N 7ol (D.5)
Ademds fx g € Cy(R).

Una funcién f se dice de soporte compacto en R si el conjunto {z € R : f(z) #0} es

compacto. Definamos el conjunto
C.(R) := { f e R® : ftiene soporte compacto en R } .

Es facil ver que C.(R) C C,(R). Se tiene la siguiente proposicién:

Proposiciéon D.15. C.(R) es cerrado bajo convolucion.
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Propiedades aritméticas de la convolucién

La siguente proposicion trata de las propiedades algebraicas de la convoluciéon cuando ésta

existe, por ejemplo, en cualquiera de los casos mencionados en las proposiciones [D.10]

[D.11} [0.12, [D.13 y [D.14

Proposicion D.16. Sean f,g,h: R — C tales que las convoluciones fxgqg, fxh, g*h
y f*(g—+h) existen. Entonces:

a) fxg =gx[f (la convolucion es conmutativa).
b) fx(gxh) =(f*g)xh (la convolucion es asociativa).
c) fx(g+h) =f*xg + fxh (la convolucion es distributiva).

d) supp(f * g ) C clos(supp(f) + supp(g))

Sobre las sucesiones de Dirac
Definicién D.17. Una sucesion (p,)neny € L'(R) se llama sucesidn de Dirac si cumple
las siguientes condiciones:

SD1. Paratodon e Ny z € R,

SD2. Paratodon € N

SD3. Para todo § > 0,
lim pn(z) dz = 0.

n—oo
lz|>d

El conjunto de las sucesiones de Dirac forma una subclase de aproximaciones de la iden-

tidad en L'(R).
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En el siguiente ejemplo, hemos denotado por D(R) a la clase de las funciones continuas
infinitamente diferenciables de soporte compacto. Los siguientes son ejemplos de sucesiones

de Dirac:

Ejemplo D.18 (Nucleo de Cesaro-Fejér). Para cadan € Ny z € R, sea

_ sen(nmx)?

Fale) = nm2x?

La sucesién (F,)° ; es una sucesiéon de Dirac en L'(R), denominada el nicleo de Cesaro-
Fejér en R. Ademés para cada n € N, la transformada de Fourier de F;, tiene soporte
compacto. En efecto,

_ 1_%7 |t‘ §n7
Folt) =

0, otro caso.

Ejemplo D.19. Tomemos la funcién p € D(R) definida para cada x € R como

1 _ 1

—e =22 8 |z <1,
ple) =4 ¢

0 si x| > 1,

donde

1 1
c:/ e 1-22 dx.
-1

Tomemos ahora la sucesion (p,)neny € D(R) definida para cada n € N como

pn(x) = np(nz).

Esta es una sucesién de Dirac.
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Aproximaciones de la identidad

Diremos que una funcién K € LY(R) cumple la condicion de Wiener si K(z) # 0 para
todo x € R.

Proposicién D.20 (Doconvolucién en L' (R)). Sea K € L*(R) tal que cumple la condicién
de Wiener. Entonces existe una sucesion (¢, )neny C LY (R) tal que la sucesion (K * @, )nen

es una sucesion de Dirac.

Demostracion. Sea (p)nen €l nicleo de Cesaro-Fejér en R descrito en el ejemplo|D.18| Por
el Lema de division de Wiener [ReiStel Lema 1.4.2], para cada n € N, existe una funcién
¢on € LY(R) tal que K x ¢ = p,. [ |

Lema D.21 (Sucesiones de Dirac como unidades aproximadas para la convolucién en
L'(R)). Sea K € L'(R) y (pn)nen una sucesion de Dirac, entonces (K * p, Jnen converge
a K en L'(R), es decir

lim || K+, — K, = 0.

Lema D.22 (Aproximacién de una funcién uniformemente continua mediante sucesiones
de Dirac). Sea K € Cy(R) y (pn)nen una sucesion de Dirac. Entonces (K % py )nen converge

uniformemente a K, es decir
lim || K *p, — K| =0.
n—0o0
Proposicién D.23. Sea K € L'(R) tal que cumple la condicién de Wiener. Entonces el

conjunto G ={ K *o : 0 € L*(G) } es un subconjunto denso de C,(R).

Demostracion. Tenemos por la proposicién [D.14] K x o € C,(R), luego G C C,(R). Sea
o € Cu(R), tomemos (p,,)nen, la sucesién descrita en el ejemplo [D.18] y (¢ )neny € LH(R)

tal que para K * ¢, = p,. Definamos para cada n € N, f,, = ¢ % o, entonces
Kxf, =Kx(pxo) =(K*xp)*x0 =p,*0.

Como (pn)nen es una sucesiéon de Dirac, por el lema|D.22| p, * o converge uniformemente

ao. ]

141






Bibliografia

[Araaya] Araaya, T. K. (2003): The symmetric Meizner-Pollaczek polynomials. Uppsala
dissertations in Mathematics 27. 70 pp. Uppsala. ISBN 9150616811.

[Conway| Conway, J. (1985) A Course in Functional Analysis. Graduate Texts in Mat-
hematics 96, Springer New York, ISBN: 9783540960423.

[Daub] Daubechies, I. (1992), Ten Lectures on Wavelets CBMS-NSF Regional Confe-
rence Series in Applied Mathematics. ISBN: 9780898712742.

[EsmMax| Esmeral, K.; Maximenko, E. (2016): Radial Toeplitz operators on the Fock
space and square-root-slowly oscillating sequences. Complex Anal. Oper. Theory, 10:7,
1655-1677. DOI: 10.1007/s11785-016-0557-0

[GasWit] Gasquet, C.; Witomski, P. (1998), Fourier Analysis and Applications. Filte-
ring, numerical computation, wavelets. In series: Texts in Applied Mathematics, Vol.
30, Springer Science. (ciudad). ISBN-13: 9780387984858.

[GraRyz| Gradshteyn, I. S.; Ryzhik, I. M. (2007): Tables of Integrals, Series and
Products Tth. Edition, Academic Press, Elsevier, San Diego.

[GroMorPau| Grossmann, A.; Morlet, J.; Paul, T. (1985), Transforms associated to
square integrable group representations. I: General results, J. Math. Phys. 26, 24732479.

[HutMaxMis] Hutnik, O.; Maximenko, E.; Miskova, A. (2016), Toeplitz localization
operators: spectral functions density. Complex Anal. Oper. Theory, 10:8, 1757-1774.
DOI: 10.1007/s11785-016-0564-1

[HutHut] Hutnik O.; Hutnikova M. (2011): On Toeplitz localization operators. Arch.
Math. 97, 333-344 DOI: 10.1007/s00013-011-0307-5.

143



[Inoue] Inoue, H (2014): Ezpansion of Dirichlet L—functions on the critical line in

Meixner-Pollaczek polynomials. E-print: arXiv:1412.1220v1.

[KoeLesSwa] Koekoek, R.; Lesky, P.; Swarttouw, R. (2010): Hypergeometric Ort-
hogonal Polynomials and Their q—Analogues. Springer Monographs in Mathematics,
Springer-Verlag. ISBN 9783642050145.

[Koor] Koornwinder, T. (1989): Meizner-Pollaczek polynomials and the Heisenberg al-
gebra. J. Math. Phys. 30(4), 767-769.

[Lang Al] Lang, S. (2002), Algebra. Springer-Verlag New York. ISBN 978-0-387-95385-4.

[Lang An] Lang, S. (1997), Undergraduate Analysis. Springer-Verlag New York. ISBN
9780387948416.

[MarAlv] Marcellan, F.; Alvarez-Nodarse, R. (2001): On the “Favard Theorem” and
its extensions. J. Comput. Appl. Math. 127(1-2), 231-254.

[PerWar| Pereyra, M. C.; Ward, L.A., (2012), Harmonic Analysis. From Fourier
to Wavelets. In series: Student Mathematical Library 63. TAS/Park City. ISBN
9780821875667.

[Pinsky] Pinsky, M. A. (2002), Introduction to Fourier analysis and wavelets. Gra-
duate studies in mathematics; v. 102. American Mathematical Society. ISBN-13:
9780821847978.

[ReiSte] Reiter, H.; Stegeman, D. (2001): Classical Harmonic Analysis and Locally
Compact Groups. 2nd Edition, Oxford University Press, Oxford. ISBN: 9780198511892.

[Rocha] Rocha, J. (2013), Un primer curso de integracion de Lebesgue en Rn. Instituto
Politécnico Nacional. México, DF. ISBN 9786074143881.

[Rotman] Rotman, J. (1995) An Introduction to the Theory of Groups, In series: Gra-
duate Texts in Mathematics 148, Springer-Verlag New York. ISBN: 9781461286868,

[Royden| Royden, H. (1988) Real analysis. Collier Macmillan, ISBN: 9780024041517

144



[Rudin FA] Rudin, W. (1991) Functional analysis McGraw-Hill Education, Michigan.
ISBN-13: 9780070995581.

[Rudin MA] Rudin, W. (1976), Principles of mathematical analysis. International series
in pure and applied mathematics. McGraw-Hill, (ciudad). ISBN 9780070542358.

[Vasil] Vasilevski, N. L. (2008): Commutative Algebras of Toeplitz Operators on the
Bergman Space. Series: Operator Theory: Advances and Applications, vol. 185,
Birkhéuser, Besel. ISBN: 9783764387259.

[Wongl] Wong, M. (2003), Localization operators on the affine group and paracommuta-
tors. Progress in Analysis, I. Proc. 3rd Intern. ISAAC Congress. 663-669.

[Wong2] Wong, M., (2002), Wavelet Transforms and Localization Operators. Birkhduser
Basel. ISBN 9783034894784.

[Zhu] Zhu, K. (2007) Operator theory in function spaces. Mathematical Surveys and
Monographs 138, AMS, ISN: 9780821839652.

145



	Prefacio
	Introducción
	El grupo afín positivo
	Transformaciones afines
	El grupo afín positivo
	Otras representaciones del grupo afín positivo
	Acción del grupo afín positivo sobre L2(R)
	Medidas de Haar sobre el grupo afín positivo

	La transformada de ondícula continua
	La transformada de ondícula continua
	Propiedad isométrica de la transformada de ondícula
	Ondículas
	Isometrías lineales
	Estados coherentes y núcleos reproductores
	La imagen de la transformada de ondícula
	La transformada inversa de ondícula
	Factorización del operador W y la proyección ortogonal

	Los operadores de localización
	Los operadores de localización
	Diagonalización del operador de localización
	Un ejemplo numérico
	El álgebra C generada por operadores de localización con símbolos en (G)

	La transformada de Fourier en L2(R)
	La transformada de Fourier en L1(R)
	La transformada de Fourier en S(R)
	Densidad de S(R) en L2(R)
	La extensión de la transformada de Fourier al espacio L2(R)
	Los operadores de conjugación y reflexión

	El rango esencial
	Definición y propiedades topológicas
	Rango esencial de funciones continuas
	Rango esencial y supremo esencial
	Rango esencial y operadores aritméticos
	Aplicaciones

	El operador de multiplicación
	El operador de multiplicación en Cn
	El operador de multiplicación en 2(N0)
	El operador de multiplicación en L2(X,)

	Sobre las convoluciones
	Sobre las funciones uniformemente continuas
	Densidad de la imagen del operador de convolución en Cu(R)

	Bibliografía

