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Traslaciones, dilataciones y transformaciones afines

Traslaciéon por a € R Dilatacién por A € RT
R — R R — R
r = x+a T = Az

Transformacién afin positiva 4, ,
(AeRT, a eR)

R — R
r = Ax+a




Composicion de dos transformaciones afines:

Ara oAy = Axprita




Composicion de dos transformaciones afines:

Ara oAy = Axprita

Observacion:
Arp = Ir
-1
A7a' - A%v_%



El grupo afin positivo

Aye +— (Na)eRTXxR=G



El grupo afin positivo

Ayy +— Ma)eRTXxR=G

)

Ay «— (1,0)



El grupo afin positivo

Aye +— (Na)eRTXxR=G

Ay «— (1,0)
AyaoA,,=A e — (Na):(1,0) = (AN, Ab+a)



El grupo afin positivo

A, — (A
Ay «— (1,0)
A}\,(l © A/1,l1 = A)\//,)\b—i—a A ()‘a CL) : (/15 b)
1
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El grupo afin positivo

Aye +— (Na)eRTXxR=G
Ay «— (1,0)
AyaoA,,=A e — (Na):(1,0) = (AN, Ab+a)
1 a
-1 _ 1 _ -
AA,a_Ai I (\a)” ()\ )\)

(G, -) es un grupo

(G =R* xR)



Accién del grupo G sobre L2(R)



Accién del grupo G sobre L2(R)



Accién del grupo G sobre L2(R)

¢<x;u) VzeR.

v € LA(R)
(Na)eG

-

} — ¢/\Jl(m) =



Accién del grupo G sobre L2(R)

¢<x;“) Vi €R.

v € LA(R)
(Na)eG

-

} — ¢/\‘(1(-T) =

[0l = 114 ll2




Accién del grupo G sobre L2(R)

) Vel

(0 GLQ(R) 1 T —a
(Na)eG }_>¢/\‘”($):ﬁ¢< A
[0 lle =112
Obs: Yo =



Accién del grupo G sobre L2(R)

) € L*(R)

(\a)€G }_%¢“@0:5%¢<x;”) Vo e R
[Vralle =11 ll2
Obs Yo = P

Y1, = Vi (Ox)
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Una medida de Haar izquierda en G

d\da

dl/L = )\2




Una medida de Haar izquierda en G

vy, es una medida invariante bajo traslaciones por la izquierda:

Z/L((/)\H (I)X) = VL(X)



Ondicula (def)

Es una funcién ¥ € L}(R) N L?(R) tal que
(Condicién de admisibilidad)

T (Aa)|?
/H)\(’)’d)\:L V(/ER\{O}
R+



Ondicula (def)

Es una funcién ¥ € L}(R) N L?(R) tal que
(Condicién de admisibilidad)

/Wd)\:l, Vo eR\ {0}

o equivalentemente

~

/\II d/\—/mj drA=1

R+




Fjemplo: ondicula sombrero mexicano

. 2 2 71932
0o = o (1-a7)

Y

-0,5



La transformada de ondicula continua

relativa a la ondicula ¥

(T-TOC)

Wy : LA (R) — L2*(G,vg)
W\I/f()\s”) = <f7 \II)\fu >L2(]R)



Ejemplo

& f(z) =sen(z) e 2’

& U sombrero mexicano



Ejemplo

&«  f(z) =sen(z) e 2’

& U sombrero mexicano

—0,5 4



Resultado de aplicar ¥-TOC a la funcién f




Comparacion entre algunas ondiculas hijas y la funcién f

Y
a
Y0,9,0,9 Uy
Ui31,3
0.5 +
Us 4
\\\ x
t t ——
= 1 2
ot N\
f(x) =sen(z)e
—0,5 +



U-TOC en términos de la transformada de Fourier



U-TOC en términos de la transformada de Fourier

) Flv..J¢ = /R\IJAT,,(x)e_Q’méd:c



U-TOC en términos de la transformada de Fourier

1) F,L]E) = / U, (2) e 2" dy

X — .
— U e—27rza:§ dz
R \/X ( A )




U-TOC en términos de la transformada de Fourier

1) F,L]E) = / U, (2) e 2" dy

T —a )
— _\I/ e—27rzw§dx
VAN ( A )
r=Ay+a
de = Ady




U-TOC en términos de la transformada de Fourier

1) ‘F[\IJ/\(I](é) = /\I}A B 27m'z§ dz
r —a .
= — —2mizé
R \/X ( A ) ¢ da

r=\y+a _ \/—/ \IJ —27r7, (My+a)é dy
de = Ady




U-TOC en términos de la transformada de Fourier

) F¥..¢6) = /\pM o= 2miTE J
r—a .
= — —2mizé
R \/X ( A ) ¢ da

r=\y+a _ \/—/ \IJ —27r7, (My+a)é dy
de = Ady

_ —27rzrt§/ —27ny (1) dy




U-TOC en términos de la transformada de Fourier

) F¥..¢6) = /\pM o= 2miTE J
r—a .
= — —2mizé
R \/X ( A ) ¢ da

r=\y+a _ \/—/ \IJ —27r7, (My+a)é dy
de = Ady

_ —27rzrt§/ —27ny (1) dy

= V2U(E) e 2mick




U-TOC en términos de la transformada de Fourier

) F¥..¢6) = /\pM o= 2miTE J
r—a .
= — —2mizé
R \/X ( A ) ¢ da

r=\y+a _ \/—/ \IJ —27r7, (My+a)é dy
de = Ady

_ —27rzrt§/ —27ny (1) dy

= V2U(E) e 2mick

FIVLJE) =T () e

20




U-TOC en términos de la transformada de Fourier

2) Waf(ha) = (f, 0..) = (f, Fl¥..])



U-TOC en términos de la transformada de Fourier

2) W\I’f()‘n) = <fa ‘11/\7r1> = <f7 f[qj/\.a]>

o~

= [F¥ e as



U-TOC en términos de la transformada de Fourier

2) Waf(ha) = (f, 0..) = (f, Fl¥..])

o~

= [F¥ e as

/ Ny : L2(R) — L%(G) /
Ny f(\€) = F(€)T1,(€)

1
PN




U-TOC en términos de la transformada de Fourier

2) W\I/f()‘n) = <fa ‘11/\7r1> = <f7 F[qj/\.a]>

= [F¥ e as

I R SN
N N =~ = A e a d
/ Nofoe - Fed @) = e Nefog e

1
PN



U-TOC en términos de la transformada de Fourier

2) Waf(ha) = (f, 0..) = (f, Fl¥..])

= [F¥ e as

VW VO] g
e = FO) = \,€) it g

U:1%G) — LQ(G)/
U=1wF!




U-TOC en términos de la transformada de Fourier

2) Waf(ha) = (f, 0..) = (f, Fl¥..])

= [F¥ e as

I R SN
N N =~ = A e a d
/ Nofoe - Fed @) = e Nefog e

1
PN

U:1%G) — LQ(G)/
U=1wF!

(UNgf )N a)



U-TOC en términos de la transformada de Fourier

2) Waf(ha) = (f, 0..) = (f, Fl¥..])

= [F¥ e as

VW VO] g
7 N \,€) it g

U:1%G) — L?(G)/
U=1oF!

Wy =U NgF

(UNgf )N a)




El operador Ny es una isometria



El operador Ny es una isometria
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El operador Ny es una isometria

= 2 d\da
| Nogliteey = [ [lo@Feo@] 50"

1
= /]g a (/ )\(1 (j\) da
+




El operador Ny es una isometria

= 2 d\da
| Nogliteey = [ [lo@Feo@] 50"
R Rt

_ /|g((1)‘2< ‘\/X\T;(A(I,)Qij) da

T 2
M (b\) da



El operador Ny es una isometria

= 2 d\da
| Nogliteey = [ [lo@Feo@] 50"
R Rt

_ /|g((1)‘2< ‘\/X\T;(A(I,)Qij) da

U 2
= /]g((/)\Q ﬂ(b\) da
R R+ .

= gl



El operador Ny es una isometria

= 2 d\ da
I Noglfee = //)g A)Wigla)) o

El operador Wy es isométrico




v-TOC

es isometria

WiWe = Ip
Py = WeW,,
(\II’Y)VGG es un sistema de estados coherentes

W\Ij (L2 (R)) es un espacio con nicleo reproductor



La proyeccién ortogonal en Wy (L?(R))
Py : L3(G) — L%(G)



La proyeccién ortogonal en Wy (L?(R))
Py : L2(G) — L2(G)

Pyw(p,b) = WeWgw(i,b)



La proyeccién ortogonal en Wy (L?(R))
Py : L2(G) — L2(G)

Pyw(,b) = WeWgw(p,b)
= < W\iw ) \IJ/M) >
= <U}, W‘I/\II/1.1)>



La proyeccién ortogonal en Wy (L?(R))
Py : L2(G) — L2(G)

Pyw(,b) = WeWgw(p.h)

= <W\9f/w \IJ/I)>
= w W\y\p/l,>

d\d
://w)\a /,),\Ib\a))\a

R R+



La proyeccién ortogonal en Wy (L?(R))
Py : L2(G) — LQ(G)

Pyw(p.0) = WeWgw(p,b)

= <W3£w Vn)
= 'IU Wq/\I/ >
= //’U,})\(L 7\I/Aa>d§2da
R R+
d\ da
Pyw( [ e a) (W, )=
R R+




(¥, )~ec como sistema de estados coherentes



(¥, )~ec como sistema de estados coherentes
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(U, ),ecc como sistema de estados coherentes

Vf,geLl*R) :
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G



(U, ),ecc como sistema de estados coherentes

Vf,geLl*R) :

(f,9) = (Wuof, Wag)

= /W\pf(w)Ww(w)dVL(w)
G

(Fogy = [ e, g)du)

G



(U, ),ecc como sistema de estados coherentes

Vf,geLl*R) :

(f,9) = (Wuof, Wag)

- /W\pf(”,»)W\IJQ(?’) dvr ()
G

(fr9) = /(f, U (v, g)dvn(n)

G

(¥,) e es un sistema de estados
coherentes en L2(R)




Wy (L%(R)) como espacio con niicleo reproductor



Wy (L%(R)) como espacio con niicleo reproductor

Vwe Wy (LER)) V4 eG :

w(y) = /w(ﬁ) (We, ¥ )dvr(§)

G



Wy (L%(R)) como espacio con niicleo reproductor

Vwe Wy (LER)) V4 eG :

w() = [wl©) (Ve, ) du(©)

G

Ntcleo reproductor en Wy (L%(R)):

Ko (6) = (0, )



Wy (L%(R)) como espacio con niicleo reproductor

Vwe Wy (LER)) V4 eG :

w() = [wl©) (Ve, ) du(©)

G

Ntcleo reproductor en Wy (L%(R)):
Ko () = (¥, W)

w(n’}):<w’ K“>
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Operadores de Localizacién

@ U (una ondicula)

& 7clL>®G)

LY :L2(R) — L%(R)

LY = Wi M, Wy




Los operadores Wq; y Py



Los operadores VNV\I; y ]5\1,

Wy : L2(R) — Wy (L2(R))
Waf = Waf



Los operadores VNV\I; y f’g,

Wy : L2(R) — Wy (LA(R)) Py L3G) — Wy(L2(R))
Wof = Wof Pyw = Pyw



Los operadores VNV\IJ y Py

We :L2R) — We(L2(R)) Py L3G) — Wy(L2(R))
Wef = Waf Pyw = Pyw

Operador de Toeplitz-Calderén
TY :L2(R) — L%(R)

TY = PyM, P;




Diagrama general

w,
T
L2(R) L2(G)

oy "
L2(R) L*(G)



Diagrama general

/WW\
2R owmA®) T LA(G)
Ly TY M,
2R OMIER) - LA(G)




Operadores de localizaciéon y Toeplitz-Calderéon

LY =W M, Wy



Operadores de localizaciéon y Toeplitz-Calderéon

LY = Wi M, Wy = Wi, PuM, Py Wy



Operadores de localizaciéon y Toeplitz-Calderéon

LY = Wi M, Wy = Wi, PuM, Py Wy

LY = W, TY Wy




Aplicaciéon de un operador de localizacién

flz) = e /32 sen(z) + %6—x2/128 cos(Hx)

)

0.5




F()‘7 a) = W\I;f()\, a) g(>‘7 CL) = M1[3’+OO[W\I/f()\, a)




Resultado de la aplicacién del operador localizacion




Comparacién 1

fi(z) = e /32gen(x) y hiz) = L‘II’]:H%[ f(x)

1

A 0.5
p— I f I I

Y

} . } } }
-10 W—G -4 2

. . . .
f f ; St
2 v 8 10



Comparacién 2

flz) = e=7"/32 sen(x) + %e*mz/us cos(bz) y h(x) = L‘ll’]3 . f(z)




Otros ejemplos

Y

0.5




Otros ejemplos




Diagonalizacion de los operadores de localizacién

[Hutnik inspirado por Vasilevski]
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Diagonalizacién de los operadores de localizacion

[Hutnik inspirado por Vasilevski]
Nuevas consideraciones:
& o(\a)=o0()\) e L®R) LY
o« Us=I10F Ho=0
o« UM, =M,U

= Wi M, Wy



Diagonalizacién de los operadores de localizacion
[Hutnik inspirado por Vasilevski]
Nuevas consideraciones:
- o(ha)=a() € LX(R) LY = WM
e Us=10F YHYo=0 = F*NLU*M,U Ny F
o« UM, =M,U



Diagonalizacién de los operadores de localizacion
[Hutnik inspirado por Vasilevski]
Nuevas consideraciones:
w o(00)=o(\) € L(R) LY = WM
o« Us=I10F Ho=0 = F*NyU*M,U NgF
o« UM,=MU = F*(NyM, Ng)F



El operador Ny y su adjunto

Ny : L2(R) — L2(G)

Nyg(h. a) = g(a) \TJ%’O((,)



El operador Ny y su adjunto

Ny : L2(R) — L2(G)

Nyg(h. a) = g(a) \TJ%’O((,) =V g(a) ¥(\a)



El operador Ny y su adjunto

Ny : L2(R) — L2(G)

Nyg(\, a) = ((,)@% () = VX g(a) T (a)

N 1 12(G) — L2(R)

O\, /\
Njw(a / w, 2)PA)



El operador N}, M, Ny : L2(R) — L3(R)

N$MU N\I/g(l) =



El operador N}, M, Ny : L2(R) — L3(R)

NyM, Nyg(z) = dA

/ M, Nyg(\, 2)T(\z)
PRVAN

R+



El operador N}, M, Ny : L2(R) — L3(R)

dA

* M, N\pg(A,{IJ)\/I}()\LL‘)
NyM, Nyg(x) = /
gl /\\/X

- (V7 ga) B () T ()
A

dA
R+



El operador N}, M, Ny : L2(R) — L3(R)

NyM, Nyg(z) = dA

/ M, Nyg(\, 2)T(\z)
PRVAN
R+

/ (VA g(z) T (\x) U(Az)
A W

.
_ (/a(A)W&\) g(x)




El operador N}, M, Ny : L2(R) — L3(R)

NyM, Nyg(z) = dA

/ M, Nyg(\, 2)T(\z)
PRVAN
R+

/ (VA g(z) T (\x) U(Az)
A W

.
_ (/a(A)W&\) g(x)




... de regreso a la diagonalizacion:

LY = F* N, M, Ny.F



... de regreso a la diagonalizacion:

LY = F* N, M, Ny.F

FL}F =My




.. de regreso a la diagonalizacion:

LY = F* N, M, Ny.F

FLYF =My

por lo tanto:

1L =17 Nl v Sp(LY) = clos(vy (R))



.. de regreso a la diagonalizacion:

LY = F*NyM, Ny.F

FL}F =My

por lo tanto:
LY | =17 le ¥ SP(LY) = clos(v) (R))

Hutnik O.; Hutnikova M.(2011): On Toeplitz localization operators.



Diagrama general para la diagonalizacion

Ny

L’(R) —— L’(R) —— L*(G) —— L*G)

LAR) o LA(R) o LAG) —p L(B)



Diagrama general para la diagonalizacion

Ny

L’(R) —— L’(R) —— L*(G) —— L*G)

L\II

=
=

L*(R) L*(R)

L2(G) « g LA(G)



Diagrama general para la diagonalizacion

Ny

L’(R) —— L’(R) —— L*(G) —— L*G)

Ly Mv}I’ M, M,
2 2 ’ 2 2
2(R) o TA(R) o (G) —p— 1X(G)



Funciones espectrales como convoluciones



Funciones espectrales como convoluciones
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Funciones espectrales como convoluciones

Nueva consideracion:

- |U(-t) = [T()]

W) = [onELat,



Funciones espectrales como convoluciones

Nueva consideracion:

- |U(-t) = [T()]

W = [ory Tk, / Ao /

d\ = —e " du



Funciones espectrales como convoluciones

Nueva consideracion:

- |U(-t) = [T()]

v (x) = /U(A)Md/\/ A;_

R+ d\ = —e " du

Ve = [ole)be ) d

R

/



Funciones espectrales como convoluciones

R+

Nueva consideracion:

-

()] = [2(2)

/U(/\)l\f[(/\T%)‘2 dA /

/ o (e )| B(e")? du

R

r=e
A=e ¥
d\ = —e " du

:}/‘(\?Za'*qu

/



Funciones espectrales como convoluciones

Nueva consideracion:

- |U(-t) = [T()]

e = [onEela Sl )

R+ d\ = —e " du

W) = [oleBEr)P du
R

’/}/;/Ia'*K\p

Esmeral, K.; Maximenko, E. (2016): Radial Toeplitz operators on the Fock space and

square-root-slowly oscillating sequences.



Densidad de las funciones espectrales

Teorema 1. Si FKy(§) # 0 para todo £ € R (condicién de Wiener),

entonces el conjunto
Gy ={oxKy : 0 € L®(R)}

es un subespacio denso de C,(R).



El algebra C* generada por los operadores de localizacion cuyo simbolo

generador depende sélo del parametro de escalamiento

- () = v l(2le))

Teorema 2. El 4lgebra C* generada por los operadores de localizacion
relativos a estas ondiculas cuyos simbolos generadores dependen sélo

del pardmetro de escalamiento es isométricamente isomorfa a C,(R).

Hutnik, O.; Maximenko, E.; Miskova, A. (2016), Toeplitz localization operators:

spectral functions density.
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