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Igualdad en la desigualdad de Young

El criterio presentado en esta seccion ocupa los siguientes lemas.
Lema 1. Sean p,q > 1 tales que % + % = 1. Entonces son equivalentes:
(a) v =,
(b) at =1,
(c) aP~ =b.
Demostracion. Para mostrar (a)<=>(b), basta tomar la raiz ¢-ésima o elevar a la potencia

q:
@’ = b — qi=b.

Por otro lado, tenemos

1
—+-=1<4= ==p-—1
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Con esto tenemos (b)<=(c):
a1 =b < a” ' =b. O
Lema 2. Sean p > 1, una funcion f: (0,400) — R dada por
F#) = (1= £77) + (p— 1)(1 — 1),

Entonces f(t) =0 si, y solo si t = 1.



Demostracién. Supongamos t = 1, entonces f(1) =(1—1"?)+ (p—1)(1—-1) =0

Ahora supongamos que f(t) = 0. Consideremos la derivada de la funcién,

() =@E-1"-1).

Notemos que sit < 1, entonces f'(t) > 0, por lo que la funcién serd estrictamente creciente.
Y sit > 1, entonces f'(t) < 0, por lo que la funcién serd estricamente decreciente. Por otro
lado, ¢t = 1 es un punto critico de la funcién, pues f'(1) = 0y por el criterio de la segunda
derivada se tiene que en ¢t = 1 se alcanza el méximo de la funcién pues f”(1) = —p(p—1).
Por lo tanto, f(t) =0sit=1. O
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Gréfica de la funcién f para p = 2

Proposicién 1 (igualdad en la desigualdad de Young). Sean p,q € (0,+00) tales que

2—17 + % =1, entonces para todo a,b € (0,+00) se tiene

Demostracion. Supongamos que a” = b?. Entonces

bqbq<11
P q
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Note que las ultimas igualdades se tienen por el Lema [I]

P aq
Ahora supongamos ab = S+ %.



Entonces se cumple:

qa? + pb?
pq

ab =

pqab — ga’ — pb? = 0

Como % + é =1, tenemos pq = p + ¢, y dividiendo la tiltima eprexion entre ab:

aP~1 pa—1
O=p+tq—g———p——
a

bq—l p—1
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Observemos que (p—1)(1 —q) =p+q—pg— 1= —1, y recordamos que § =p—1 por lo

que podemos reescribir

T (s RN (B (oo

Notemos que esta ultima igualdad es lo mismo que f (?) = 0, donde f es la funciéon del
aq

Lema [2| entonces tenemos % =1, luego b9 ! = a. Asi, por el Lema , al = bl O

Igualdad en la desigualdad de Holder

El criterio presentado en esta seccion ocupa la siguiente proposicion.

Proposicién 2. Sean (X, F, ) un espacio de medida, ¢, € M(X,F,Ry). Si > y
fX odp = fX wdp, entonces ¢ = p-c.t.p.

Teorema 1 (criterio de igualdad en la desigualdad de Holder). Sean (X, F, u) un espacio
de medida, p,q > 1 tales que % + % =1y f,ge M(X,F,Ry) tales que f € L? y g € LA.
Entonces son equivalentes:



(a)
/X Fadi = 11l gl
(v)
9t
17T~ Mol

(c) fP y g? son linealmente dependientes en el sentido c.t.p., es decir, existe a > 0 tal

que fP = ag? c.t.p.

p-c.t.p.

Demostracion. (a) = (b) Recordemos que

£l = ( / fpdu>p,

/ _ Jx Py
||f || Jx fpdu Jx frdu

Ademas, f vy g son funciones positivas. Luego

y por tanto

f
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de Young, por lo que se tiene

f(z) g(z) PU+ g'(x)
I Tglls = PTG allgly

Entonces , para toda x en X, p y ¢ cumplen las condiciones de la desigualdad

(1)

para toda x en X.

Por otro lado, partimos de

/ Fadye = 11711y 19lla
X
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luego
fP g?
1 1 f T dp f o i
/ f dj = /fgdu—l— +i= X T Jx Tl
x 1l ||9||q ||f||p||g||q P q

1P / g7 /( 1P g7 )
= [ ——du+ dp = + du,
[t [t = | G i

17 g1 )d
||f||p ||9||q /(p||f||p allgll) (2)

Por (1), (2) y por la proposicién [2} se obtiene

es decir

fg 9 Jetp
17T Toll, ~ pIFTE " llol ’

en otras palabras, en casi todos los puntos = de X, se tiene

fl) gl) _ fr@) | g'(x)
7l Tolle — IFIE " alloll (3)

Ahora, aplicando el criterio de igualdad de la desigualdad de Young a (3) se concluye

J? g*
A5 Nalld

w— c.t.p.
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(b) = (c) Basta tomar o =

Q|

(¢) = (a) Despejando f del inciso (c), se tiene que f = (agq)% c.t.p. Luego, sustitu-

yendo f en el lado izquierdo de la igualdad del inciso (a), y notando que de % +1=1se



sigue que % + 1 = q, se obtiene:

B g 1 441, 1 q
fgdp= | (ag')rgdp=ar [ grdu=ar [ ¢'dpu,
X X X X

/X fodu=ar /X gdp. (4)

Por otro lado, sustituyendo f en el lado derecho de la igualdad del inciso (a), se obtiene:

I1toll = ( | agtzdu); (/ quu)i (] quﬂy (| quu>;

es decir

es decir
1
171, liglly = o /X gdp. (5)

De (4) y (5) se obtiene el inciso (a).



