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Resumen

Las férmulas de Jacobi—Trudi implican que los menores de matrices de Toeplitz de banda se
pueden escribir como ciertos polinomios de Schur sesgados. En esta tesis proporcionamos férmu-
las para las particiones sesgadas correspondientes, en términos de los indices de filas y columnas
eliminadas de la matriz de Toeplitz de banda. Estas formulas son para matrices de Toeplitz de
banda generales, a diferencia de la formula publicada por Alexandersson (2012) para matrices
de Toeplitz triangulares. Ademas deducimos varias féormulas equivalentes para los cofactores y
vectores propios de matrices de Toeplitz de banda, algunas de ellas correspondientes a férmulas
publicadas por Trench en 1985.

Luego consideramos matrices de Toeplitz de banda simétricas, es decir, cuando su simbolo
generador es un polinomio de Laurent palindromo. Las raices del simbolo generador pueden
escribirse como 1, ...,x,, 7", ..., 2", por lo que aparecen naturalmente polinomios de Schur
sesgados en 2n variables, 1, ..., 2, 27", ... ,z ' llamadas alfabeto simpléctico. Esto nos motivo
a estudiar varias familias de polinomios simétricos evaluados en dicho alfabeto. Demostramos
qué polinomios simétricos evaluados en el alfabeto simpléctico se pueden escribir en términos
de variables tipo “Dickson-Zhukovsky” z; = z; + xj_l. hacemos este cambio para varias familias
de polinomios simétricos, por ejemplo polinomios de Schur simplécticos, polinomios de Schur
ortogonales, polinomios elementales, polinomios completos y sumas de potencias. Algunas de
estas familias han sido estudiadas por Elouafi (2014) y Lachaud (2016). En particular, nuestras
formulas se aplican a menores, determinantes y cofactores de matrices de Toeplitz de banda.
Mostramos la relacion entre formulas de Trench (1987) y Elouafi (2014) para los determinantes
de matrices de Toeplitz de banda simétricas y las formulas de Ciucu y Krattenthaler (2009)
acerca de la factorizacion de caracteres de grupos clasicos.

Mathematical Subject Classification: 15B05, 11C20, 15A09, 15A18, 05E05, 05E10.

Palabras clave: matriz de Toeplitz, menor, cofactor, eigenvector, polinomios simétricos, poli-
nomios de Schur sesgados, alfabeto simpléctico, polinomio palindromo, polinomio de Chebyshev.






Abstract

The Jacobi-Trudi formulas imply that the minors of banded Toeplitz matrices can be written
as certain skew Schur polynomials. In this thesis we provide formulas for the corresponding skew
partitions of the Schur polynomials in terms of the indices of the struck-out rows and columns
of the band Toeplitz matrices. These formulas are for general banded Toeplitz matrices, in
contrast to the formula published by Alexandersson (2012) for triangular Toeplitz matrices.
Then we deduce several equivalent formulas for the cofactors and eigenvectors, some of them
correspond to the ones published by Trench in 1985.

Furthermore we consider symmetric banded Toeplitz matrices, i.e. when the generating sym-
bol is a palyndromic Laurent polynomial. The roots of the generator symbol can be written as
T1,.. ., Tn,T] ..., 221, hence naturally arise skew Schur polynomials in 2n variables a1, ..., 7,
w7t ... ot called the symplectic alphabet. This motivated us to study several families of sym-
metric polynomials evaluated in such alphabet. We show that symmetric polynomials evalua-
ted in the symplectic alphabet can be written in terms of the “Dickson—Zhukovsky” variables
zj =1x; + azj_l. We show explicitly how this change of variables works for some families of sym-
metric polynomials, for instance, for the case of symplectic Schur polynomials, orthogonal Schur
polynomials, elementary symmetric polynomials, complete symmetric polynomials, and power
sums. Some of these families were studied by Elouafi (2014) and Lachaud (2016). In particular
our formulas can be applied to minors, determinants, and cofactors of symmetric banded Toe-
plitz matrices. We show the relation between Trench (1987) and Eloaufi’s (2014) formulas for
the determinants of symmetric banded Toeplitz matrices, and Ciucu and Krattenthaler’s (2009)
formulas for the factorization of classic group characters.

Mathematical Subject Classification: 15B05, 11C20, 15A09, 15A18, 05E05, 05E10.

Keywords: Toeplitz matrix, minor, cofactor, eigenvector, symmetric polynomials, skew Schur
polynomials, symplectic alphabet, palindromic polynomial, Chebyshev polynomial.






Introduccion

Esta tesis doctoral presenta resultados sobre:
» Menores de matrices de Toeplitz de banda y polinomios de Schur sesgados y

s Polinomios simétricos sobre el alfabeto simpléctico y su expresion en términos de las va-
riables de Dickson—Zhukouvsks.

A continuacion explicaremos la motivacion y estructura de nuestro trabajo.

Menores de matrices de Toeplitz de banda y polinomios de Schur ses-
gados

Las primeras férmulas exactas para determinantes de matrices de Toeplitz de banda fueron
encontradas por Widom [55] y por Baxter y Schmidt [6]. Trench [52, 53] descubrié otra férmula
equivalente para los determinantes, formulas exactas para la matriz inversa y para vectores
propios. Entre las investigaciones recientes sobre matrices de Toeplitz y sus generalizaciones
podemos destacar los articulos [5, 8, 9, 13, 21, 22, 23, 29| y los libros [11, 14, 15, 32] que
emplean métodos analiticos y contienen resultados asintéticos para determinantes de matrices
de Toeplitz, matrices inversas, distribucion de valores propios, etc.

De las formulas de Jacobi-Trudi es obvio que existe una conexiéon entre menores de matrices
de Toeplitz y polinomios de Schur sesgados. Sorprendentemente esta conexién no fue mencionada
en los trabajos previamente citados.

Gessel [31, Seccion 7] mostré que algunas funciones generadoras combinatorias se pueden
escribir como determinantes de matrices, sin mencionar explicitamente que se trataban de de-
terminantes de Toeplitz. Usando la formula de Gessel, Borodin y Okounkov [10]| expresaron el
determinante de Toeplitz general como determinante de Fredholm de un operador actuando en
el espacio de Hilbert ¢2. Tracy y Widom [51] usaron la férmula de Gessel para calcular distri-
buciones asintoticas relacionadas con objetos combinatorios. También observaron que el menor
localizado en la primera columna de la matriz de Toeplitz triangular [h;_x];x se puede escribir
como polinomios de Schur y expresaron las correspondientes particiones en términos de filas
seleccionadas.



Bump y Diaconis [17] estudiaron el comportamiento asintotico de menores de Toeplitz con
un numero fijo de filas y columnas eliminadas, cuando el orden del menor tiende a infinito.
Indexaron los menores con dos particiones, sin expresar la relacion de estas particiones y los
indices de filas y columnas eliminadas.

En su libro, Lascoux [38] defini6 funciones de Schur sesgadas s)/, como menores de una
matriz de Toeplitz triangular [hy_;];x v relaciond explicitamente las particiones A y p con los
indices de filas y columnas seleccionadas. Reiner, Shaw y van Willigenburg mencionaron la
misma relacion en su articulo [47] acerca del problema de coincidencia de polinomios de Schur
sesgados.

Alexandersson [1] mostré una nueva prueba combinatoria de la formula de Widom para
determinantes de matrices de Toeplitz, ayudandose del resultado auxiliar |1, Proposicion 3|,
escribe el menor de matrices de Toeplitz triangulares [ex_;];x como polinomios de Schur sesgados
Sa/8, con ciertas particiones o y 3 expresadas en términos de filas y columnas eliminadas.

Nuestro primer resultado consiste en dar de forma explicita las particiones sesgadas corres-
pondientes en términos de los indices de filas y columnas eliminadas de la matriz de Toeplitz de
banda. Con esto también presentamos varias féormulas equivalentes para los cofactores y vectores
propios de matrices de Toeplitz de banda.

Polinomios simétricos sobre el alfabeto simpléctico y su expresion en
términos de las variables de Dickson—Zhukovski

Muchas aplicaciones e investigaciones involucran matrices de Toeplitz simétricas 32, 11, 12,
8]. En particular, un objeto de estudio importante son matrices de Toeplitz de banda simétricas
generadas por polinomios de Laurent palindromos. Las raices de estos polinomios de Laurent,
equivalentemente, las raices de cualquier polinomio palindromo de grado 2n, se pueden escribir
COMO T1,..., Ty, xl_l, ...,z 1. Por ello nos interesa estudiar expresiones de la forma

P(xy,...,xp, 27t 2,

donde P es un polinomio simétrico en 2n variables, con la particularidad de que n variables
son reciprocas de las otras n variables. Trench [54] en 1987, Krattenthaler [35] en 1998, Ciucu
y Krattenthaler [18] en 2009 y Elouafi [22| en 2014, independientemente, encontraron formulas
eficientes para los determinantes de matrices de banda simétricas, que corresponden al caso
cuando P es un polinomio de Schur asociado a una particion de la forma A = (m") = (m,...,m).
Cabe mencionar que los autores llegaron a las mismas férmulas para determinantes usando
diferentes caminos y notaciones, que en esta tesis pudimos unir y relacionar, esto fue parte del
trabajo conjunto con Alexandersson, Gonzélez-Serrano y Maximenko [3] .

La férmula de Elouafi se ha usado en investigaciones sobre valores propios de matrices de

1

Toeplitz simétricas [5]. De hecho las “variables simplécticas” w1,...,Tn, 2], ..., 2, aparecen

n



naturalmente como valores propios de matrices simplécticas.

Estructura de la tesis

A continuacion presentamos una tabla de notacion para las familias de polinomios simétricos
que estaremos usando en la tesis.

Simbolo Familia

em polinomios elementales

h,, polinomios completos

o sumas de potencias

Sx polinomios de Schur

SD\ polinomios de Schur simplécticos
o) polinomios de Schur ortogonales

El siguiente diagrama muestra los capitulos de esta tesis y como se relacionan entre ellos.

s s

) L Polinomios simétricos
Polinomios simétricos | =

en alfabeto simpléctico

l |

Matrices de Toeplitz
de banda

Matrices de Toeplitz
de banda simétricas

NS

Ejemplo

En el Capitulo 1 describimos las familias de polinomios simétricos que estaremos usando
en la tesis asi como sus propiedades y relaciones entre ellos, para esto nos serviran resultados
auxiliares, uno de ellos, el teorema de Jacobi para menores complementarios, al cual le dedicamos
una seccion ya que de esta salen equivalencias para polinomios de Schur. Por tltimo estudiamos
polinomios de Schur sesgados, una generalizacion de polinomios de Schur, que nos ayudaran a
dar férmulas para menores de matrices de Toeplitz de banda.

Este capitulo nos ayudara a hacer la tesis més autocontenida. Los resultados de este capitulo
se pueden encontrar en |25, 27, 38, 41, 48|.



10

En el Capitulo 2 nos enfocamos en polinomios simétricos, pero ahora en el alfabeto sim-
pléctico. Para esto son ttiles los polinomios de Chebyshev, por lo cual empezamos recordando
algunas propiedades de estos para los cuatro tipos. Después estudiamos un poco de polinomios
palindromos y sus raices, que es lo que nos lleva al uso del “alfabeto simpléctico”. Escribimos
polinomios simétricos evaluados en variables palindromas considerando el alfabeto simpléctico,
como lo muestran la Proposiciéon 2.13 para el caso de polinomios elementales, la Proposicion 2.14
para polinomios completos y la Proposiciéon 2.15 para sumas de potencias. Esto nos lleva a de-
finir morfismos de &lgebras que van de &lgebras de polinomios simétricos en 2n variables a
algebras de polinomios simétricos en n variables, dando el Teorema 2.17 un resultado general
para cualquier polinomio simétrico. A continuacién describimos polinomios simétricos evaluados
en raices de polinomios palindromos y damos algunas propiedades similares a las dadas en el
Capitulo 1 para polinomios simétricos clasicos. Como estos siguen siendo polinomios simétricos,
los podemos expresar en términos de los polinomios simétricos clasicos, como lo muestran las
Proposiciones 2.24, 2.25. Por otro lado, es natural relacionar caracteres de grupos simplécticos
y ortogonales con ciertos polinomios de Schur, méas atn estos polinomios de Schur tienen una
formula bialternante que en este caso se relacionan con polinomios de Chebyshev, por esto es
natural definir ciertos cocientes “Schur—Chebyshev”. Por tltimo pasamos a estudiar los polino-
mios de Schur generales, evaluados en raices de polinomios palindromos, ya que estos son los que
usamos para dar férmulas para determinantes de matrices de Toeplitz de banda simétricas. En
este caso podemos definir polinomios de Schur por medio de férmulas anéalogas a las férmulas
de Jacobi-Trudi, sin embargo en este caso no tenemos férmula bialternante como en el caso
clasico, ver Nota 2.43.

Algunos resultados de este capitulo se pueden encontrar en [27|, algunos fueron inspirados
por [22].

En el Capitulo 3 estudiamos menores de matrices de Toeplitz de banda, tratando de com-
plementar a [1] mostrando que otros resultados clasicos de la teoria de matrices de Toeplitz se
pueden encajar, de manera natural, en la teoria de polinomios de Schur sesgados. Al tratar de
hacer un “puente” entre estas dos teorias, en esta tesis, nos quedamos mas del lado de matri-
ces de Toeplitz. Empezamos con una matriz de Toeplitz de banda general (no necesariamente
triangular a diferencia de [1]) generada por un polinomio de Laurent arbitrario a y expresamos
sus menores como cierto polinomio de Schur sesgado evaluado en las raices de a, dando de for-
ma explicita la particién correspondiente en términos de las filas y columnas eliminadas de la
matriz (ver Teorema 3.4). A partir de esto deducimos varias formulas para los cofactores en el
Teorema 3.13 y los vectores propios en el Teorema 3.18, ademas damos nuevas demostraciones
de las férmulas clasicas de Trench.

En el Capitulo 4 nos enfocamos en matrices de Toeplitz de banda simétricas, es decir que
estdn generadas por simbolos simétricos. Asi como en el Capitulo 3, relacionamos matrices de
Toeplitz de banda, en este caso simétricas, con polinomios simétricos, ahora evaluados en el
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alfabeto simpléctico. Escribimos menores, la adjunta, cofactores y vectores propios en térmi-
nos de polinomios simétricos. Escribimos en términos de polinomios simétricos los resultados
equivalentes de Trench [54] (determinantes de matrices de Toeplitz simétricas como polinomios
trigonométricos) y Elouafi [22]| (determinante de matrices de Toeplitz simétricas utilizando po-
linomios de Chebyshev de primer, segundo, tercer y cuarto orden).

Los resultados de este capitulo se pueden encontrar en [3], trabajo conjunto con Alexanders-
son, Gonzéalez-Serrano y Maximenko, en la presente tesis se hace un estudio mas amplio de las
relaciones que hay de los trabajos previamente hechos y se presentan més detalles de algunas
formulas.

Por dltimo, en el Capitulo 5 presentamos tres ejemplo que ilustra los resultados del Capitulo 3
y el Capitulo 4. El primer ejemplo ilustra las aplicaciones de las féormulas para el determinante de
una matriz de Toeplitz tridiagonal asi como las entradas de la adjunta, para dar férmulas para las
entradas de la inversa. A partir de la matriz inversa construiremos una matriz aproximadamente
inversa ya que para el estudio de valores y vectores propios de forma asintotica es méas comodo
trabajar con féormulas aproximadas.

El segundo ejemplo esta basado en [9] y [12], la principal diferencia es que trabajamos con
formulas exactas hasta llegar a formulas asintoticas. Y asi podemos considerar el método del
punto fijo con precisién arbitraria. En la Nota 5.21 mostramos la ventaja en cuanto a tiempo
computacional para calcular valores propios con las formulas obtenidas para este ejemplo.

El tercer ejemplo al igual que el segundo ejemplo presenta una matriz pentadiagonal simétrica
pero en este caso el simbolo generador tiene cuatro intervalos de monotonia, en este caso no
se conoces formulas sencillas para los valores y vectores propios, sin embargo aplicando los
resultados del Capitulo 4 podemos obtener el polinomio caracteristico de forma sencilla. Este
ejemplo sirve como base para trabajos futuros para estudiar valores y vectores propios para
matrices de Teoplitz pentadiagonales cuyo simbolo tenga cuatro intervalos de monotonia.

Hemos programado aproximadamente 3000 lineas de codigo en Sagemath [49] de comproba-
ciones numéricas y simbolicas para los resultados obtenidos en los Capitulos 2, 3 y 4. Estos pro-
gramas se encuentran en http://www.egormaximenko.com /programs/tests palindromic.html y
http://www.egormaximenko.com /plots/Toeplitz_minors.html

Publicaciones derivadas del doctorado

Los resultados de este trabajo de tesis se recopilan en dos articulos. El primer resultado
principal, presentado en el Capitulo 3 se encuentra, en [43|, una revista JCR, con cuartil Q2. El
segundo articulo [3] esta en revision, escrito en colaboracion con Per Alexandersson, Luis Angel
Gonzalez-Serrano y Egor Maximenko. Este trabajo recopila los resultados de los Capitulos 2 y
4. Si bien en el trabajo conjunto todos participamos, se podria resaltar mi participacion en las
Proposiciones 2.14, 2.24, 2.41 y 4.7.
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En la tesis no se incluyen resultados parciales, obtenidos en conjunto con Maximenko, sobre
la formula de Szeg—Widom para el caso de las matrices de Toeplitz de banda y sobre las recu-
rrencias lineales y su conexiéon con polinomios de Schur. Continuaremos con estas investigaciones

en un futuro.



Capitulo 1

Polinomios simétricos

Este capitulo estd enfocado al estudio de ciertos polinomios simétricos. Cabe mencionar que
la mayoria de los resultados aqui presentados se pueden encontrar en diversos libros clésicos
sobre polinomios simétricos, por ejemplo en [25, 27, 38, 41, 48]. El propdsito de incluir aqui
estos resultados es para hacer autocontenida la tesis y en algunos casos dar demostraciones més
detalladas.

A continuacién presentamos un diagrama que muestra el orden en el que se estudian las
familias de polinomios simétricos, incluidos en este texto, los cuales son polinomios simétricos
elementales, polinomios simétricos completos y suma de potencias. Los primeros dos se emplean
para definir polinomios de Schur y Schur sesgados, asi como el estudio de particiones y el
Teorema de Jacobi.

13
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simétricos

Completos
h,,

Polinomios

Sumas de

Elementales
€m

potencias
Pm

Schur
»  sesgados

>< 1
Particiones Teorema
A de Jacobi

Empezaremos introduciendo particiones enteras y diagramas de Young. Posteriormente pa-

saremos al estudio de los polinomios antes mencionados, cabe decir que estos forman un conjunto
generador para el algebra de polinomios simétricos homogéneos.

Por otro lado la familia de polinomios de Schur, la cual ha sido ampliamente estudiada,
forma una base el espacio vectorial de polinomios simétricos. De estos revisamos definiciones
equivalentes a través de polinomios elementales, completos, cociente de determinantes y usando
diagramas de Young.

Por 1ltimo, nos dedicamos al estudio de polinomios de Schur sesgados. Con el objetivo de
mostrar relaciones entre la férmula de Jacobi—Trudi para polinomios de Schur sesgados y la
formula de Jacobi—Trudi dual o férmula Néagelsbach—Kostka, recordamos el teorema de Jacobi
para menores complementarios.

Denotaremos por S, al grupo simétrico del conjunto (1,2,...,n)

Recordemos la definicién de polinomios simétricos.

Definiciéon 1.1. Un polinomio P, en n variables, se dice simétrico si para cualquier permutacion
o € S,, tenemos que

P(l‘l, Lo, ... ,l‘n) = P(l‘a(l), Ia(2)7 e ,.I'U(n)).
Representemos esto mediante un ejemplo.

Ejemplo 1.2. El polinomio P, definido como P(z1, g, 23) = 22 +2x1 2o+ T3+ 20913+ 25+ 271 23,



Capitulo 1. Polinomios simétricos 15

es un polinomio simétrico. Por ejemplo si tomamos la permutacion o = (321) obtenemos

P(x3, 79, 71) = 25 + 20375 + 73 + 27971 + 77 + 22377

1.1. Particiones

Una particion es cualquier tupla A = (A1, Aa,...,\,) de enteros no negativos en orden
decreciente \; > A9 > ... > \,.

Denotaremos por potencias a las repeticiones de una particion. Por ejemplo, (53,3%) =
(5,5,5,3,3).

Los elementos \; se llaman partes de A. El ntimero de partes es la longitud de A\, denotado
por £(\); y la suma de las partes es el peso de A, denotado por |Al:

A=A+ Ao+ A

Denotemos por P al conjunto de todas las particiones, y por P,, al conjunto de las particiones
con a lo més n partes, es decir, P, = {\: £(\) < n}.

Para toda particion A = (Aq, ..., A,) denotamos por rev(A) la tupla (\,, ..., A;). Denotemos
por id,, la tupla identidad (1,2,...,n).

Las particiones también se pueden pensar como sucesiones decrecientes finitas.

A= (A1, ., A,0,0,..0).
La longitud en este caso se define como

((A) = A0 A # 0} = méx(j: A; #0).

1.2. Diagramas de Young—Ferrer

A cada particién se le puede asociar un diagrama. Formalmente se puede definir el diagrama
asociado a la particion A como el conjunto D(A\) = {(i,5) € N?: 1 < j < \;}. Para dibujar tal
diagrama adoptamos la convencion “inglesa”, donde la primer coordenada i crece si nos movemos
de arriba hacia abajo y la segunda coordenada j crece si nos movemos de izquierda a derecha.
Dicho diagrama se llama diagrama de Young

Ejemplo 1.3. Dada la particion A = (5,4,4, 1), su diagrama de Young (o diagrama de Ferrer)
asociado es

D) =
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Definimos el conjunto:
D={ACN? Aesfinito: YVa€ AVb<a,be A}.
Proposicion 1.4. Sea A € P, entonces D(\) € D.

Demostracion. Sean (j, k) € D(\) y (r,s) € N? tal que (r,s) < (4, k), de la definicién tenemos
kE < Xj. Como r < j, al ser A diagrama tenemos que A\, > \; y

s <k <\ <A\,
por lo que (s,r) € D(N). O
Definicion 1.5. Dado A € D, definamos para cada j € N
Ra; =A{k:(j,k) € A}
Lema 1.6. Si A € D, entonces para cada j € N
Ry;=A{1,....max(Ra;)} vy Ra;={1,....,#Ra;}
Demostracion. Sean (j, k) € Ay s <k, entonces (j,s) < (4, k) por lo que (j,s) € A. O

Proposicion 1.7 (Receta para recuperar una particion a partir de su diagrama). Dada A una
particion y A == D(X) su diagrama, entonces

N = #{k: (j, k) € A}.

Demostracion.

#{k: (j, k) € Ay = #{k: k < N} =#{1,... N} =\,

Proposicion 1.8. Al restringir el contra dominio de D a D. La funcion
D:P—7D

es biyectiva.

DY (A); = #{k : (j, k) € A},

Demostracion. Inyectividad: Sean A\, € P. Si D(A) = D(u). Para todo A € N:

A = #{k: (k) € DOV} = #{k: (i.k) € D(u)} = .
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Entonces \ = p.

Sobreyectividad: Gracias al lema anterior \; = max(R4 ;).
Para cada j € N, (j 4+ 1,\;11) € A, como A es diagrama, (j, Aj11) € A, esto es \j 11 € Ry ;.
Se tiene entonces

)‘j—I—l S méux(RA’j) = #RAJ' = )\j.
La condicién que A € D A es finito, implica que A es una sucesion finita. O

Dado A C N? se puede considerar el subconjunto transpuesto:
AT ={(k,j): (j.k) € A}.

Proposicién 1.9. Si A € D, entonces AT € D.

Idea de demostraciéon: Dados (r,s), (j,k) € A, se cumple que (r,s) < (j,k) si y sblo si
(s,7) < (k. j).
Definicién 1.10. Definimos la particiéon conjugada como

N=D"'(DNT").

La particion conjugada de X\, denotada por X, es aquella cuyo diagrama es el transpuesto
del diagrama asociado a A.

Proposicion 1.11. Las partes de la particion conjugada X' estdan dadas por

No=#{j: N > kY. (1.1)

Demostracion.

DN =#{j: (k.j) e DNy =#{j: (j.k) e DN} ={j: k < N\;}

Corolario 1.12.
N = méx(j: k< \)

Ejemplo 1.13. Por ejemplo el conjugado de A = (5,4,4,1), es ' = (4,3, 3,3,1) y su diagrama
es

N =

La siguiente proposicion muestra, a través de los diagramas asociados, que la conjugacion
de particiones tienen la propiedad involutiva
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Proposicion 1.14. Sea A\ € P, entonces

(V) =\ = A, (1.2)

Demostracion. Sea A = D()), entonces (AT)T = A. O

Definicién 1.15. Sean A, p dos particiones tales que A contiene a p (1 C ), es decir que
Aj > pj para todo j > 1, A la diferencia A — p se llama particion sesgada, lo denotaremos por
A/ y le asociaremos el conjunto diferencia de los dos diagramas.

Notemos que si la particion p de la definicidon es la particion cero, entonces tenemos que
ANp =M\

Ejemplo 1.16. Sean A\ = (5,4,4,1) y = (4,2,1), el diagrama sesgado es

Definicién 1.17. Un diagrama sesgado es una tira horizontal (resp. una tira vertical) si tiene

a lo mas un cuadro en cada columna (resp. fila).

Si v = \/u, una condicién necesaria y suficiente para que v sea una tira horizontal, es que
se satisfaga que \; > g > Ao > g > .. ..

Para toda tupla § = (&, . .., &) denotemos por rev(&) a la tupla escrita al revés: (&, ..., &1).
La operacion giro sobre una particion sesgada esta definida como

M) = N = rev(u) /(A = rev(\)), (1.3)
es decir, (A\/u)* = «/S, donde
Qj = A1 — He(n)+1—j5 Bi = A — Aepy+1-5- (1.4)

Ejemplo 1.18. Sean A\ = (6,6,3,1) y u = (3,2,2). Entonces

Ap=(6,6,3,1)/(3,2,2) = ,
O-

(A )" = /B =(6,4,4,3)/(5,3) =

Se dice que un diagrama o diagrama sesgado es una tabla semiestdndar si llenamos el diagrama
de forma creciente (no estrictamente) por filas y estrictamente creciente por columnas.
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1.3. Tres familias de polinomios simétricos

Existen muchas familias importantes de polinomios simétricos [2]. En esta seccion estudia-
mos tres de estas, las mas sencillas: polinomios simétricos elementales, polinomios simétricos
completos y sumas de potencias.

En esta seccion usualmente trabajaremos con polinomios en n variables, las cuales denotamos
por & = Iy,...,T,.

Polinomios simétricos elementales

Definiciéon 1.19. Sea m > 0. El m-ésimo polinomio simétrico elemental denotado por e,,, es
la suma de todos los productos de m variables distintas z;:

em(xl,...,xn) = Z N PR (15)

1<i <ig < <im <n

Notemos que para m = 0 la suma s6lo tiene un sumando correspondiente al producto vacio, por
lo cual ey(xq,...,2,) = 1. Si m > n, entonces e,,(x1,...,x,) es cero.

Observacion 1.20. Para 0 < m < n, una forma equivalente de representar los polinomios
elementales es:

em(T1,. .., Tp) = Z it

r1,...,7n€{0,1}

A partir de la definicién combinatoria (1.5), damos la siguiente férmula recursiva.
Proposicion 1.21. Param > 1
emi1(T1y oy Ty Tna1) = €1 (X1, oo, Tp) + Tppr € (T1, -+ -, Ty). (1.6)

Demostracion. Por definicién

em+1(x1, cee ’xn—&-l) - E Ly Lig = Ly yq -
11 <2 <-<Im41

Separamos la suma en dos partes, una cuando ¢,,11 # n + 1 y otra cuando i,,11 = n + 1:

em+1(w1a cee ,$n+1) = E Liy " Ty + E Liy = L

11 < <imag1<n+1 11 < <imy1=n+1

= E xil ".Iim+l +xn+1 g xil ...xim'

11 < <Im41<n 1< <tm<n
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Aplicando nuevamente la definiciéon en cada suma llegamos al resultado deseado.

em+1($1, B ,$n+1) = E Ti1Lig " Ty - u
11 <i2<-<fm41

Observacion 1.22. Como un caso particular de la Proposicionl.21, tenemos

ent1(T1 s T, Tny1) = Tpgr €n(T1, o, Tp).

Podemos hacer un esquema de las relaciones presentadas en la Proposicién anterior.

eo()
\

eo(x1) er(xy)
T T
eo(l‘hxz) 61($17I2) 62($17I2)
T~ T~ T
eo($1,$2,$3) 61($1,$2,IE3) 62($1,I2,IE3) 63($1,I2,IE3)

Un resultado clasico, el cual es, en cierto sentido, base de nuestro estudio, se enuncia y
demuestra a continuacion.

Proposicion 1.23 (Formula de Vieta). Para cualquier lista de variables 1, ..., x,,
H(t —xj) = Z(—l)”_j en_j(T1,. .. 20t
j=1 =0

Demostracion. Se procede por induccién sobre n.
Para n =0,

(=1)" 7 e,_j(z1,...,z,)t = 1.

—~
~
|
8
<.
I
\.H
[]-

Paran =1,

1 1
H(t —xj) =t—x, Z(—l)”’j enj(T1,. . x)t! = —x + 1.
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Supongamos que el resultado es véalido para n y demostremos que también lo es para n + 1.

H(t — ) = ( (t— ffj)) (t = Tni1) = (Z(—l)”_j en—j(1, . .. 71‘n)tj> (t — Tny1)

j=1 7=0

J
n

=D (=) ez, m )T DY (D) g e (@, w)E
j=0 Jj=0

Hacemos un cambio de variable en la primer suma, tenemos

n+1 n+1 n
TT¢—2) =S (10 e aor, o a3 () o0 (w0,
j=1 7j=1 7=0

n+1

= Z(—l)”‘furl (ens1—5 (1, oy Tn) + Tppr € j(T1, .. 20))
j=1

(—1)"*1 en(T1,...,Ty)

+

De la Proposiciéon 1.21 y la Observacion 1.22:

n+1 n+1
H(t - Ij) = Z(—l)mﬁl enfj+1(x1; <oy T, mnﬂ)tj + (_1)n+1 €n+1(x17 e 7xn+1>
Jj=1 J=1
n+1
= Z(—l)n_] en_j(fbl,...,l‘n,{[‘n+1)tj. O
j=0

Una férmula para restar polinomios elementales cuando sélo la tltima variable de cada
conjunto de variables en que se evaliian los polinomios elementales es diferente se da en la
siguiente proposicion.

Proposicién 1.24. Para todo m en Ny
emi1(T1y s Ty Y) — ey (T1, . Ty 2) = (Y — 2) (@1, .. ., Tp).

Demostracion. Para facilitar la notacion vamos a escribir x en lugar de x4, ..., x,, apliquemos
la Proposicion 1.21 a cada polinomio elemental del lado izquierdo de la ecuacion

emt1(2, ) = em1 (2, 2) = (emp1(z) + yen(2) — (emr(x) + zem ()
= (y —2) em(). O

Notemos que la Proposicion tiene sentido incluso cuando y es igual a z.
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Definicion 1.25. La funcion generadora para la sucesion (e, (z1, ..., 2,))r>0 se define como
Bz, 2)(t) =Y em(@r. .., z,)t", (1.7)
m=0

donde t es una nueva variable.

Como el nimero de variables es finito, entonces e, (z1, ..., x,) es cero para m > n, entonces
n
m
E(zy,...,2,)(t) = E em(Ty ..., x,)t".
m=0

Proposicion 1.26. La funcion generadora E(xy, ..., z,)(t) cumple
E(z1, ... 20, Tng1)(t) = (14 zpaat) E(z, ..o 20)(8). (1.8)

Demostracion. De la definicion de la funcion generadora y usando que la suma es finita, tenemos

n+1 n
E(z1,...,&n, X)) (t) = Z em(Ty, .., xpp)t" =1+ Z emt1(T1, ... ,xn+1)tm+1,
m=0 m=0

usando la identidad (1.6) en la suma,
B(T1, . T ) () = 14 D (st (T1 -, @) + Tgr (@1, -, 7)) 17
m=0

=1+ Z em+1($1a s 7$n)tm+1 + Z Tnt1 em<x1a s 7$n)tm+1
m=0

m=0

n+1 n
Z em(T1,. .,z t™ + Z Tpp1 (w1, ..., o)t
0

= m=0

E(z1,...,2,)(t) + Tpa1 t E(xq, ..., 2,)(2)
(1 4+ zpyat) E(zy, ... x0)(2). O

La siguiente proposicion muestra una férmula eficiente para la funcion generadora de poli-
nomios elementales.

Proposicion 1.27. Para todon > 0

Ep(z1,...,20)(t) = H(1 + z;t). (1.9)
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Demostracion. La demostracion es similar a la de la formula de Vieta. O

Proposicion 1.28. La funcion generadora cumple

E(z1,...,25,y)(t) — E(xy, ..., 20, 2)(t) = (y — 2) E(xy, ..., 2,) (1)

Demostracion. Se sigue de aplicar la Proposicion 1.24 a cada elemento de la suma en la funcién
generadora y factorizar (y — z). O

Polinomios simétricos completos

Definicion 1.29. Seam > 0. El m-ésimo polinomio simétrico completo denotado por h,,, es la
suma de todos los monomios de grado total m en las variables xq, o, ..., T,:

(1, ..., 2,) = Z Ty Tiy * Ty, (1.10)

1<ip <ia < <im<n

Notemos que para m = 0 la suma so6lo tiene un sumando correspondiente al producto vacio,
por lo cual ho(xy,...,z,) = 1. Es facil ver que hy(z1,...,2,) = e1(21,...,x,). Es conveniente
definir h,, y e,, como cero para m < 0.

Ejemplo 1.30. Sean n =4 y m = 3, entonces

hs(x1, 29, T3, T4) =T12121 + T121T2 + T1T1X3 + T101T4 + T1T2T + T1T9T3 + T1T2T4 + T1T3T4
+ XoZoXg + XoXoXky + LoXoXy + ToX3zl3 + LoL3zXy + ToXgXy + T3T3T3

+ X334 + T3T4Ly + T4T4T4.
Notemos que algunos factores coinciden por lo que podemos escribir la suma como:

3 2 2 2 2 3
hs(x1, T2, T3, T4) =27 + T{T2 + T]T3 + T{T4 + X105 + T1T2T3 + T1XT0X4 + T1T3T4 + T

2 2 2 2 3 2 2 3
+ X573 + X574 + Tk + ToX3Ty + T2y + T3 + X374 + T3Ty + Ty.

Podemos escribir el polinomio anterior expresando las potencias de todos los factores como

se muestra a continuacion:

3,000, ,2.10.0_ 2010 ,20.0°.1 1,200 1,110

hy (21, 9, T3, T4) = T{TYT3Ty + T1THT3Ty + T{TT3Ty + TITRT3T, + T THT3Ty + T1Tal3Ty
11,01 1,011 0,300 0210 0201 0,12 0
+ T1T5X3% + XXX 30y + T{THT3T, + T{TX3T4 + X1 X5X30, + T1ToT3Ty

0,111 0,102 0,.0,.3,.0 0,0,.2, .1 0,.0,.1,.2 0,.0,0,.3
+ TIXoX3Ty + T{ToT 3Ty + T{TT3T 4 + T XT3T, + T XX 3Ty + T1ToT 3Ty

La tltima suma sugiere una férmula equivalente para polinomios simétricos completos pre-
sentada en la siguiente proposicion.
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Observacion 1.31. Para cada m > 0 el m-ésimo polinomio simétrico completo se puede ver
como

— li, 02 l
hy(z1,...,2,) = E xiwy e x

Lit+lo++ln=m; ;>0

A continuacién presentamos una férmula recursiva para los polinomios completos, esta Pro-
posicion aparece en [39], pero la demostracion aqui presentada es diferente dado que sélo se
basa en la definicién de polinomios completos.

Proposicion 1.32. Param > 1
W1 (21, Ty Tig1) = hpr (21, -+ 0) + Tpy hop (21, -0 0, Tg1). (1.11)

Demostracion. De la definicién tenemos

_ l1,.02 In+1
i1 (21, oy Ty Tpy1) = E Ty Ty Ty,

li+lo++ln1=m+1

separando esta suma en dos partes, una cuando l,.1 = 0 y otra cuando [,,y1 # 0:

_ l1, .02 l l1 1o lnt1
N1 (21, Ty Tigr) = E Ty Ty - Ty + E Ly Ly v Ty
Litlo++lp=m+1 li+la++lpp1=m+1
_ li,.l2 ln I .12 Int1
= § Ty Ty« Ty + Tnta § Ty Xy o Tpgts
lLitlo++lp=m+1 litlo++lnp1=m
usando de nuevo la definicién para cada suma, obtenemos el resultado deseado. O
Definicion 1.33. La funcion generadora para la sucesion (b, (21, ..., 2,)) _, se define como:

H(zr, . ozn) () = Y D (@, )™ (1.12)

m=0

Lema 1.34. La funcion generadora H cumple con la formula recursiva
H(xla <oy T,y $n+1)(t) = (1 - :L‘n-i-lt)_l H(I17 cee 7$n)(t> (113)

Demostracion. De la definicion de la funciéon generadora tenemos

H(z1, o T gt () = Y b, T = 1+ Y D (@, 2t
m=0 m=0

La segunda igualdad se da al sacar el término con m = 0 y hacer cambio de variable en la suma.
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Ahora usando (1.11) en la suma tenemos

H(zy, ..., zp,xpp1)(t) =1+ Z (M1 (71, -+ 20) + Tt D (21, -+ Ty T T

m=0
— Z hy (21, .., 2t + Z Tyt W (21, .o Ty )P
m=0 m=0
=H Tiy... ,Jjn)(t) + $n+1t H(Z'l, ce 7xn7$n+1)(t)' ]

Proposicion 1.35. La funcion generadora H se puede ver como

n

H(zy, ... 2)(t) = [J(1 = 2it) ™. (1.14)

=1

Demostracion. Aplicando de forma recursiva del Lema 1.34 obtenemos el resultado deseado. [

Los polinomios simétricos completos también se pueden expresar como sumas de progresiones
geométricas como lo muestra la siguiente Proposicion.

Proposicion 1.36. Para todo m en Ny yn en N se tiene

n anrmfl

hy (1, ... 2,) = 3 Hk#(% 0 (1.15)

Demostracion. Empecemos con la formula (1.14), y descomponemos por fracciones parciales

> 1 - C; :B”l
B (X1, = = =
m;) ! T, (1 — i) ;1—m Z (1 — 4t) T ei(s — @)

0 n+m 1

ZZ B

m=0 i= IHk?él l‘z—l’k)

La tltima igualdad se da por series geométricas. Igualando los coeficientes del término ™ lle-
gamos a (1.15). O

Observacion 1.37. La complejidad computacional del algoritmo basado en la formula (1.15)
es de Cn?.

Para calcular las potencias de z;, se pueden usar logaritmos y la funciéon exponencial, asi
que se requieren solamente C'n operaciones para calcular todas estas potencias.
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Lema 1.38. Sea 0 < s <n —1. Entonces

Y i — 0. (1.16)
= Hk;éj(mj — )
Demostracion. La demostracion es similar a la de la Proposicion 1.36. O]
Recordemos que escribimos = en lugar de xy, ..., z,.

Proposicién 1.39. Para cada m > 0
N1 (2, Tnt1) — D1 (%, Tng2) = (Tt — Tng2) hin (@, Tg1, Toso). (1.17)
Demostracion. Apliquemos la Proposicion 1.32 al polinomio hy, 1 (2, 241, Tni2)
W1 (2, Tpgt, Tog2) = W1 (T, Tpgr) + Togo Wi (2, g1, Togo).
Por otro lado
W1 (2, Tpro, Tng1) = W1 (T, Tpgo) + Tog1 i (2, Tgo, T

Tomando en cuenta que h(x, 2,41, %,12) es un polinomio simétrico, podemos restar las dos
expresiones anteriores, teniendo

0 = hyi1 (2, Tnga) + Tnga M (T, Trgr, Tnga) — ( Ny 1 (2, Zng1) + oo Wi (7, g, xn+2))

= hm+1<$7 $n+2) - hm+1(5€7 l’n+1) + <$n+1 - $n+2) hm(l'a Tn42, $n+1)-

Pasando los dos primeros sumandos al lado izquierdo obtenemos (1.17). ]

Relacién entre polinomios elementales y completos

Proposicion 1.40. Tenemos que
H(zy,...,2,)(t) E(xy, ..., 2,) (1) =1 (1.18)

o equivalentemente
D (=D ep(wr, ) b (21, 20) = G (1.19)

para todo m > 0.
Demostracion. De (1.9) y (1.14) se sigue (1.18). O
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La relacion (1.19) nos lleva a una identidad con determinantes que usaremos mas adelante.

Recordemos que h,.(z) = e,(z) = 0 para r < 0.

Proposicion 1.41. Sea m un entero positivo, consideremos las matrices:

m
Jk=1"

H =[], £=[(=1)"ej4]

J,k=1’

Entonces H y £ son mutuamente inversas.

Proposicion 1.42. Se sigue de la ecuacion (1.19)

(1.20)

Notemos que ambas matrices, H y &, son triangulares inferiores, con unos en la diagonal,

entonces det H = det £ = 1.

Sumas de potencias

Definicién 1.43. Para cada r > 1 la r-ésima suma de potencias es
n
p(T1,. .., Tn) = Zx:
i=1

2 ., oo
La funcién generadora de la sucesion (pT )r—l es

Py =Y p ' =D D at T = _x“
r=1 ¢

i>1 r>1 i>1

Haciendo uso de las propiedades de funciones generadoras podemos escribir polinomios si-

métricos completos y elementales en términos de sumas de potencias y viceversa:

nhn = zn: Pr hn—ra
r=1

n

ne, = Z(—l)”’1 Dy €n—r -

r=1

Estas formulas son conocidas como identidades de Newton.

(1.21)

(1.22)

En el algebra con identidad de polinomios simétricos se puede definir una involucion w con

las propiedades:
w(pr) = <_1)T Prs w<e7’) = h,, w? = w.
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1.4. Conjuntos generadores

En lo que sigue, trabajaremos con elementos y subconjuntos del algebra Sym,, el algebra

n’
de polinomios simétricos en n variables. Dado un subconjunto G' de Sym,,, denotamos por (G)
a la subélgebra generada por . Presentaremos un razonamiento elemental sobre conjuntos

generadores de Sym,,. La palabra “minimal” se entiende en el sentido de orden parcial C.

Observacion 1.44. El élgebra Sym,, se genera por el conjunto de los polinomios {ey,...,e,},
este conjunto es algebraicamente independiente [37]. Mas atn, el algebra Sym,, no se puede
generar por un conjunto de tamano estrictamente menor a n. Este tltimo hecho se puede de-
mostrar usando la dimension de Krull (Agradecemos a Eduardo Camps Moreno por explicarnos
la idea de esta demostracion).

Proposicion 1.45. {e,,}'._, en un conjunto generador del dlgebra Sym,,.

Demostracion. Es bien sabido [37, Theorem 6.1] que {e,,}?,_; es un subcojunto minimal genera-
dor de Sym,,. Supongamos que no es minimal, es decir, existe un k en {1,...,n} y un polinomio
P en n variables tal que

er = Pler, ..., ek_1,€k11,---,€n). (1.23)

Dado un polinomio ménico de la forma f(t) = >0 _jcnt™ = [[_, (¢t — x;), por las formulas de
Vieta ¢, = (—1)" " ep_m(x1, ..., x,). Entonces, por (1.23), el coeficiente ¢, se puede expresar

a través de los otros coeficientes por la regla:

ook = (=D P(—=cne1, o (=D ey ppr, (D g, (1) ). (1.24)

Esto obviamente es falso dado que existen polinomios moénicos cuyos coeficientes no satisfa-
cen (1.24). O

Gracias a las relaciones entre e y h (E(—t) H(¢) = 1 (1.18)) y entre e y p (las identidades de
Newton (1.22)) obtenemos el siguiente resultado.

Proposicion 1.46. Los conjuntos {hi}}_i, {pr}i_i, son conjuntos minimales generadores de
Sym

n-

1.5. Teorema de Jacobi para menores complementarios

Dado que en la literatura clasica de polinomios de Schur se usa este teorema y por lo general
se expresa s6lo para menores principales lideres, decidimos incluir este teorema en forma general.

Sea F un campo. Denotemos por M,,,«,(F) al conjunto de matrices m x n con entradas en
F. En lugar de F, también podriamos usar un anillo conmutativo con identidad.
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Dados una matriz A en M, (F), una lista J = (ji,...,j,) de elementos de {1,...,m} y

una lista K = (ki, ..., k,) de elementos de {1,...,n}, denotamos por A¥ a la matriz
P.q
[Ajr,ks} :
r,s=1

es decir, la matriz de la clase M, (F) cuyas entradas (r,s) son A; .. En lo que sigue, nos
restringiremos a la clase M,,(F) = M,,«,(F) de matrices cuadradas.

Sea Incr, el conjunto de funciones estrictamente crecientes {1,...,p} — {1,...,n}. Un ele-
mento J de Incr) se puede identificar con la lista de la forma {ji,...,j,}, o con el subconjunto
{j1,---,Jp} de {1,...,n}. Denotamos por J' la numeracion de forma ascendente del conjunto
{1,....n}\ {j1,..-,Jp} Por ejemplo, sin =7y J = (1,3,5,6), entonces J' = (2,4,7). Dada
una lista J = (ji,...,J,), Denotamos por |J| a la suma de sus componentes.

El resultado principal de esta secciéon tiene dos formas equivalentes.

Teorema 1.47 (Teorema de Jacobi para el menor complementario de la matriz inversa). Sean
A una matriz invertible de la clase M, (F), p € {1,...,n} y J, K € Incry. Entonces

det ((A™HK) = (—1)HIKI_—

Jl
o det(4f). (1.25)

Teorema 1.48 (Teorema de Jacobi para el menor complementario de la matriz adjunta). Sean
Ae Mu(F),pe{l,...,n} y J, K € Incry. Entonces

det (adj(A)f) = (=1)VHEl(det AP~ det(AF)). (1.26)

Presentemos primero algunos resultados que nos ayudaran a demostrar el teorema anterior.

El menor principal
Empecemos con el caso J = K = (1,...,p).

Lema 1.49. Sean A € M, (F), A invertible y p € {1,...,n}. Denotemos por B a la inversa de
A. Entonces

1,...p p+1,...,n
Bl,...,p ‘ Bl,...,p

I 0 (ro—
Ap7+177---,n Ap+1:---:n

A:

O(n*p) Xp [n—p

Demostracion. Por definicion de la matriz inversa, BA = I,,. Reescribimos esta igualdad en

forma de bloques
1,..., 1,....,n
Al,...,g ‘ Azft.,p ] _ [ I ‘ Opx (n—p) ]
1,..., 1,...,n )
Api? ‘ ApT 0(n—l))xp ‘ Inp

p+1,...,n p+1,...,n

1,...p p+1,...,n
Bl,---vp ‘ Bl7---,p

1,... 1,...
B yeesP ‘ _Bp+ yeens Tl

p+1,...n p+1,...,n
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En particular, esta ecuacion implica que

1,...p 21,...,p p+1,...m 41,...p _
Bl,...,pAl,...,p + Bl,...,p A - IP’

p+1,...,n
1,....p gp+1,...,n p+1,...,n g4p+1,....n
Bl,...,pAl,...7p + Bl,...,p Ap+1,...,n - OPX(”—P)'

Con esto en mente podemos probar la igualdad (1.27):

1,... 1,...
317 P ‘ Bf+ yeens Tl

1,...,p p+1,...n
yeensP yeensP Al ‘ A177p

oD

1,....p p+1,...n
O(H—p)xp ]n—p Ap—i—l,‘..,n ‘ Ap+1,...,n
i 1,....0 21,....,p p+1,....n 41,....p 1,....p gp+1,...,n p+1,....n Ap+1,...n
— B177pA177p + B17’p Ap+177n ‘ B17apA177p + B17’p Ap+177n
o 1ep Leosp pt1,...n p+1,...n
O(H—p)XpAl,...,p + In—pAp—i-l,...,n ‘ O(H—p)XpAl,...,p + In—pAp—i-l,...,n
_ Iy ‘ Opx (n—p) O
AL-op APt ’
L p+1,...,n p+1,...n

Proposicion 1.50 ( Teorema de Jacobi para el menor principal de la matriz inversa). Sean
A e M, (C), A invertible y p € {1,...,n}. Entonces

1\, 1 .

Demostracion. Recordemos la formula del producto de determinantes y la formula para deter-
minantes de matrices triangulares por bloques:

M| O M| R
det(MN) = det(M) det(N), det [?‘T] = det [T‘T] = det(M) det(N).

Usando estas formulas calculamos los determinantes de ambos lados de la ecuacion (1.27):
det(By77) det(A) = det(A]7y7).

La formula obtenida es equivalente a (1.28). O

Matrices de permutacion

Recordemos que denotamos por S,, al grupo simétrico de orden n. Dado ¢ en .S,,, denotamos
por P, a la matriz permutacion asociada a ¢:

n

Pd) = |:57"7¢(5)}r,s=1'
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Por ejemplo,

Pr3i4=

S = O O
_ o O O

1
0
0
0

o O = O

Un par de resultados derivados de la definicion son: PyPy = Pyy, Py-1 = Pq;r .

Proposicion 1.51. Sean A € M, (F), ¢, € S, r,s € {1,...,n}. Entonces

(PJAPw)T,s = A¢>(7’),¢(S)'

Demostracion.
(PJAPd})T’S - Z(P‘z’)zt(APw)t’s - Z Z(P¢)ItAt,u(P¢)u,s = Z Z(P¢>t,rAt,u(P¢)u,s
t=1 t=1 u=1 t=1 u=1
- Z Z Ot,o(r) At,udu(s) = Apr)(s)- O
t=1 u=1

Menor general de una matriz inversa

En esta parte probaremos el Teorema 1.47. La idea principal es llevar este Teorema a la
forma de la Proposiciéon 1.50 usando permutaciones de filas y columnas.

Lema 1.52. Sean J = (j1,...,J,) € Incry, J' = (Jpi1,- .-, Jn) Y ¢ la permutacion de {1,...,n}
tal que ¢(r) = j, para todo r en {1,...,n}. Entonces

det P, = (—1)/I="5,

Demostracion. Es sabido que el determinante de P, coincide con el signo de la permutacién ¢.
El signo se puede calcular como sign(¢) = (—1)"(®) donde inv(¢) es el nimero de inversiones
de ¢:

inv(g) =#{(r,s) e {1,....,n} x{1,....,n}: r<s A &(r)>p(s)}

En nuestro caso, dado que ¢(1) < ... < ¢(p) y d(p+1) < ... < ¢(n),
inv(8) = #(r5) € {1, .ph x (1o onds 6(r) > 6(5)}
=> #{se{p+1,....n}: ¢(s) < o(r)}.
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Notemos que el conjunto {1,...,¢(r)} es la union disjunta de los siguientes conjuntos:

{6(t): te{l,....r}}, {o(s): se{r+1,...,n}, é(s) < o(r)}.

Por lo tanto

Hsel{p+1,....n}: o(s) <o(r)} = o(r) -,

¢ p(p+1)

inv(¢) = ) (o(r) =) = [J| - =—— 0

r=1

Prueba del Teorema 1.47. Denotemos por ¢ a la permutaciéon asociada a J, como en el Le-
ma 1.52 y por ¢ a la permutacion asociada a K de manera similar. Consideremos la matriz

B =P, AP,

Notemos que

p(p+1) p(p+1)

det(B) = (—1)‘K‘_ 2 (—1)“”_ 2 det(A) = (—1)‘J|+|K| det(A).
La inversa de B es
B'=P/A'P,.

Para todo r,s € {1,...,n} tenemos B, s = Ay s5) Y (B s = (A7) g(r),0(5)- En virtud de la
Proposiciéon 1.51:

— —I\1,....p0\\ _ * 1 ./ ppt+l,... n 1 !
det((A 1)?) = det((B 1)17 ,p) = —det(BS_—:__ll::n) = (—1)|J|+|K|Mdet(z4i(,) ]

Menor general de la matriz adjunta
La siguiente prueba fue una colaboraciéon de Fidel Vasquez Rojas.

Prueba del Teorema 1.48. Consideremos los cuatros casos posibles.
Caso I: A es invertible. Entonces adj(A) = det(A)A™! y

det (adj(A)Y) = det(A)? det((A™H)F).

Usando el Teorema 1.47 obtenemos (1.26).
Caso II: p = 1. Entonces J = {j1}, K = {k1} y el determinante det(adj(A)%) es el cofactor
de la entrada (ki,7;) en la matriz A. Por definicion, este cofactor es igual a (—1)71+%1 det(A,).
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Caso III: A no es invertible, p > 2 y rank(A) < n — 1. Entonces todos los cofactores de A
son cero, y ambos lados de (1.26) son cero.

Caso IV: A no es invertible, p > 2, rank(A) = n — 1. La igualdad
Aadj(A) = 0pxn
implica que la imagen de adj(A) esta contenida en el kernel de A, por lo tanto
rank(adj(A)) < dim(ker(A)) = n —rank(A) = 1.

Dado que p > 2, todos los menores de adj(A) de orden p son cero, y ambos lados de (1.26) son
cero. [

1.6. Polinomios de Schur

En esta seccion, daremos varias formas de definir a los polinomios de Schur.

Cabe mencionar que los polinomios de Schur forman una base para el espacio de polinomios
simétricos vistos como un espacio vectorial. Una prueba de este hecho se puede encontrar en
[38, Section 1.6].

Dado un numero finito de variables x4, ..., z,. Podemos escribir &« = A 4+ 9§, donde A es una
particion de longitud < n, es decir A en P,, y 6 = (n — 1,n —2,...,1,0). Entonces podemos
definir

xqurnfl x%ﬁrnfl .. xﬁl—i-n—l
N xi\2+n72 x;frn*? co. gpretn—2
( ) = det |z, = det "
axt5(T1, ..., Ty) = det |z; Lciien O€ :
<i,j<n :
xi‘” x%" xf‘@"

El caso particular

as(xy,...,x,) = det [:E?_J}1Si7j§n = H (i — xj).

1<i<j<n

es el determinante de Vandermonde.
Notemos que si z; = z;, para cualesquiera iy j, axis(21,. .., z,) = 0. Entonces ax;5(z1, ..., z,)
es divisible por las diferencias z; — z;.
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Definicion 1.53. Dada una particion A en P,, ay.s, se puede dividir por ag, y el cociente

sx = Sa(T1,. .., &n) = axis/as, (1.29)

es llamado polinomio de Schur.

Observacion 1.54. El polinomio de Schur correspondiente a la particion la, es un polinomio
homogéneo de grado |A|.

Otra forma de definir polinomios de Schur es a través de polinomios simétricos completos y
de forma analoga con polinomios simétricos elementales. A continuacién presentamos estas dos
definiciones equivalentes.

Una demostracion de dicha equivalencia se puede encontrar en [41, Chapter I, section 3|.

Definiciéon 1.55 (Formula de Jacobi—Trudi). Dada una particion A, el polinomio de Schur es:
_ £()
S)\(.Il, c ,In) = det [h)\i_i+]‘($1, Ce 7x”)]i,j=1 . (130)

Notemos que la ecuacion (1.30) tiene sentido para vectores A € Ny, tales que A + J no
tiene partes negativas. Si alguno de los indices A; + n — i (1 < i < n) coinciden, entonces
sa(T1,...,x,) = 0.

Observacion 1.56. Las partes de \ corresponden a los grados de los polinomios simétricos
completos, que estan en la diagonal principal de la matriz en (1.30).

A continuacién presentamos una forma equivalente de la definicién anterior. Conocida como
la formula dual de Jacobi-Trudi, también conocida como segunda férmula de Jacobi-Trudi o
formula Néagelsbach—Kostka.

Proposicion 1.57 (formula dual de Jacobi-Trudi). Dada una particion A, el polinomio de
Schur se define por:

L\
igj=1"

sa(z1,...,z,) = det [e,\;_iﬂ-(zl, . ,xn)] (1.31)

Demostracion. Una forma de ver la equivalencia entre (1.30) y (1.31) es mediante el Teorema
de Jacobi para menores complementarios (presentado en la seccién anterior) y recordando la
forma matricial que inducen las sucesiones {e,} y {h,}. O

Observacion 1.58. Las partes de A corresponden a los grados de los polinomios simétricos
elementales que estén en la diagonal principal de la matriz en (1.31).

Una identidad importante que satisfacen los polinomios de Schur es la conocida como iden-
tidad de Cauchy.
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Proposicion 1.59. Sean x1,x9, ..., Ty Y Y1,Y2,---,Yn un par de conjuntos de variables. Enton-
ces 4 ,
n n—j1mn n—jy1mn
1 det [xk L',kzl det [yk hk:l
det | ——— = = : (1.32)
L — x5y k=1 Hj,k:l(l — T;Yk)

Demostracion. La prueba es por inducciéon sobre n. Para calcular el determinante, a cada fila,
diferente de la primera, le restamos la primer fila.

1 1 T;— T Yk

1—zye 1—aye 1 —age L — a5y

y factorizamos, de cada fila distinta a la primera x; — z; y de cada columna 17;1%. Obtenemos
entonces:
1 1 1 e 1
Y1 Y2 Y3 . Yn
n n 1 1—z2y1  l—w2y2 1—m2ys 1—zoyn
d t Y1 Y2 Y3 ... Yn
(xj - ]31) 1 e l—z3y1  l—-wx3y2 1-w3y3 1—z3yn
al L Yk . . . .
7j=2 k=1 . : . . .
Y1 Y2 Y3 . Yn
L 1—zny1  l—zny2  1—xnys 1—znyn |

Después, a cada columna, distinta de la primera, le restamos la primer columna y tenemos

v v Y=y L
L—zjye 1—zy0 1—ayl -z,

de nuevo factorizamos, de cada fila distinta a la primera y yr — y1 de cada columna

1—zjy1
distinta a la primera. Ahora tenemos:

1 0 0 e 0
v 1 1 o 1

n o n . l—zoy1n  1—z2y2 1—z2y3 1—zoy

Hj:Q(x] 1) [ Tro (Y — 11) det Y1 1 1 o "

n n 1—z3y1 1—z3y2 1—2x3y3 1—23yn
Hj:2(1 — 241) [jmr (1 — 2108) : : : . :
v 1 1 o 1

L 1—xny1 1—xny2 1-2ny3 1—2nyn |
El resultado se sigue por induccién expandiendo el determinante por la primer fila. O

La proposiciéon anterior, permite demostrar la siguiente proposicion.

Proposicion 1.60 (Identidad de Cauchy). Sean xi,za,...,Zn Y Y1,Y2,---,Yn un par de con-
Juntos de variables. Entonces

! = Y s(@)s), (133)

[ (1 = 20%) AeP,
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Demostracion. Consideremos el determinante de la matriz cuya entrada 7, k es

(1~ 2j9)” Zx ui'-

Usando la propiedad polilineal tenemos

1) ST D SR ST D S0 Y (1 ER LRI

j,k=1 p1=0 pn=0 p1=0 pr=0

Si p; = py para algunos j y j’, entonces el determinante es igual a cero. Dado esto, podemos
restringirnos a p en Njj, con p; > ps > --- > p,, es decir, las particiones A en P, y a las
permutaciones de estas, de esta forma no tendriamos coincidencias de p;.

det [;xTyZ‘]n => > (Hm )det e }Zk:O

g,k=1 AEPn pES

Yy (r_[x )g e 1],

ANEPy pESH
Por simetria de x y y, tenemos
det {—} = det [z ~det (y.7 |, .
(1 _ xjyk) ket Z\: [ k L, [ k }],kfl
De (1.32) y (1.29), obtenemos lo que queremos. O

1.7. Polinomios de Schur sesgados

En la siguiente definicion, se usa la definiciéon 1.15 de particiéon sesgada y se generaliza la
definiciéon 1.55.

Definicién 1.61 (Formula de Jacobi-Trudi). Dada una particion sesgada A\/pu, el polinomio de
Schur sesgado sy, se define por:

0
Sa/u = ety il ey (1.34)

De aqui en adelante, denotaremos por JT'(A/u) a la matriz [hAj_Mk_j+k]§f,i‘):1 que aparece en
el lado derecho de (1.34). Como mencionamos, esta es una generalizacion de la ecuacion (1.31),
la cuél se obtiene tomando la particién g como la particion cero.
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Observacion 1.62. Dos particiones sesgadas pueden inducir el mismo polinomio de Schur
sesgado, como lo muestra el siguiente ejemplo. El problema de las coincidencias entre polinomios
de Schur sesgados no es un problema trivial, véase [47].

Proposicién 1.63. Consideremos A\, i € P, con {(N) =n yu C Xy XY, 1) € P, de la forma

A = A = )
A0 =AY =,

1 1
:U’ﬁnzrl = U1, .- 7/’1’7(7,-‘1)-171 = Hn.

Entonces
S/ = SAM) /1) (1.35)

Demostracion. La matriz JT asociada a A(Y/u() es de la forma

1 h1 h2 cee hmfl h)\§1)—ul+m o h)\gl)_un+n+m_l
hl ce hm—2 h)\(Ql)f,ul«mel ce h)\gl)f,un+n+m72
0 1 - hps h,\g”—uwmfz o hAgl)fun+n+mf3
JTOY/) =0 0 0 o 1 b b
o0 0 - 0 h>\1—/11 T h)\l_ﬂn
o0 0 - 0 h>\2—u1—1 e h>\2—un+n—1
00 0 -~ 0 Dy, pyomi1 - i, |

El bloque inferior izquierdo es cero dado que los subindices de los elementos son de la forma
)\j—p,(j)—(j+m)+k:, con k < m.

Como pg) = /\](Cl) > Aj, todos estos indices son negativos. Para ver el polinomio de Schur sesgado
asociado, nos interesa el determinante de JT()\(l) / ,u(l)), este lo podemos calcular por bloques,
notando que el bloque superior izquierdo de tamano m X m es una matriz uni-triangular superior
por lo que el determinante es 1, y el bloque inferior izquierdo es nulo, por lo que

h)\l—ﬂl T h)\l_ﬂn
Wy w1 oo+ haywoame
SAM) /p(1) = det(JTAY /pM)) = det te " ' he it o= det(JT (N p) = sa/p -
hAn_Ml_n"Fl e h>\n_/in
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El siguiente lema es combinatorio, que nos permite escribir de forma ascendente al subcon-
junto de {1,...,n} en términos de su complemento. Un resultado similar se puede encontrar en
[41, (1.7)] v en [26, Proof of Lemma A.9.2].

Lema 1.64. Sean m,n € N, m < n, d = n —m, p una sucesion estrictamente creciente de
longitud m y & una sucesion estrictamente creciente de longitud d, tales que & = {1,...,n}\ p.
Entonces para todo j en {1,...,d}

E=7+#ke{l,...,m}: pr—k<j} (1.36)

Demostracion. Sean A; = {k € {1,....m}: pp <&}y By ={j € {Ll,...,d}: & < pi}. El
conjunto {py: k € A;} esel complementode {&,....&ten{l,..., &}, porlotanto §; = j+#A;.
Similarmente, pp = k + #By. Mas ain,

pp<& = JjE€Br = #B<j = p—k<y

y& =3+ #A +#{k: pr—k<j}. L

Para ilustrar el Lema 1.64, tomemos n =10y p = (1,3,4,6,9, 10), entonces £ = (2,5,7,8),
por ejemplo:
E=3+#{k: pp—k<3}=3+#{1,2,3,4} =T.

Al comparar las formulas (1.36) y (1.1) podemos ver que la dualidad entre los conjuntos y sus
complementos es en cierta forma similar a la dualidad entre las particiones y sus conjugados.

La siguiente es una generalizaciéon de la proposicion 1.57 conocida como Formula dual de
Jacobi—Trudi, la sequnda formula de Jacobi—Trudi o la formula de Nagelsbach—Kostka.

Proposicion 1.65 (Formula dual de Jacobi-Trudi). Dadas las particiones A, u, con p C A,
definimos sy, en términos de polinomios simétricos elementales:

RV det[ex\g—u;—ﬂk];j@:l- (1.37)

Demostracion. Para ver la relacion entre las formulas (1.34) y (1.37), tomemos dos particiones
Ay p con longitud menor o igual a p, tales que A y i/ tengan longitud menor o igual a ¢, donde
p+ q =n+ 1. Tomemos las matrices H y £ como en (1.20), considerando el menor de H con
indices fila A; +p +j, (1 < j < p) e indices columna pu, +p — k, (1 < j < p). Aplicando
el Lema 1.64 a la sucesion de estos indices obtenemos los complementos, los cuales podemos
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expresar como sigue

aj=j+#{ke{l,....p+q¢}: N+p+k)—k<j}
=j+#{ke{l,...;.p+q}: M +p<j}

Bi=j+#ke{l,....p+at: (u+p+k)—k<j}
=j+#{ke{l,...;p+q}: m+p<j}

Es facil ver que estos los indices correspondientes a las particiones

oz]:/\;—i-p—i—j,
By =i +p+J.

Finalmente usando el Teorema de Jacobi para el menor complementario 1.47, con los indices
que acabamos de calcular, tenemos:

q

det |:h)\]-—,uk—j+k ]Zkzl — (_1)\)\|+|#| det |:(—1)/\jfﬂk*j+k e,\;u§€j+ki|jk:1 .

Los signos menos se cancelan y llegamos a lo deseado

det [hAj_Nk_j'i‘k];k , = det [e/\kukﬂk};k:r

De hecho si ponemos p = 0, llegamos a la relacion entre (1.30) y (1.31):

p q
det [h/\.f—j+’f}j,k:1 = det [e/\Q*jJrkL,k:r —~

En las formulas (1.34) y (1.37), la particion p se extiende con ceros hasta la longitud de
la particion A. Notemos también que la extensiéon de la particion A con ceros no cambia el
correspondiente polinomio de Schur sesgado sy, sin embargo la matriz JT(\/u) cambia de
tamano.

Vamos a usar la notacion A/p y la definicion (1.34) para todo par de particiones A, p, sin
pedir que u € A. De otra forma la siguiente proposicion nos muestra que sy, es igual a cero.

Proposicion 1.66. Para todo par de particiones X y p tales que pn & A, los determinantes del
lado derecho de (1.34) y (1.37) son cero.

Demostracion. Supongamos que p € {1,...,¢(\)} y u, > A,. Entonces la (p, p)-ésima entrada de
JT(M\/ ) es cero, y también lo son las entradas por debajo y a la izquierda de (p, p), sombreadas
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en la siguiente matriz.

h)\lﬁul s h>\1ﬂup71*2+p h/\lfupfler hAl*upHer s hz\lﬂun71+n
h/\p—l—u1—p+2 ce h/\p—l—up—l hAp—l—MpH h>\p—1—up+1+2 e hAp—run*(pfl)Jrn
hAP—Hl—P"Fl ce h>\p—/vbpfl—1 hkp—ﬂp hAp‘#erl""l T hAp—#n—P‘i‘n
L TS by 2 B P~ S T (= e
| hAn—m—n—i—l 000 hAn—up—1—n+p—1 h>\n—,up—n+p h>\n—up+1—n+p+1 s h/\n—un ]

En efecto, si j > py k < p, entonces
A= —3+k <A —p, <0,

por lo que JT'(A/ 1) = hy,—p,—+ = 0. El rango de la matriz formada por las primeras p colum-
nas de JT'(A/p) es estrictamente menor que p, la matriz JT(A/u) es singular, y det(JT(A\/p)) =
0. Otra forma de obtener el mismo resultado es dividiendo las filas y columnas de JT'(A/u) en las
partes de {1,...,p} y {p+1,...,¢(\)} y aplicando la formula para el determinante de matrices
triangulares por bloques.

La situacion con el determinante en (1.37) es analoga; probemos ahora que p C A si y s6lo
si / € ). Dado que la operacion A — ) es involutiva, es suficiente verificar la necesidad.
Supongamos que p < A para cada k. Entonces para cada j obtenemos {k: pu; > j} C
{k: Ap >}, estes, p; < N por (1.1). O

Como los polinomios de Schur forman una base para el espacio de polinomios simétricos,
los polinomios de Schur sesgados se pueden expresar como combinacién lineal de esta base.
Los coeficientes de dicha combinaci6 lineal se expresan por medio de la regla de Littlewood—
Richardson.

Para dar la rela de Littlewood—Richardson tenemos que recordar lo que es una permutacion
de celosta.

Una permutacion de celosia es una sucesion de enteros positivos, tal que si los leemos de
izquierda a derecha, el niimero de j’s que hemos leido es mayor o igual al nimero de j + 1’s que
hemos leido.

Ejemplo 1.67. Consideremos la sucesion 1123213. En este caso, la sucesion es una permutacion
de celosia: para el momento en que hemos leido el primer 2 ya hemos leido dos ntimeros 1, para
el momento en que hemos leido dos ntimeros 2 ya hemos leido dos veces al niimero 1 y para el
momento en que hemos leido dos 3 ya hemos leido dos 2.
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Por el contrario 1232113 no es permutacion celosia dado que dos niimeros 2 aparecen antes
que aparezca dos veces el nimero 1 leyendo de izquierda a derecha.

Ahora si, estamos listos para expresar cualquier polinomio de Schur sesgado como combina-
cion lineal de polinomios de Schur.

Definicion 1.68 (Coeficientes de Littlewood-Richardson). Dadas las particiones A, p y v tales
que A/p es un diagrama sesgado, LR;\W es igual al numero de diagramas semiestandares 1" tal
que

1. T es de la forma \/u con llenado v.

2. Una permutacion de celosia resulta de tomar la sucesion con las entradas de cada renglon
del diagrama sesgado, de derecha a izquierda y de arriba a abajo.

Proposicion 1.69 (Regla de Littlewood-Richardson). Sean A y p particiones tales que \/u es
un diagrama sesgado, entonces

Sx/u(T1, .. xn) = Z LR27ysy(x1,...,xn). (1.38)

llE’Pn

Ejemplo 1.70. Sean A = (3,2), u = (1), entonces el diagrama asociado a la particion sesgada
es

Los posibles llenados v de A\/u deben tener peso igual a 4, todos los posibles son: (1,1,1,1),

(2,1,1), (1,2,1), (1,1,2), (2,2), (3,1), (1,3) vy (4), pero queremos que v sea particion, entonces
las tinicas que tomaremos son (1,1,1,1), (2,1,1), (2,2), (3,1) y (4). Calculemos los coeficientes
asociadas a cada una de estas.

Para (1,1,1,1), los diagramas semiestandares llenados con esta sucesion son:

4 Y

_[172] _ [173] _ [174] _ [2]3] _ 214
A—|3 B—|24 J C'—|23 ’ D—|14 ’ E—|13 :

Veamos si las permutaciones tomadas son permutaciones de celosia:
A: la sucesion es 2143, esta no es permutacion de celosia dado que aparece un 2.

B: la sucesion es 3142, en ella aparece un 3 antes que un 2, por lo que no es una permutacion
de celosia.

C: la sucesion 4132 no es permutacion de celosia ya que aparece un 4 antes que un 3.

D: la sucesion es 3214, aqui aparece un 2 antes que un 1.
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E: la sucesion es 4231, esta tampoco es permutacion de celosia.
Por esto LR%?()LLLI) =0.

Ahora para (2,1, 1) tenemos los siguientes diagramas semiestandares

1(1 1(2 1(3
A= B e .

3 —[3 —[12

A: la sucesion es 1132, en este caso no es una permutacion de celosia ya que aparece un 3
antes de un 2.

B: la sucesi6 es 2131, en este caso no es permutacion de celosia.

C: la sucesion es 3121, en este caso como aparece un 3 antes de un 2, aunque hay un 1 antes
que un 2, esta no puede ser una permutacion de celosia.

3,2

Por lo tanto LREIS,()ZLI) =0.

Para (2,2) tenemos los siguientes diagramas semiestandar:

A:|211| B 2]

2] — 12

A: la sucesion es 1122, en este caso si es una permutacion de celosia ya que aparece dos 1’s
antes que dos 2.

B: la sucesion es 2121, en este caso no es permutacion de celosia.

Por lo tanto LRg”f()Q g = 1.
Para (3,1) tenemos el diagrama semiéstandar:

_ [
A=h

2

En este caso la susecion es 1121, por lo que es permutacion de celosia ya que aparecen dos 1’s
antes de un 2.
Entonces, LR%?()&I) =1

Por tltimo, para (4), aunque es permutacion, no podemos tener ningtn diagrama semies-
tandar. Por lo que LRE?}?()@ =0.

Resumiendo, tenemos:

S(3,2)/(1) = 8(2,2) T5@3,1) -

Nota 1.71. Los coeficientes LRﬁ,u son conocidos como coeficientes de Littlewood-Richardson, y
el método que expusimos es conocido como la regla de Littlewood—Richardson. Existen diversos

métodos para calcular los coeficientes LR? | tales como figuras de Zelevinsky o la numeracion

v
reversa de Remmel y Whitney, para mas detalles de estos métodos se puede consultar [25].
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En este trabajo usaremos un caso particular de la regla de Littlewood-Richardson conocida
como la version sesgada de la regla de Pieri. La cual se enuncia a continuacion, la equivalencia
con la regla de Littlewood-Richardson se puede encontrar en [41, Chap. I, section 5.

Sea A una particion y r € N. Entonces

Sx/() (@1, @) = Zsy(aﬁl ey Tn), (1.39)

donde v corre sobre todas las particiones v C A tales que \/v es una tira horizontal de tamano
r. Formalmente, v de (1.39) satisface

() <), A<y <A (<< v N-pl=r (1.40)
Ejemplo 1.72. La regla de Pieri sesgada (1.39) aplicada a (8%,5)/(2) nos da

|| |

es decir

S(83,5)/(2) = S(82,6,5) T 5(82,7,4) T 5(82,83) -
La forma del diagrama inicial implica que los nodos eliminados aparecen sélo en las ultimas dos
filas de los diagramas del lado derecho.

El mismo polinomio de Schur sesgada se puede representar como el determinante de la
siguiente matriz, por la formula de Jacobi—Trudi

h6 h9 th hll

hs; hg hg h
T 3 2)) = 5 8 9 10
JT(E.5)/@) = | 2 e
hg hs hy hj

Las columnas 2,3,4 de JT((8%,5)/(2)), sombreadas en la matriz, coinciden con las columnas
2,3,4 de JT((8%,5)). En cada fila de la submatriz, los grados de los polinomios simétricos
completos forman una progresion aritmética. La primera columna de JT'((8%,5)/(2)) dana la
estructura simple. Por lo que conviene expandir el determinante por la primer columna y con-
vertimos cada cofactor en un polinomio de Schur (esto es facil aplicando la Nota 1.56):

S(83,5)/(2) = N6 S(g25) — N5 89,85 +has25 —hosgs) .

Es bien sabido que s\« = sx/u; vease, por ejemplo, [48, Exercise, 7.56(a)|. Sin embargo,
en el presente trabajo damos una prueba alternativa de este hecho en la siguiente proposicion
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aplicando la féormula de Jacobi—Trudi y el concepto de matriz pertranspuesta. Recordemos que
la matriz de intercambio de orden n se define por .J, = [5j+k,n+1]?,k:17 donde ¢ es la delta de
Kronecker. Dada una matriz A de tamaiio n x n, la matriz J, A" J, es llamada la pertranspuesta
de A; su entrada (j, k) es igual a la entrada A, +1_jnt1—;. Las matrices J,ATJ, vy A tienen el
mismo determinante dado que det(J,) = (—1)""=1/2,

Proposicion 1.73. Sean \ y p particiones. Entonces

Sh\/p = S(\/p)* - (1.41)

Demostracion. Denotemos la longitud de A por n. El siguiente célculo muestra que la matriz
JT((A/p)*) es la pertranspuesta de JT'(\/p):

JT(()‘/M>*)J',1€ = hAn+17k*#n+1fj*J'+k‘

=Dt~ =R+ 1—) = ST/ ) ng1-kps1-5-
Entonces, los detereminantes de JT'((A/p)*) y JT(A/p) coinciden. O

Si el par A, ¢ no forman una particién sesgada, es decir \; < p; para algin j, entonces el
par «, # definido por (1.4) cumple lo mismo, por lo que, en este caso, ambos lados de (1.41) son
cero.

Nota 1.74. Muchas de las férmulas para polinomios de Schur sesgados no involucran explicita-
mente las variables 1, ..., x,; este hecho nos lleva al concepto de funciones de Schur sesgadas.
En este trabajo, es conveniente pensar que el argumento de una funciéon de Schur sesgada no
es una lista de variables xy,x9, ..., sino una sucesion arbitraria de nimeros (ex)32, o, equiva-
lentemente la serie formal E(t) = > .- e, t*. Entonces los ntimeros hg, hy, ... se definen como
cocientes de la serie formal H(t) = 1/E(—t), es decir, por la férmula (1.19), y las funciones de
Shur sesgadas estan definidas por la formula de Jacobi-Trudi (1.34). Esta idea es explicada en
[40, Chap. VII] y [48, Exercice 7.91|. Notemos que (1.29) tiene sentido solo para polinomios de
Schur y no para funciones.



Capitulo 2

Polinomios simétricos en alfabeto
simpléctico

En este capitulo estudiaremos polinomios simétricos en 2n variables evaluados en el alfabeto
simpléctico xq, ..., x,, xfl, ...,z 1. Mostraremos como reescribir estas expresiones en términos
de variables tipo “Dickson-Zhukovsky” z; = x; + Z‘;l. La funcién ¢t +— ¢ + ¢t~! es conocida
como transformada de Zhukovsky; algunos autores [30] la relacionan con el nombre de Dickson.

1

El alfabeto simpléctico xy,..., T,z , ..., o, aparece naturalmente como la lista de raices de

n
polinomios palindromos, presentaremos detalles de esto mas adelante. En particular, expresiones

de esta forma aparecen en las siguientes situaciones:

1. Si A es una matriz simpléctica u ortogonal especial de orden par, entonces el polinomio
caracteristico de A es palindromo.

2. Los caracteres de grupos simplécticos u ortogonales especiales de ordenes pares son casos
particulares de polinomios simétricos en 2n variables evaluados en el alfabeto simpléctico.
Veremos mas detalles en la Seccion 2.5.

3. Dado un polinomio de Laurent a, consideremos la matriz de Toeplitz de banda simétrica
T,.(a) generada por a. Los menores de T,,(a), expresados en raices de a son polinomios
simétricos en 2n variables evaluados en el alfabeto simpléctico. Veremos esto a profundidad
en el Capitulo 4.

El resultado principal de este Capitulo es el Teorema 2.17, el cual muestra la manera de pasar
de un polinomio simétrico en 2n variables a uno en n variables. Otros resultados a destacar
de este Capitulo son las Proposiciones 2.13, 2.14 y 2.15, los cuales muestran como escribir
polinomios elementales, completos y sumas de potencias (respectivamente) evaluados en 2n
variables en términos de los mismos polinomios ahora evaluados en n variables. Mientras que

45
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las Proposiciones 2.25 y 2.24 muestran como escribir polinomios elementales y completos en n
variables como combinacién lineal de polinomios elementales y completos en 2n variables.

En el siguiente diagrama mostramos como llegamos a los resultados principales. Empezamos
con las familias sencillas de polinomios simétricos evaluadas en el alfabeto simpléctico, con
estas podemos escribir cualquier polinomio simétrico en dicho alfabeto, lo cual nos lleva a la
definicién de un morfismo ®,,. Este morfismo a su vez nos ayuda a escribir polinomios simétricos
evaluados en variables tipo “Dickson-Zhukovsky”, como en el caso de polinomios de Schur, Schur
simplécticos y Schur ortogonales. Los cuales sirven para unir resultados sobre determinantes de
matrices de Toeplitz de banda simétricas.

Sumas de

Completos
b (z,271)

potencias

P (2, 271)

N
p@fl)

Definicién
(v, z71)

~N 7

SZmpy (2, 271) = spz- oz

Elementales
em(x, 1)

2.1. Algunas propiedades de polinomios de Chebyshev

En esta seccion recordamos algunos hechos sobre polinomios de Chebyshev que usaremos
después en la tesis (algunos autores escriben este apellido como Chebyshov). La mayoria de estos
se pueden encontrar en [42]|. Aparte de T,, v U,,, trabajaremos con polinomios de Chebyshev
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de tercer y cuarto orden, V,, y W,,. Estas cuatro sucesiones de polinomios se pueden definir
mediante la misma férmula de recurrencia

Ti(u) = u, U (u) = 2u, Vi(u) =2u—1, Wi (u) = 2u + 1.

Los polinomios de Chebyshev tienen las siguientes propiedades importantes:

2T (%(t - t—1)> ="t (2.1)

U, (%(t +t—1)) = % (2.2)
Vi G(t2 + t—2)) = tQMTLt_fm_l, (2.3)
Wi <%(t2 + t—2)> = t2m+t1__tt_12m_1 (2.4)

Demostracion de la igualdad (2.2). Denotemos la igualdad (2.2) por A(m). Aplicamos induc-
cion sobre m. A(0) es cierto, dado que para m = 0 ambos lados de (2.2) son iguales a 1. A(1)
es cierto, ya que para m = 1 ambos lados de (2.2) son iguales a ¢ + t~!. Supongamos que se
cumplen A(m — 2) y A(m — 1) y probemos A(m):

1 1 t t_l tm o ¢—m 2fm—l _ t—m-l—l tm+1 _ t—m—l
(o4 )) < e ] L

2 t t—t1 t—t1 t—t1

Las funciones generadoras de las sucesiones (27,,(u/2))5°_y v (Um(u/2))3°_, estan dadas por

2 —tu -
m=0
1 00

0

3
]
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Corolario 2.1. Para todo m en Ny,

sin((m + l)oz).

sin(a)

Demostracion. Sustituyamos ¢ = e'® en (2.2). O

Upn(cos(a)) = (2.7)

Al ser U un polinomio, este no sélo se define a través de la férmula recursiva, sino también
como un polinomio explicito, como lo muestra la siguiente proposicion.

Proposicion 2.2. Para todo m en Ny,

lm/2] (mk_ k;) (26)m2%, (2.8)

Demostracion. Denotemos a la igualdad (2.8) por A(m). Se verifican A(0) y A(1):

0 1
0—k 1—k

k 0-2k _ k 1-2k _
> (-1 ( ) )(m) =1, > (-1 ( ) >(2t) = 2t.
k=0 k=0
Probemos A(m) supongamos ciertos A(m — 2) y A(m — 1). Pongamos ¢ = |m/2]. Si m es par,
entonces | (m — 2)/2| = [(m —1)/2] = ¢ — 1. Consideremos 2tU,,(t) y separemos el primer
sumando que tiene t™:

21 (1) = 2t§<—1)’f (m o ’“) (2112 = :Zé(_l)k (m o ’f) (212

:(_1)0(7”_01_) m°+§ ( _1_k>(2t)m—2’“.

Consideremos —U,, »(t) y separemos el tltimo sumando que tenga t°:

Ry :Z: ( 2-k)<2t>m2%
2<

—1)FH (m - /j - ’“) (20)" 204D (—1)q< —- q) (2t)°.

ko= ¢—1

Después de hacer un cambio de variable en la suma tenemos

tnea = S (" L P o
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Aplicando la férmula recursiva llegamos a que A(m) también se cumple. H
Tenemos las siguientes formulas explicitas para 7T, y U,:
(1 (kY
2T (2/2) = me N), 2.9
T =m (") e (2:9)
m/2] I
Un(z/2) = (—1)"3( i )zm_% (m € Np). (2.10)
k=0
Podemos reescribir (2.9) de la forma
lm/2]
: 2Tm(u/2), eN;
S (1) 2 = T () — § 2 /2 2.11)
k=0 76(“/2)7 m = 0.
Donde L 1)
Top =4 Kl(s—2k)! (2.12)
1, k=s=0.

Resulta ser que tanto 7 como U forman base para el espacio de polinomios, como lo de-

muestran las siguientes proposiciones. En gran parte es por esto que nos interesa estudiar estos

polinomios.

Proposicion 2.3. Para todo m en Ny,

Lm/2]

u™ = Z Con k2T —2k (g) ;

k=0

donde Cy, 1 se define como

(2.13)

(2.14)
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|3

-1

(]

Haciendo cambio de variable k = m — j, tenemos 0 < j <my m — 2j = —(m — 2k),
0

(o) () E e
()£l

Si m es impar, la demostraciéon es similar, pero en este caso la suma original no tiene el término

SRR

(]

central. O
Proposicion 2.4. Para todo m en Ny,

15

u™ = 6m_k7kum_2k(u/2), (215)
k=0

vf3

donde By, 1 son elementos del tridngulo de Cataldn:

(m+k)!(m—Ek+1)
El(m+1)! '

Bm,k: =

Necesitaremos algunas definiciones para las siguientes formulas. Para todo j en {1,...,n},
sea €2;(z) el producto de la diferencia

Q)= ] -z (2.16)

kefl,...np\{7}

Denotemos por Vander(z) al polinomio de Vandermonde en las variables z1, ..., z,:
Vander(z) = det [Zkfj};kzl = H Di(zj, ..., 20) = H (zj — 2). (2.17)
j=1 1<j<k<n

Las siguientes “formulas de duplicacion” se siguen de las propiedades (2.1)—(2.4) con cambios
de variables adecuados y se pueden encontrar en [42, Secciéon 1.2.4].

Proposicion 2.5. Para todo m en Ny,
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Los polinomios V,, y W,, se relacionan mediante
Vin(=t) = (=1)"Wi(1). (2.22)

Denotamos por U al polinomio Yoo Ui y por oy, ; el coeficiente 7 en U )(t/ 2):

UD(t/2) = iuk(t/z) = i Ot (2.23)
k=0 Jj=0
Se sigue de (2.8) que
L L(mi)m(_l)jk (J) ) L(m—zm/zJ<_1)j <k +j> (2.24)
" =k g =0 v |

Los coeficientes o0, son elementos de la sucesion A128494 en Online Encyclopedia of Integer
Sequences [44]. Es facil probar por induccién que

Vi (t/2) — 1

U (t/2) = ==

(2.25)
Proposicion 2.6 (Determinante tipo Vandermonde para polinomios de Chebyshev U). Para
todon en N,

det [u”_j(zk/Q)]?,k:I = Vander(2). (2.26)

Demostracion. Un método es usar transformaciones elementales y obtener la siguiente formula
recursiva:

n n—1
det [L{n_j(zk/Q)}j’kzl = 91(21, c ey Zn> det [Un_j (Zk/2)]j,k:1'

Otro método es notar que el determinante del lado derecho de (2.26) se anula cuando dos
variables coincide, por lo tanto debe ser un multiplo de Vander(z), es decir, existe un polinomio
C(z) tal que

det [Mn_j(zk/Q)szl = C(z) Vander(z).

Comparando los coeficientes del término 2] 25 2. .. 2% podemos concluir que C(z) = 1. O]

De hecho es facil ver, usando los mismos métodos que en la Proposicion 2.6, que

Vander(z) = det [L{n_j(zk/Z)}? _
= det m@nic(zkﬂ)];k:l

[
= det [Vn—j(zk/Q)};ik:I
= det [anj<zk/2>:|

n
jk=1"
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Lema 2.7. Sea 0 < s <n — 1. Entonces

~ Us(%/2)

a0 - 0. (2.27)

Demostracion. Representamos la suma como el cociente de determinantes, con el numerador

Us(21/2) ... Us(2,/2)
det Un_g(z1/2) Un_g(zn/Q)

Como 0 < s < n — 1, la primer fila coincide con una de las otras, por lo que el determinante es
cero. O

2.2. Polinomios palindromos y sus raices

Un polinomio f(t) = Y.;",axt®, con a, # 0, es llamado palindromo si ay = a,_j, para
todo k en {0,...,m}. Esta condicién es equivalente a la identidad f(t) = t™f(1/t). En esta
seccion revisaremos algunos hechos de polinomios palindromos de grados pares y después sobre
polinomios palindromos de grado impar. Para m = 2n, la principal observacion es el hecho que
f(t) se puede escribir como t"g(t + t~'), donde g es cierto polinomio. Esta idea se presenta,
por ejemplo, en [20, Chap. VIII|, pero sin la féormula explicita de g. La formula explicita de
g, presentada en la Proposicion 2.9, fue expresada independientemente por varios autores, se
puede encontrar, por ejemplo, Elouafi [22, formula (2.2)|, Lachaud [36, Note A.4].

Proposiciéon 2.8. Sean x1,...,z, € C. Para cada j en {1,...,n}, pongamos z; = x; + xj_l.

Definamos los polinomios f y g como

ﬁ ((t =)t —2;1), ﬁu—zj
Jj=1 7=1

Entonces
fey=tgt+t"), (2.28)

y el polinomio [ es palindromo.

Demostracion. La formula (2.28) se sigue de la definicion de f y g:

t"g(t+t ﬁt+t1— ﬁ ((t =zt —=;h) = ().

Jj=1
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La expresion g(t +t~1), al ser una combinacién lineal de expresiones de la forma (¢t +t71)*, es
un polinomio de Laurent palindromo de la forma

co+ Y et +17h),

k=1

Por otro lado (2.28) implica que f es un polinomio palindromo. O

Las siguientes Proposiciones son, en cierto sentido, inversas a la Proposicién 2.8. Ahora
definimos ¢g por medio de los coeficientes f y concluimos sobre las raices de f y g¢.

Proposicion 2.9. Sea f un polinomio palindromo con coeficientes complejos:

2n
t)=> apt",
k=0
donde ag,_i, = ay para todo k en {0,...,n}. Definamos el polinomio g como

Zan JTmomc —an—i—ZQan ;T (u/2).

Entonces

fe)y=tgt+t"). (2.29)
Demostracion. Paratodo ken {0,...,n—1}, escribimos aptF+as,_ it * como akt"(t"*kjttk*"),
y aplicamos (2.1). O
Proposicion 2.10. Sean f y g como en la Proposicion 2.9, ag # 0 y z1, ..., 2, las raices del

polinomio g:
n

g(u) = ao [ [(u— 2).

j=1

Para cada j, denotemos por x; al nimero complejo que satisface x; + xj_l = z;. Entonces los

numeros
-1

—1
Tlyeooy Ty, Ty s Ty

son raices del polinomio f, es decir,

li[ t—:c] t—xj’l)).
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Demostracion. Se sigue directamente de (2.29) y las definiciones de z; y z;:

El siguiente es un resultado simple sobre polinomios palindromos de grados impares.

Proposicion 2.11. Sea f un polinomio palindromo de orden 2n + 1. Entonces existe un unico
polinomio palindromo g de grado 2n tal que f(t) = (t+1)g(t). Los ceros de f se pueden escribir
como

-1 -1
Tlyeooy Tpy Ty 5o, X, , —1.

Si P € Sym,,,; y P es homogéneo de grado d, entonces
P(x, 2, 1) = (=1)*P(~z, -z}, 1).

En este caso, es posible trabajar con el alfabeto z, 27!, 1, en lugar de z, 27, —1.

2.3. Construcciéon de los morfismos @, y $°4d

En esta seccion daremos las bases y construiremos los morfismos ®,, y ®°4d,

De aqui en adelante, denotaremos por z, 7! y z las listas de las variables x1,...,x,,
Tt LTyt Y 21, ..., 2y, Tespectivamente, donde z; = x; + xj_l.

La siguiente proposicién aparece en |35, equation (4.4)].
Proposicion 2.12. Para cada m in {0,...,2n},
eon-m(z,171) = ep(z,27"). (2.30)

Demostracion. Sabemos que el polinomio f de la Proposicion 2.8 es palindromo. De este hecho
y la formula de Vieta obtenemos (2.30). O

La siguiente formula fue publicada por Lachaud [36, Lemma A.3]. Nosotros la dedujimos
independientemente, pero con la misma demostraciéon. Por lo que solo vamos a dar una idea de
esta.
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Proposicion 2.13. Para todo m in {0,...,2n},

em(z, 71 = L%/fj (" + 2: - m) — (2.31)

k=méx{m—n,0}

Demostracion. De las Proposiciones 2.8, 2.12 y las formulas de Vieta para los coeficientes de
los polinomios f y g,

> (1) e (z, a )" = Z<—1)n—j enj ()" (t + 71 (2.32)

Expandiendo (¢ + ¢t~!)7 por el Teorema binomial e igualando el coeficiente de t™ llegamos
a (2.31). O

Ya vimos que podemos escribir polinomios simétricos elementales, evaluados en variables
x,x~! en términos de polinomios elementales evaluados en la suma de estas variables, es decir,
en z =z+x ! (2.31). A continuacion veremos que podemos hacer esto mismo con otras familias
de polinomios simétricos, a saber polinomios simétricos completos y sumas de potencias.

Proposicion 2.14. Tenemos la siguiente identidad

[m/2]
ho(z, 27 = 3 (—1)k(” * mk_ b 1) B (2). (2.33)

Demostracion. Aplicando (1.15) con las variables z, z71:

x5 x
ho, (2,271 = — 4 ! (2.34)
= Qi(x,z71) Z:; Qpij(z, 271
Dado que
(x; — xp)(z; — :c,;l) = (2 — z), (x;l — xk)(:c;1 — x,;l) = a:j’l(zj — Zk),

podemos escribir el denominador en (2.34) como

Qi(z, 27" = (z; — :1;;1)3:;-‘719]-(2), Quej(m,a™) = —(x; — 27 a7 (2).

Aplicando (2.2) obtenemos

Dy (2, 271) =) L%Sﬂ) (2.35)
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De esto y de (2.10),

hm(l’, x—l) _ Z un—l—m—l(zj/z)

= %)
B L(n—l—mz—l)/QJ( 1)k ntm—k—1 i Z]m—i-n—l—2k
o k X Qj(Z) .
k=0 j=1
Si k> |m/2], entonces m+n—1—2k <n—1, y la suma interior es cero por el Lema 1.38. El
rango de k en la suma interior se puede restringir a {0,...,|m/2]}. Aplicando (1.15) llegamos
a (2.33). O

Proposicion 2.15. Para todo m en Ny,

2
mZ —( . )pm—2j(217"'7zn)7 mENv

Pu(z,a™) =9 S m—=Jj\ J (2.36)
2po(215 -5 2n), m = 0.
Demostracion. El resultado es trivial para m = 0. Supongamos que m € N. Por (2.1),
Dl 27h) =Y (2 + ™) = Y 2T (i + 1)/2),
k=1 k=1
es decir .
Pz, 271 =Y 27, (2:/2). (2.37)
k=1
Mas atn, aplicando (2.9)
n |m/2] 1)i j LM/2J )i —
B - m—2 m—2
pulea) =30 52 (M e 3 (T ) S
k=1 j5=0 ‘7 ‘7 k=1
Lm/2] .
—1) fm—j
—n S S 0
cm—j\ J

Lema 2.16.

Dy (2,27 = > Hua]( (2 + x5 )>. (2.38)

Ql,...,QneNO J=1
ap+--ta,=m

Demostracion. Consideremos la funcion generadora de los polinomios simétricos elementales en
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las variables x, 2!

n

E(z =T (@ +a)(1+ ;1) = [+ 2t +22).
j=1

Jj=1

Para obtener la funcién generadora de los polinomios simétricos completos homogéneos en z, 271,

sustituimos —t por ¢ y pasamos a la expresion reciproca:

n 1 n (o]
1 o
j=1 j=1 k=0
Igualando los coeficientes de t™ llegamos a (2.38) ]

Como hemos visto con las proposiciones previas, podemos escribir polinomios simétricos

-1

evaluados en las variable x, x™" como combinaciones de polinomios simétricos evaluados en las

suma de las variables originales.

Teorema 2.17. Sea P un polinomio simétrico en 2n variables sobre un campo infinito F.
Entonces existe un inico polinomio simétrico () en n variables sobre el mismo campo F tal que

P(:z:l,...,:cn,xfl,...,xgl) :Q(x1+xf1,...,xn+x;1).

Demostracion. FExistencia. Los polinomios simétricos homogéneos completos forman un conjun-
to generador para el anillo de los polinomios simétricos (ver Proposicion 1.46). Por lo tanto
existe r € Ny y un polinomio M en r + 1 variables tal que:

P(z,z7") = M(ho(z,z7), hy(z, 2"), ..., he(z, 27 1)),

Aplicando el Lema 2.16 concluimos que el lado derecho es cierto polinomio en las variables
T+ T,

Unicidad. Supongamos que ()1 y ()2 satisfacen
Q1 (301 +9€1_1a--->$n+37;1) = P(z,27") = Qs (351 +1’1_1a--->-75n+37;1) .

Cuando la variable z; toma un conjunto infinito de valores, la expresion z; 4 x;l también toma
un conjunto infinito de valores. Por lo que los polinomios 1 y ()2 coinciden.

Otra forma de la demostracion de la unicidad es: Considerar el polinomio Q3 = Q)1 —Q). Dado
que suponemos que, Qs(x1 + 7%, ... 2, + ;) = 0. Si el polinomio Q3 no es la constante cero
y su término de grado mayor es 2! - - - 2P entonces es facil ver que Qs(x + 27", ...,z + 2 t)
tiene el término czf' - - - aPr. Esta contradiccion muestra que Q3 es cero. O
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Un analogo (y un corolario) del Teorema 2.17 para el alfabeto simpléctico impar
T1, ... ,xn,xfl,...,xgl,l,
es el siguiente.
Teorema 2.18. Sea P € Sym,, . Entonces existe un tinico Q en Sym,, tal que
P(xl,...,xn,xfl,...m;l,l) =Q (xl —i—xl_l,...,xn—kxgl) )
Demostracion. Para demostrar la existencia, definamos R € Sym,, como

R(y1, .- Yon) = P(y1,. .., Yon, 1).

Aplicamos el Teorema 2.17 a R y obtenemos () en Sym, con la propiedad deseada:

Qzy+a7t, .. xp+2,Y) = Ry, .., o2y, 2, )
=P(xy,...,2p, 27 . 2t 1),
La unicidad se reduce a la unicidad del Teorema 2.17. O

Para las situaciones presentadas en los Teoremas 2.17 y 2.18, denotamos a @) por ®,(P) y
$0dd(P), respectivamente. Claramente, las funciones ®,,: Sym,, — Sym,, y ®2%: Sym,, ., —
Sym,,, definidas por estas reglas, son lineales y multiplicativas, es decir, ®,, y ®° som homo-
morfismos de algebras.

Nota 2.19. La transformada de Dickson—Zhukovsky para dos valores inversos, es decir el par
de soluciones de la ecuacion ¢ +t~1 = u, esta dado por t = (u=4+/u? — 4)/2. Entonces, ®,, actta
por la siguiente regla explicita:

(@u(P))(or,. o) = P 2EVAZA otV
n PRI Bad £ 2 bR ) 2 b
21 —/22—4
YERX

*

o V;,% - 4), (2.39)

y el Teorema 2.17 asegura que el lado derecho de (2.39) es un polinomio simétrico en zy, ..., z,.
Ejemplo 2.20. Sean =2y

P(Il, T2, T3, LL’4) = LL’% + .773 + ZL’% + .73[21 + 5$1I2 + 51’11’3 + 5I1$4 + 5$2$3 + 5%’21’4 + 5I3$4.
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Entonces
P(zy, 20,07 05") = (21 + 27 + (22 + 25") + 5 (21 + 27" (22 + 25") +6,

es decir
®y(P) (21, 22) = 21 + 23 + 52129 + 6.

En este ejemplo ®9(P) no es homogéneo, sin embargo P si es homogéneo.

Ejemplo 2.21. Para un n general, sea

2n
p1<.1'1, e ,mgn) = egn(ﬂfl, Ce ,$2n) = H.’L’j,
j=1
P2<x17 cee 7$2n) =1,
2n+1
Pg(aj‘l, RN 7$2n+1) = 62n+1<l’1, RN ,$2n+1) = H Q?j,
7j=1
P4(£171, e ,332n+1) =1
Entonces Py(z,271) = Poy(z,27) =1y P3(z,z7, 1) = Py(x,z71, 1) = 1, es decir

®,(P) = &, (P), o (Py) = deid(py).

Este ejemplo muestra que ®,, y ®° no son inyectivos.

2.4. Polinomios simétricos evaluados en raices de polino-

mios palindromos

En esta parte estudiaremos la version palindromica de las familias de polinomios simétricos
que hasta ahora hemos presentado.

Para todo m en Ny, definimos como hz,, al Gnico polinomio en n variables que satisface
0,
hz,,(2) = hy,(z,1/x),
ez, es el tnico polinomio en n variables que satisface

ezZm(2) = ep(z, 1/2),
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P,, €s el unico polinomio en n variables que satisface
PZy,(2) = P (T, 1/2),
y sz es el inico polinomio en n variables que cumple
SZ(, ) (2) = S0, (2, 1/2).

Denotamos por Hz(z)(t) y Ez(z)(t) a las funciones generadoras de esta sucesion de polinomios:
= Z hzy (2)tF, Ez(2)(t) = Z ez, (2)t*
k=0 k=0

Proposicion 2.22.

Ez(z)(t) = ﬁ(l + ozt + 12), (2.40)

HA2)(0) = [ | _ (2.41)

1—zt+t%

Demostracion. Usando la definicién de la funciéon generadora de la sucesion de polinomios si-
métricos elementales (1.7) y la equivalencia (1.9), tenemos

t) = Zezk(z)tk = Zek(a:, 1/2)tF = E(z, 1/x)(t)

H (L+zt)(L+ ;') = [ [+ 2t + 7).

=1

Ademés,

k=0 k=
1 - 1
— = O
Ez(z)(—t) ]1:[1 1 — 2zt +1t2

Dado que podemos escribir a h como suma de progresiones geométricas, podemos escribir a
hz como una suma en términos de polinomios de Chebyshev de segundo tipo U.
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Proposicion 2.23. Para todo m en Ny,

n

hz,,(2) = ; “’”*%SJ/Q) (2.42)

Demostracion. Recordemos (ver Proposicion 1.36) que

-1
p ars

h(ar, .. ap) =y =t
P ) Qj(al,...,ap)

Aplicando la equivalencia anterior con las variables x, 1/x obtenemos

n 2n+m 1 l,—Qn m+1

hz,,(2) = hy,(z,1/2) = ZQ (z,1/z) ZQR_H (, 1/ZE)

Simplificaremos algunos de los factores que aparecen en los denominadores.

1 1
(zj — ) (%‘ - —) =] — (fk + x_k) zj+ 1 =x;(z — 2),

1 1 1 1 1Y\ 1 1
— — Tk — = | == Tp + — —+1:—<Z]—Zk>
X € T .Tj Ty /) Xy xZ;

Entonces para toda j en {1,...,n}
1 1 1 _
Q(x,1/x) = (fﬂj - ;) I1 ((Ij — ) <l’j - ;)) = (%‘ - ;) 2y Y (2),
17 hef1m\() g 7
y
1 1 11 1\
st =(5on) T ((5-n) (5-%)) == (5550
J ke{l,...,n}\{j} J J k j

Finalmente,
n n+m —n—m

ban() = 2 o

Jlj

Aplicando (2.2) llegamos a (2.42). O

De las Proposiciones 1.45, 1.46 sabemos que e y h son conjuntos generadores, por lo que
podemos escribir hz y ez en términos de h y e respectivamente, como lo establecen las siguientes
proposiciones.
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Proposicion 2.24. Para todo m en Ny,
Lm/2]
—k—1
hz,,(z) = Z (n * mk ) hyp—ok(2). (2.43)
k=0
Demostracion. Combinemos (2.42) con (2.10):

n n

U1 (22 1 L mtm—k-1\ .
hZ’”('z):Z#:;W g(—l) < + . )Zj

=1 1 k=0
_ Lgfj(_l)k(n—i-m—k—1> N
par k g Q;(z)
Usando (1.15) obtenemos (2.43). O

Para cada k en {1,...,p} pongamos

Y -1
k(21 y20) = “ 1 :
(= (1))
1<j<r &
J#k

Sim+r>n+2yn+r>m (esdecir 2—r <m—n <r), entonces

1 1 )
hyrsnra1 (zl, A z_) =2 ce(21y -y 20) Ton (g ) U (i) (2.44)
T k=1

21

Sean t1,...,t, € C tales que 7 = x;. Pongamos

1 1
— — t —_
Br 2(k+tk)

ce(ts, ...t
di(ty,... t,) = %
k1t

Entonces

1 1 -
hn (Zl, ey Ry Ty ey —) = Z dk(tl, ce 7t7~)u2n+27=_1(/6k>. (245)

k=1
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Maés atn, si p — q es impar, —2r +3 < p — q < 2r — 1, entonces

21

hpeger_, (212 L >_2de thy o te) To(Bi)Uy (Br)- (2.46)

Proposicion 2.25. Para todo m en {0, ...,2n},

[m/2]
ez (2) = Z (n B 77;+ 2k> em—ok(2)- (2.47)

k=0

Demostracion. Consideremos la funcién generadora (2.40). Recordando la formula de Vieta:

[[a+b)=> exlbr,....bn)a""
j=1 k=0
Aplicamos esta formula con a = t* + 1y b; = z;t:
Zekzlt zt) (£ + 1) Zt’“t2+1 en(2).

Expandamos (#2 + 1)"~* con el teorema del binomio y cambiemos el orden de las sumas:

Ea(z) = itk (nz_k (” ; k)t2”> Rels < )t2p+kek(z).

k=0 p=0 p=0 k=0

M

En la suma interior hagamos el cambio de variable m = 2p + k:

n  n+p

S 30 M (A (e

p=0 m=2p

Cambiemos el orden de las sumas (la desigualdad m > 2p es equivalente a p > [m/2]):

B} = 3 (Z 2} (") em_2p<z>> o,

m=0

el coeficiente de ™ en el lado izquierdo es e, (z,1/z), y obtenemos (2.47). O

Veamos una forma de escribir hz en términos de cocientes de determinantes
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Proposicion 2.26. Para todo m en Ny,

un—l—m—l (21/2) ce un—l—m—l (zn/2)
th(Z) - Van;er(z) det un_Q(Zl/Q) .. .. un_Q(zn/2) (248)
Z/{o(Zl/Q) UO(Zn/Q)

Demostracion. Sea A,,(z) la matriz del numerador. Expandimos el determinante de A,,(z) por
la primer fila y aplicamos la férmula (2.26) para calcular cada cofactor:

det A, (2) zn: Upm—1(2;/2)(—=1)7T Vander(z1, . .., 2j_1, Zj41, - - - » 2n)
Vander(z) s Vander(z) '
Ademas, notemos que

n

Vander(z) 3 _ H(Zk — z;) H (zj —21) = (—1)j+1Qj(Z’).

Vander (21, ..., 2j—1, Zj+1, - - - Pl e

Aplicando (2.42) obtenemos (2.48). O

Veamos anélogos de la Porposicion 1.32 y de la Proposiciéon 1.39, para el caso de hz

Proposicion 2.27.

WZpi0(2, 2nt1) = Nmyo(2) + 211 W2m11(2, 2n41) — Wz (2, 2041)- (2.49)
Demostracion. Empezamos con la expresion recursiva:

Ez(z, zni1)(—t) = (1 — 2yt + 1°) Ez(2)(—1).
Dividimos sobre el producto Ez(z, z,,41)(—t) Ez(2)(—t):
Hz(2)(t) = (1 — zppat + t2) Hz(2, 2,11) (2).

Igualamos los coeficientes de t™*2 en ambos lados:

WZyi2(2) = Wzpmaa(2, 2ni1) — 2na1 W2ma1 (2, 2ng1) + Wz (2, 2041)-

La formula obtenida es equivalente a (2.49). O

Proposicion 2.28. Para todo m € Ny,

th+1<Z, Zn—i—l) - th+1<Z, Zn+1) = (Zn+1 - Zn+2> th<Z, Zn+1, Zn+2)- (25())
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Demostracion. Consideremos la diferencia de funciones generadoras:
Ez(z, 2n41)(—t) — E2(2, 2p42) (=) = (211 — 2nt2)t Bz(2)(—1).
Dividimos sobre el producto Ez(z, z,41)(—t) Ez(z, z,42)(—1):

(Zn41 — Znio)t Haz(2)(1)
(1 — Zn+1t —+ t2)(1 — Zn+2t -+ t2)’

Ha(z, 20s1)(t) — Holz, 2012)(8) =

es decir,
Hz(z, zp41)(t) — Hz(z, 2p12) () = (2n41 — 2na2)t Hz(z, 2011, 2na2) (1).

Igualando los coeficientes de t™ ! obtenemos (2.50). O

Veamos formulas equivalentes de (2.36) y (2.37).

Teorema 2.29. Sea m € Ny. Entonces

pz, (2) = szrm(zj/z), (2.51)

Pz, (2) = m=Jg\ 7 (2.52)
2po(2), m = 0,
Teorema 2.30. Sea m € Ny. Entonces
lm/2]
P21, s 20) = Z Qs DZgy— o (215 - -+ 5 Zn), (2.53)
k=0

donde los coeficientes v, se definen como

(TZ), si k< 5
- (2.54)
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Demostracion. Usando (2.13) y cambiando el orden de las sumas:

n |m/2] Lm/2] n

:ZzTZZZakaF _ok (2/2) = Zamk2< (m— 2k)>
J=1 Jj=1 k=0 om0
|m/2] )

Zamkpm 2kzvx Zamkpzm o (2)- -

Recordemos que la involuciéon w: Sym — Sym se puede definir como

w(pp) = (=1)"p,  (m=1). (2.59)

Para definir w,,: Sym, — Sym,,, usamos el encaje monomial Sym, — Sym. En otras palabra,
dado f en Sym,,, expandimos f en la base monomial y aplicamos w.

Proposicion 2.31. Tenemos que

(=)™ ' pz,,(2), m es impar,
wn (P2, ) (2) = 1 (2.56)
(_1)m—1 pZm<Z) + 5(_1>m/2 (m/2) pZO( )7 m es par.

Demostracion. Aplicando (2.52) y (2.55). Para m impar,

Lm/2]
n(P2,)(2) = D a1 (1) Dy (2) = (<1)" Dz (2).
k=0
Para m par,
m_y
D2 (2) = ) Qne(= 1) Pyag(2) + Qunp2(—1)"/? py(2)
k=0
Entonces,
m_q
n(P2,)(2) = D (=)™ (1) Do (2) + unmya (= 1) by (2)
k=0
m/2
= (1" amp (1) (1) P (2) + 200, m/2(—1)™ Dy (2)
k=0
La tltima expresion nos lleva al segundo caso de (2.56). O

Desgraciadamente, w no convierte th\") en ezE\"), incluso con la restriccion ¢(A) < n; como

se muestra en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 2.32. Restringimos ((\) < n. Existe una particion u con £(p) < n tal que w, (hz(™) #

o
ezftn)

n (b)) = wn (@ () ) = wa (@ (B BE)) = o (@ (s + 81521 + 516 + 517)

_ (2) (2) (2) 2\ _ ., ®2 (2) 2) (2 _
= Wy, (sz[473] + 875 ) + 826 1] + 827, > = SZ5a 1] + 8752 13] + 875 15] + S7y7) = 0.

Pero sabemos que

GZEZ??)) = ezf) ez:(f) = ezg) ez§2) # 0.

2.5. Polinomios de Schur simplécticos y ortogonales y co-
cientes de Schur—Chebyshev

En esta seccion recordaremos varias formulas equivalentes para polinomios de Schur sim-
plécticos y ortogonales y las relacionaremos con cocientes de Schur—Chebyshev.

Las funciones de Schur simplécticas y ortogonales sp, y o) aparecen de forma natural en
teoria de representacion, en relacion con grupos simplécticos y ortogonales. Véase |27, Section 24
y Apendice A| para las siguientes formulas de sp, y o). Méas informacion se puede encontrar
en [34].

Para toda A en P, la funcién de Schur simpléctica sp, y la funcién de Schur ortogonal oy

son elementos de Sym, se definen mediante las siguientes identidades analogas a las identidades
de Jacobi-Trudi:

1 170
SPy = 5 det |:h>\j_j+k + h)\‘j_j_k+2j| j,(kil’ (257)
£(A
o) = det |:h>\]'—j+k - h)\j_j_k?:| j,(kil' (258)

También satisfacen las siguientes identidades anélogas de las identidades duales de Jacobi-Trudi:

A
spy = det [e,\;,ﬂk — e)\;.fj*k}jjczﬂ (2.59)
1 A
0Oy = 5 det |:e>\/_j+k' + e)\/_j_k+2] jjc:l' (260)

Las funciones sp, y o, tradicionalmente se evalua en el alfabeto simpléctico

(w,2™ ) = (21,..., 200,27, ..., 2, 1).

rn

Dado que @, es un morfismo de algebras, (2.57)—(2.60) implican las siguientes identidades
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analogas a las identidades de Jacobi—Trudi para spz, y 0zj:

spzy(z) = %det [hzy,_jn(z) + thj,j,k+2(z)]§f];\):1, (2.61)
spz,(z) = det [ezA;_jHﬂ(z) — eZA}—j—k('zﬂizzp (2.62)
0z)(z) = det [hzy,_j4i(z) — hz)‘j_j_k(z)}?(]j):ﬂ (2.63)
0z)(2) = %det [ez,\;__jJrk(z) - ez,\;__j_kﬁ(z)];;:l. (2.64)

Existen formulas bialternantes para sp, (z,27!) y ox(z,z71):

Aj+n—j+1 —(A\j+n—j+1)n
det|z;’ —x, ,
spy(z,z7") = i - ]j”“zl, (2.65)

n—j+1 _ _—(n—j+1)n
det [}, Ly ]j,k:l

n

a1) det [C\ﬁn—ﬂxkﬂj,k:l
O T )= T [Cn—j(wk)}zkzl |

(2.66)

donde (,(u) =u"™ +u"™sim >0y (o(u) = 1.

Caracteres de los grupos ortogonales impares estan relacionados con las funciones oy evalua-

das en el alfabeto simpléctico impar
(z, 27 1) = (21,...,zp, 272, 1),

Sabemos [27, Proposicion A.60| que

ox(£2 2 42 £-2,1) det [tz)‘j+2n—2j+1 _t]:(2)\j+2n—2j+1):|zk:l 26m
AL oo Bns B e B B 2n—2j+1 _ ,—(2n—-2j+1)1n : :

Okada [46] probo la siguiente formula para sp, evaluada en el alfabeto simpléctico impar: si
A € P, 1, entonces
det Ay(ty, ... tn,1)

2t ) = 2.68
Sp)\( 1) » Py Y1 »¥n +1) detA@(tl,...,tn,1)7 ( )

donde (Ax(t1,...,tn, tnt1))jk se define como

20 j+2n—2j+4 —(2X\;+2n—2j5+4 _
(tk J n—zaj _t ( J n—zj )) _t 1

2FN-242 = (23 +2n-2)+2)
k n—i—l( - )7

k k

sil<k<nycomo
2\ +2n—2j+2

tn+1
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sik=n++1.

Las formulas bialternantes (2.65), (2.66), (2.67) y (2.68) son naturales en términos de poli-
nomios de Chebyshev expresados como ciertos “cocientes de Schur—Chebyshev”.

Proposiciéon 2.33. Sea 2z, = x4 + 2, para toda k en {1,...,n}. Entonces

n

det [Z/{Aj+n_j(zk/2)]jyk:1 B det [L{,\jJrn_j(zk/Q)]Zk:l

= = : 2.69
SPA(I x ) det [un—j (Zk/2)]]k:1 Vander(z) ( )
det[Tmome (z)]7, _,  det[Tmome (z)]", _
O)\(l',x_l _ |: Aj+ .j( k)j|ﬁ77k1 _ [ Aj+ ]( k)]],kl, (270)
det [ﬁnic}mc(zk)] k=1 Vander(z)
L detful 2]t et /)
Al 1) = M TR Vond : (2.71)
det [L{n_j(zk/2)]jk:1 ander(z)
on(z.z 1) = det [W)\jJrnj(Zk/Q)Jj’k:l _ det |:W)\j+nj(2k/2)i|j’k:1’ 272)
det [Wn—j (Zk/2>]jk:1 Vander(z)
oa(z,z7", —1) = (=DM oy (=2, —271,1)
B det [V)\j—&—n—j(Zk/Q)}:’k:l B det [ij_,'_n_j(zk/Q)};k:l (2 73)

det [Vn_j(zk/Q)]Zkzl B Vander(z)

Demostracion. Probemos la primer igualdad en (2.69). Usemos la formula bialternante (2.65)
y la propiedad (2.2) de los polinomios U:

(2,571 [Ti (2 — 2 !) det [ukﬁn—j(zkﬂ)}zkﬂ det [u/\ﬁn—j(zk/Q)Hk:l
spy(z,z77) = — — 7 = D
’ [T (o — ") det [un*j(zk/2)}j,k:1 det [uﬂ*j(zk/2)}j,k:1

La segunda igualdad en (2.69) se sigue de la primera transformando el denominador por la
Proposicion 2.6. De manera similar, (2.70) se sigue de (2.66) y (2.1), (2.72) se sigue de (2.67)
y (2.4). Finalmente, (2.73) es una consecuencia de (2.72) y (2.22). Probemos (2.71) usando la
formula de Okada (2.68) con A\, 11 =0, 7, =t2 (1 <k <n)yt,y =1 Paral <k<mn,

A1ty D) = (a2 g TRy (I Gt

= (= 23 ) Unyrn—j+1(2/2) = Un;1n-(25/2)

= (zk — 2 )Vry4n—js1(25/2).

En particular, si 1 < k < n, entonces la entrada (n + 1,k) es (xx — 2 ") Vo(2;/2). Después de
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factorizar r; — x,' de la k-ésima columna (1 < k < n),

det Ay(ty, ... tn, 1) = (H(xk - mkl))

k=1

[V/\.¢+N+1—j(zk/2)mk:1 [1}?:1
[1,...,1] 1|

Ahora restamos la columna n 4+ 1 a cada columna 1,...,n, expandimos el deteminante por la
ultima fila y usamos la formula (2.25).

n

det A,\(tl, Ce ,tn, 1) = <H((1}k - xk1)> det |:V)\j+n+17j(2k/2) — 1]?,k=1

k=1

(i)

”::3

(zx — 2) ) det [}, S/ 2]

Entonces,
1 det Ak(tl,...,tml) det[u)\ +n— ](Zk/2)} k=1
spzy(z, 2™, 1) = = a
det Ag(ty, ... tn, 1) det[un_j(zk/Z)Lkzl
Tomando en cuenta la Proposicion 2.6, obtenemos (2.71). O

De la Proposicién 2.33 y aplicando las definiciones de ®, y ®%I¢ obtenemos el siguiente
Teorema.

Teorema 2.34. Para toda A\ en P,

det[L{AjJrn_j(zk/Z)]Zk . det[bb\ n— ](zk/Q)]]k .

Spzy (21, -y 2n) = - = (2.74)
A det [un_j(z,c/z)]j’k:1 [li<jcken(zi = 2)
det monic > n det ‘monic > n
det [Tmo'mc( /2)} H1<j<k<n(ZJ Zk)
. olet[uA >+n J(zk/z)] oy det e (/2]
Spz8 (21, oy 2n) = = (2.76)
det [UY; (24/2)]" ILicjcren(zi — 2)
o det[WA e J(zk/Z)] he det [WAJM j zk/Z}
023N (21, .oy 2n) = = (2.77)
det Wi (2/2)],_, [licjcren(2 —Zk)
()M ozg™ (=21, —z) = il R L Y G T (2.78)
det[ n,](zk/Q)]jykzl H1§j<k§n(zj zk)

Las férmulas de duplicaciéon de los polinomios de Chebyshev, presentadas en la Proposi-
cién 2.5, nos llevan a otra forma equivalente de las formulas bialternantes de la Proposicion 2.33.
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Proposicion 2.35. Para toda A en P,

det [Z/{Q)\j+2n—2j+1 (Uk/z)} ;kzl

Spz (U2_27"'7u721_2 - " ’ (279
aUp ) det [u2n72j+1(uk/2)}j,k=1 |
det monlCn Uk n =
OZA( 27 . ,UJ?L - 2) - [ - ;inlc2]( 21] ’k_lj (28())
det[ on—2j (Uk)] k=1
OZOdd( 2_9 u: — 2) = det [u”\]—ﬂn(u}g/Q)L =L (2.81)
A 1 g ey n ’ '
det [Us—2; (Uk/Q)]J k=1
det 7—/\] n—2j Uk 2 =
(—1)|/\‘ OZidd(—uf +2,..., _Ui +2) = [ 22 +2n—2j+1(Uk/ )} j k=1 (2.82)

det[’]ign 2]+1(uk/2)}]k 1
Demostracion. Aplicando (2.74) y (2.19):

det [ug Uy, 20— 2j+1(uk/2>];lk:1
det[ukugn 2J+1(uk/2)Lk )

B (ITp_q uw) det [Z/{QAj-‘y-?n—Qj-i-l(uk/z)]Zk:l

 (IThey ) det [Uanogin (ug/2)] 7

spzy (ud —2,...,u2 —2) =

Después de cancelar [ [}'_; u; obtenemos (2.79). Similarmente, la formula (2.80) se sigue de (2.75)
y de (2.18), (2.81) se obtiene de (2.77) y de (2.21), por ultimo (2.82) se sigue de (2.78) y
de (2.20). O

2.6. Polinomios de Schur evaluados en las raices de polino-

mios palindromos

Como @ es un homomorfismo de algebras, sz, se puede calcular por medio de los siguientes
anélogos de las formulas de Jacobi-Trudi:

2(A

2 u(2) = det [z, k()] 10 (2.83)
A

sza/u(z) = det [eZA}—Mk—j*—k(’z)]j;:l’ (2.84)

Mas atn,
szx(2) sz, (2 E LR sz,,

donde LRY , son los coeficientes de Littlewood-Richardson para polinomios de Schur sesgados
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presentados en la Proposicion 1.69.
Proposicién 2.36. Sean A € P y {(\) > 2n. Entonces szy(z1,...,2,) = 0.

Demostracion. Como £(\) > 2n, la formula de Jacobi-Trudi implica que

S/\(yh s 7y2n) = 0.
Ahora sz)(z1, ..., 2,) = 0 por definicién del morfismo P,,. ]

La siguiente “propiedad simétrica” de sz es equivalente a [35, Lemma 1] y se sigue de la
formula dual de Jacobi-Trudi (2.84) y de la Proposicion 2.12.

Proposicion 2.37. Para 1 <k <n
SZO s dar) (21 s 2n) = 52u(21, .., Zn),
donde 1= (A" M. — Mpsks AL = Agbets - - s AL — A2).
Demostracion. Recordemos la simetria de los polinomios ez:
ez (21, -+, Zn) = €Zon—k(21, -+, Zn)- (2.85)

Aplicando la segunda féormula de Jacobi-Trudi:

sz)(z) = det [ezk;_ws(z)})‘lil = det [eZQn_)\Hr_S(z)}/\l

r,5= r,s=1"

Haciendo el cambio de variable p =M\ +1—-7ryq¢=XA+1—3s

A1

szy(z) = det |ezq, _
A( ) [ 2n A’AHH, p+q]ns_1

Recordemos que
=4k > g},

entonces

pj =4k g, > =4k 2n =N\, >t =#{ke{l,.... M} N\ <2n -}
=#{ge{l,.... 0} A <2 —j} =M —F#{ge{l,... . M} A\, >2n—j+1}.

Utilizando la propiedad involutiva de la conjugacion de particiones (1.2), tenemos:

Ky = Al — )\2n+1—j
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szx(2) = sz,(2). O

Notemos que lo presentado hasta ahora también se puede realizar sobre el alfabeto simpléc-
odd

tico impar, es decir, podemos definir sz§
En este caso tenemos andlogos de identidades de Cauchy (ver Proposicion 1.60)

Teorema 2.38 (Identidades de Cauchy). Para z = (z1,...,20) Yy = (Y1, Ym),

S san) == (2.56)

\EP j=1lk=1" ZiYk + Yi
Z sza(2) s (y) = H H (L + 2y + i) (2.87)
AEP j=1 k=1
> sua@)szny) = [ ][z +w)s (2.88)
AEP j=1 k=1

A;)sz‘idld(Z) sa(y) = (j:l g 1— Zj;k n yk> (g 1 _1yk> 7 (2.89)
(H [T+ 2w+ yk)) (H(l + yk»)) , (2.90)

AEP j=1k=1 k=1
S a2 sl () — 2 (H e +yk>2) (H<z N >) (H<2 s y,a) ey
AEP j=1k=1 j=1 k=1

Demostracion. Las formulas se siguen facilmente de las identidades de Cauchy clésicas. Verifi-
quemos solamente (2.86). Pongamos z; como z; + z;

Zszk(z) sa(y) = ZS,\(%SU ) sa(y) HH (1— 201 —

AEP AEP j=1k=1

m

i .

el S Ui

Nota 2.39. La suma del lado izquierdo de (2.86) se puede reducir a las particiones A con
(A) < min{2n,m}, la suma del lado izquierdo de (2.89) se reduce a las particiones A con
(X)) < min{2n + 1, m}. Estas sumas se pueden tratar en el sentido formal, son absolutamente
convergentes para valor pequetios de z; y yi. Las sumas de los lados izquierdos de (2.87), (2.88),
(2.90) y (2.91) son finitas. Por ejemplo, la suma del lado izquierdo de (2.87) se puede reducir a
las particiones A que satisfacen £(A) <2ny Ay < m.
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Nota 2.40. A pesar de las similitudes de sz con s, que hemos visto hasta ahora, no existe una
forma bialternante sencilla, con denominador sencillo, para el caso de s, ni formas bialternantes
como en el caso de spz o oz.

Proposicion 2.41. No existen polinomios univaluados f y g tales que

1 43

sz2.1)(21, 22) = ») (2.92)
(2,)\*1,<2) — 21 — 2 . .
Demostracion. Usando (2.83) obtenemos
s7(2,1)(21, 22) = 2122 + 2125 + 21 + 22. (2.93)

Supongamos que f y g son polinomios univaluados que satisfacen (2.92) y

FO=S"5,  gt)=3 gt
j=0 j=0

con f, # 0, g, # 0. Si p = ¢, entonces una operacion elemental con filas del determinante en el
numerador nos permite pasar al caso ¢ = p — 1. Entonces, sin pérdida de generalidad, conside-
remos el caso p > ¢. Los términos lideres del numerador de (2.92) son f,g,2725 v — fpg,2175, es
facil concluir que p = 3, ¢ = 1. Dado que f,g, = 1, podemos considerar el caso f, =1y g, = 1.

Después de calculos sencillos llegamos a
' f(z1) f(z2) '
g9(z1) g(22)

PO = 272 + 2125 + go(21 + 23) + (9o + fa)z122 + gofo(21 + 22) + gof1 — fo-
1— 22

De esto y de (2.93), go = 0 y simultaneamente gof> = 1, lo cual es una contradiccion. O

Sin embargo, existe una formula bialternate para sz 1y(21,22) con un denominador mas
complicado.

Ejemplo 2.42. Se puede verificar directamente que

2 2

e |
21 Z9

Sz 21, %9) = . 2.94
(271)( 1:22) z%—i—l z%—i—l' ( )

21 Z9
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Nota 2.43. Un problema natural a futuro es generalizar el Ejemplo 2.42, es decir, para todo n
en N y A en P, encontrar polinomios f1,..., fu, 91, .., 9n, con coeficientes que dependen de A
y n, tales que

B det [fj(zk)};kzl

-~ det [gj (Zk)]j,k;:l .

Desafortunadamente, no hemos podido resolver este problema todavia. Tratamos de resolver

sz (21, -y Zn

este problema para sz 1y(21, 22). Razonando con los términos principales vemos que los grados
de fi, f2,91, 92 deben ser de la forma s +4,s + 1,5 + 1, s. De hecho, hemos probado que no
hay soluciéon cuando s = 0 (un razonamiento simple con varios términos lideres o principales),
tampoco hay solucion para s = 1 (la prueba es larga y requiere de muchos términos principales).

Expansion de sz en términos de spz

Littlewood [40, Apendix] expande sy como combinacion lineal de sp,, 0 0,

Sy = Z Z LRZ),"M SD.» S\ = Z Z LRQ# oy - (2.95)

HEP vePp HEP veP

v' par v par
Aqui las restricciones “v par” o “v' par” significan que las partes de v o 1/, respectivamente, son
pares. Evaluando ambos lados de las identidades (2.95) con la lista de variables simplécticas y

(n)
A

aplicando el homomorfismo ®,,, llegamos a la expansion de sz, ' como combinaciéon lineal de

spz,(fl) 0 OZLn), con coeficientes que no dependen de n.

Es facil ver que la familia (sp,,).ep forma una base del espacio vectorial Sym. Entonces toda
funcion de Schur sy es una combinacion finita de algunas sp, con algunos coeficientes enteros
Oxpe

S\ = Z TSPy, - (2.96)

neP

Como consecuencia, esta expansion es cierta para los correspondientes polinomios en 2n varia-
bles, es decir, para elementos de Sym,,,. Aplicando ®,, obtenemos una expansion de sz, como
combinacion lineal de spz,:

sza (21,0 2n) = ZJA,#spzu(z’l,...,zn). (2.97)

nEP

Notemos que los coeficientes o) ,, en (2.97) no dependen de n.
Krattenthaler [35] encontr6 expansiones de la forma (2.96) para particiones con “forma casi
rectangular”. En ese caso los coeficientes son siempre 0 o 1.
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A continuacion mostramos casos particulares de (2.97). Aunque los coeficientes para estos
casos se pueden calcular a través de sumas de coeficientes de Littlewood—Richrdson de forma
analoga a (2.95), damos una demostracion usando formulas analogas de Jacobi—Trudi.

Lema 2.44. Para todo A = (A1, \y) con Ay > Ao > 1,

SZ(,\I,AQ)(ZL 22) = SPZ(,\l,AQ)(Zh 22) + SZ(,\1—1,,\2—1)(21, 22)-

Demostracion.

7 (Z P ) _ hZ)\l (’217 22) hz)\1+1(zl? 22)
AL, 1,#22) —
(A1.2a) hZ)\Q_l(Zl,Zg) hZ)\2(Zl,ZQ)
hzy, (z1,22)  hzy,41(22) + 21 hzy, (21, 22) — hzy,—1(21, 29)

hzy,—1(21,22) hzy,(22) + 21 hzy,—1(21, 22) — hzy, (21, 22)

sumamos la columna 1 multiplicada por —z; a la columna 2

hzy, (21, 22)  hzy,11(22) — hzy, 1 (21, 22)

hZ,\2—1(217 22) hZ,\g(Zz) - hZ,\2—2(21, 22)

aplicando la propiedad lineal con respecto a la segunda columna:

hzy, (21,22)  hzy,—1(21, 22)

SZ(x a2\ %15 22) =
™ 2)< ) hzy, 1(21,22) hzy,a(21, 22)

hzy, 1(21,22)  hzy,(22)

h , hzy,
Z/\1(Z1 Zz) Z) +1(Z2) |+ (_1)

En la ultima expresion, denotamos los sumandos por S; y Ss. Transformando el primer
sumando:

1 (21 — z2) hzy, (21, 22)  hzy,41(22)

21— 22| (21 — 22) hzy,_1(21,22)  hzy,(22)

1 hzy, 11(21) — hzy,11(22) hza,1(22)
21— 2 hzy,(21) — hzy,(22) hzy,(22)
(

1 hzy 41(21)  hz4(z2)

21— 22| hzy(z1) hzy,(z9)

= sz()\l,)\g) (217 22) :
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Transformamos el segundo sumando:

hzy,_1(z1, 2 hzy, (21, z
52 _ Z), 1( 1 2) Z)\l( 1 2) = SZ(A\,—1.32-1) (21’ 22). []
hZAg—Q(Zla 2’2) hZ,\2—1(2’17 22)

Proposicion 2.45. Para A = (A, \2),

A2
S(A,h2) = Z SP(A1—kAa—k) * (2.98)
k=0
Demostracion. Se sigue del lema anterior por induccién sobre As. O]

Para A con £(\) > 2, la situaciéon es mas complicada, y algunos coeficientes son estrictamente
mayores que 1.

Ejemplo 2.46. Consideremos A = (2,2,1,1). Usando las férmulas de Jacobi-Trudi para s y sp
es facil probar que

8(2,2,1,1) = SP(2,2.1,1) T 5P2,2) +5P(2,1,1) T5P(1,1,1,1) +25P(1,1) +SP(0) -
En este ejemplo algunos coeficientes son estrictamente mayores que 1.

Krattenthaler encontré varias expansiones del tipo (2.97) para particiones rectangulares y
casi rectangulares. Por ejemplo, la siguiente formula es equivalente a |35, formula 3.3].

Z sz((A_jl)Q,-.-,(A—jp)Q)(Z), m = 2p’
0<71 <. <jp<A

sz(m)(2) =
Z sz()‘v()‘_jl)2,...,()\—]';,)2)(z); m=2p+ 1.
0<51 <. <jp<A






Capitulo 3

Menores de matrices de Toeplitz de banda

Este capitulo recopila los resultados expuestos en [43].

Alexandersson [1] mostré una nueva prueba combinatoria de la férmula de Widom para
determinantes de matrices de Toeplitz. Como resultado auxiliar [1, Proposition 3|, escribio el
menor de matrices de Toeplitz triangulares [e;—;];, como polinomios de Schur sesgados s, /g,
con ciertas particiones « y [ expresadas en términos de filas y columnas eliminadas.

El objetivo de este capitulo es extender [1] a matrices de Toeplitz de banda no necesariamente
triangulares y mostrar que varios resultados clasicos de la teoria de matrices de Toeplitz se
pueden relacionar naturalmente con la teoria de polinomios de Schur sesgados. Empezamos con
una matriz de Toeplitz de banda general T),(a) (no necesariamente triangular) generada por un
polinomio de Laurent arbitrario a y expresamos sus menores como ciertos polinomios de Schur
sesgados evaluados en los ceros de a. Este resultado se puede ver en el Teorema 3.4. Después
deducimos varias formulas para los cofactores y eigenvectores (Teorema 3.13 y Teorema 3.18),
ademés damos nuevas pruebas para las féormulas de Trench.

3.1. Matrices de Toeplitz de banda a través de polinomios
simétricos
Sea a un polinomio de Laurent de la forma

a(t) = Z apt® = a P H(t — zj), (3.1)

k w j=1

donde p e Ny ={0,1,2,...}, we N={1,2,...}, ap_u, . . ., a, son nameros complejos y a, # 0.
Para todo n en N denotemos por T, (a) a la matriz de Toeplitz de banda de tamano n x n
generada por a:

T(a) = [aj-1]} 1 (3.2)

79



80 3.1. Matrices de Toeplitz de banda a través de polinomios simétricos

Los coeficientes ay se definen como cerosi k >po k <p— w.

Notemos que si n > p, p es el indice de la dltima diagonal no cero debajo de la diagonal
principal y w + 1 es el ancho de la banda.

De las formulas de Vieta, Proposicion 1.23, los coeficientes del polinomio (3.1) pueden escri-
birse en términos de polinomios simétricos elementales: a;j i, = a,(—1)*"7 e,,_; /7P~

a; = (=1)""ape,;. (3.3)

Notemos que (3.3) no solo es cierto para p — w < j < p, sino para todo 7, dado que si j > p
0 j < p—w ambos lados de la igualdad son cero. Por lo que la matriz T,(a) se puede escribir
como

Ta(a) = (=1)" ap (1) epiiylf . (3.4)

De aqui que todo menor de T,(a), después de factorizar una potencia apropiada de a,, es un
polinomio simétrico en z1, . . ., 2z, las cuales son raices de a(t). De hecho, resulta ser un polinomio
sesgado de Schur, salvo un signo.

En lugar de trabajar con polinomios de Laurent de la forma (3.1) y sus correspondientes
matrices de Toeplitz de banda, podemos considerar una situaciéon mas general en el cual a es una

serie de Laurent formal de la forma a(t) = >"7_

at®, con a, # 0. En otras palabras, tenemos
(ak)kez tal que a, # 0 y ap = 0 para k > p. Entonces la correspondiente matriz de Toeplitz
tendria un ntimero finito de diagonales no cero debajo de la principal. Como no sabemos como
definir los ceros de una serie formal de Laurent ni como expresar los coeficientes a, a través
de esos ceros; entonces definimos (e)%2, directamente de (3.3) y trabajamos con funciones de

Schur sesgadas, véase Nota 1.74. Notemos que a se puede escribir en términos de (ej)32, como

a(t) = Zp: apt® = a,t? XO: (—1)*e_pt* = at? B(—1/t). (3.5)

k=—o0 k=—o00

Para algunas demostraciones consideraremos primero el caso triangular, el cual ya ha sido
estudiado por varios autores, para facilitar la comparacion de los resultados. Sea

b(t) = E(1/t) = iekt_k = i e_pth. (3.6)

Si e, para todo k > 0, son polinomios simétricos elementales en una cantidad finita de variables,
21, .-, 2w, entonces las sumas en (3.6) son finitas, y —z1, ..., —z, son raices de b.
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3.2. Determinantes de matrices de Toeplitz de banda

En esta seccion se presenta una férmula sencilla y préactica en términos de célculos, para el
determinante de matrices de Toeplitz de banda.

Proposicion 3.1. Sean a(t) un polinomio de Laurent de la forma (3.1) y n en N. Entonces
det(T,(a)) = (=1)""ay smey (21, - - - 2u)- (3.7)

Demostracion. Aplicando (3.4) a la matriz y factorizando los signos, es facil ver que (3.7) se
sigue de la féormula dual de Jacobi-Trudi para polinomios de Schur. O]

El plinomio de Schur s(,»y del lado derecho de (3.7) se puede escribir por medio de la féormula

de Jacobi-Trudi (1.30). Entonces (3.7) toma la forma
det T,,(a) = al(—1)"" det [h,—j4x] j’k:r (3.8)
Baxter y Schmidt [6] dieron (3.8) sin usar el lenguaje de funciones de Schur. Ellos denotaron

por h; a los coeficientes de la serie reciproca de la serie Y, (—1)* e t*. Esencialmente, probaron
el teorema de Jacobi para el menor complementario para este caso particular. En el caso de

banda, el polinomio de Schur s,»)(21, ..., z,») también se puede escribir como el cociente de dos
determinantes (1.29):
A(np)(zl, ey Zw)
det T,,(a) = a?(—1)"" : 3.9
etTula) = ay(=1) Vander(zy, .. ., 2y) (8:9)

En esta forma la ecuacion (3.7) fue deducida por Trench [53, Theorem 2|. Este resultado clésico
también se explica en [11, Chap. 2|.

Veamos un ejemplo de la Proposicion 3.1.

Ejemplo 3.2. Para w = 5 y p = 2, el polinomio de Laurent (3.1) tiene la forma
a(t) = Y27 apth. Sean ay = 1 y n = 7. Entonces

apg a—1 Aa_o a_3 0 0 0
a; ag a_1 a_p a—_z 0 0
a9 aq ao a_1 a_o9 a_3 0
det(T7(a)) = Qo ai ap a-1 Qa_—9 a_3

(05} aq Qo a_1 Qa_9

0
0 0 (05} aq Qo a_q
0

0 0 a9 aq Qo
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De las formulas de Vieta, los coeficientes a; se expresan a través de eg_:

($3)] — €3 €4 — €5 0 0 0
—e; € —e3 e —es O 0
g —e, e —e3 e —e5 0O
det(T7(a))=| 0O e e e —e3 e —e;5
0 0 € — €1 €o — €3 €4
0 0 0 €o — €1 Co — €3
0 0 0 0 €o — €1 €9
Co — €3 €4 — €y (S733 — €7 €
— €1 € — €3 €4 — €5 (S733 — €7
€0 — €1 €2 —e3 €4 — €5 €g
= | —€_1 €o €1 €9 — €3 €4 — €5
C_9 —€_1 €0 — €1 (S — €3 €4
—€_3 €_9 —€e_1 €0 — €1 €9 — €3
€_4 —€_3 €_9 —€C_1 €o — €1 €o

Factorizando un signo de cada fila y cada columna y usando la férmula dual de Jacobi—
Trudi (1.31), llegamos a

det(T7(a)) = (—1)7'2 5(72)(z1, 29, 23, 24, 25),

donde z1, 29, 23, 24, 25 son las raices de a(t). Notemos que si usamos (3.8), tendriamos un deter-
minante 2 x 2, lo cual hace que, computacionalmente, esta formula sea mas rapida.

Nota 3.3. El lado derecho de (3.8) muestra que podemos calcular el determinante de una matriz
de Toeplitz de banda con un determinante de una matriz mas pequena, esta vez evaluada en
polinomios homogéneos. La ventaja de esto se hace notoria cuando el tamano de la matriz n es
grande y p es pequeno.

3.3. Menores de matrices de Toeplitz de banda

Para todo par de enteros n,m tales que 0 < m < n, denotamos por I el conjunto de
todas las sucesiones estrictamente crecientes {1,...,m} — {1,...,n}. Todo elemento p de I
se puede escribir como m-tupla (p1,...,pm), donde p1,...,pm € {1,...,n} vy p1 < ... < pm.
Identificamos la funcion p con el subconjunto {p1,...,pn} de {1,...,n}.

Dada A de tamano n xn, men {0,...,n},y p,o in I'", denotamos por A,, a la submatriz
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de A localizada en la interseccion de las filas pq, ..., p,, v las columnas o1, ..., 0.,:

Ao = [Aﬂjaffk} iy

Gk=1"
Notemos que si m = 0, entonces la submatriz A,, es vacia y su deteminante es 1.
Empezaremos con dos formulas equivalentes para menores de matrices Toepliz de banda.

Teorema 3.4. Sea a un polinomio de Laurent de la forma (3.1), n,m € Z, 0 < m < n,
pyo€l™ d=n—m, y&n el los complementos de p y o respectivamente. Entonces

det(Tn(a)po) = (1) M a3 S pev(emiaa) revinida) (21, -+ 2u), (3.10)

y también

det(Tn(a)p,U) = (_1)pm+|p|+|a| a;” S(mp,md—i—idd —n)/(md+idg —€) (251, ceey Zw). (311)

Reescribiendo las particiones sesgadas de (3.10) y (3.11) en la forma expandida, el polinomio
de Schur sesgado de (3.10) es s/, donde

A=(m,....m& —d,....es—1), p=mg—d,...,m —1), (3.12)
——

p

y el polinomio de Schur sesgado de (3.11) puede escribirse como s, /g, donde

a=m,....mm+1—n,...m+d—mny), B=mMm+1-=E&,....m+d—E). (3.13)
—_——
P

Para demostrar el Teorema 3.4 necesitamos dar los siguientes cuatro lemas. El siguiente lema
es sOlo una aplicaciéon de la formula dual de Jacobi—-Trudi.

Lema 3.5. Seann >1, m<mn, p,o € I", yd=n—m y b(t) como en (3.6). Entonces

n

m

det(Tn(b)pp) = det [eak_pj]j,k:l = S(idy, —p+d™)"/(idsm —o+d™)’ - (314)

Demostracion. La (j, k)-ésima entrada de la matriz T,,(b) .- es €4, ;- Reescribiendo la diferencia
O — p; COmMO
ok—pi=0U—p+d) —(k—or+d)—j+k,

y definiendo las particiones A y u por medio de sus conjugados:

Tn(b)p,o = [eUk*Pj};‘TLk:I = [e/\g—uﬁc—k-i-k}rk:l
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y asi, por la formula de Jacobi-Trudi (1.37)

det (Tn(b)pﬂ) = S(idy, —p+d™)' /(idm —o4d™)" -

El sumando d en (3.15) sirve para que Ny, sean no negativos. Este sumando se puede
sustituir por cualquier entero mayor o igual a max{p,, — m, o, — m}. O

El Lema 3.5 es bastante similar a [47, Section 4.2], con la diferencia que la matriz de Toeplitz
que se considera alli es [hy_;]%%_y, v el sumando o, — m se usa en lugar de d. También en
el trabajo [38, Section 1.4], se definen funciones de Schur sesgadas como ciertos menores de
[hx—j]5%—0, donde las partes de la particién se escriben en orden decreciente.

Si el namero de filas y columnas seleccionadas (el cual denotamos por m) es pequeno, enton-
ces el correspondiente menor de la matriz de Toeplitz es facil de calcular. El caso interesante es
cuando d = n —m es pequeno, es decir, cuando quitamos pocas filas y columnas. Expresaremos
las particiones asociadas a A\ y p en términos de las filas y columnas eliminadas.

Lema 3.6. Bajo las hipdtesis del Lema 3.5, denotemos por €& y n los complementos de p y o,

con respecto al conjunto {1,...,n}. Entonces
det(T(b)p,U) = Srev(¢—idg)/ rev(n—idg) (316)
)
det(T'(0)p,0) = S(md-tidy —n)/(me-+idy —¢) - (3.17)

Demostracion. La idea principal de la demostracion del siguiente lema se presentod en el Le-
ma 1.64.
Calculemos \; aplicando (1.1), (3.15) y (1.36). Para todo j € {1,...,d},

No=H#{k: N> =#{k: k—pe+d>j}
=#{k: pp—k<d—jt=H#{k: pp—k<d+1-j}
:gd_H_j—(d‘i‘l_j):(g_idd)d—i-l—j:rev(g_idd)j'

De lo que obtenemos A = rev(§ — id,). La formula p = rev(n — idy) se puede probar de manera
analoga. De la Proposicion 1.73, sy/, = sa/3, donde o/ 3 = (A/p)*. Calculemos o y 3 por (1.3):

a= )\i(’\) —rev(p) = )\i(A) +idg —n, B = )\i(’\) —rev(\) = )\i(k) +idy —¢€.

Notemos que \; = &; —d < n — d = m. Las particiones m? + idg —n y m? + idq —¢ se obtienen
de a y [ sumandoles el mismo entero no negativo m — A\; a todas sus partes. Esta operaciéon no
cambia la funcion sesgada de Schur, por lo que (3.17) queda probada. ]
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A lo largo del capitulo estaremos utilizando la siguiente identidad:
idgy, = (idy, p +idy) = (idg, d° + id,). (3.18)

El siguiente lema nos muestra como transformar un menor general de 7,(a) a un menor
particular de una matriz triangular 7,,.,(b). De nuevo, la notacion para las submatrices indican
las filas y columnas que no eliminamos, pero los indices que nos interesan son los de las filas y
columnas eliminadas.

Lema 3.7. Sean a y b series de Laurent de la forma (3.5) y (3.6), respectivamente. Mas ain,
seann,m €Z, 1 <m<mn, poe ", ¢={1,...,n}\ p,n=A{1,...,n} \ 0. Entonces

det T,(a),p = (= 1)1 det T, 4, ()55, (3.19)

donde & = (&,id, +n?), 1 = (idy,n +p%), p={1,...,n+p}\& y 3 ={1,...,n+p}\ 7.

Demostracion. Primero expresamos la submatriz T),(a),, en términos de (ej)7:

To(a)ps = [apj_gk];r,bk=1 =(=1)"a, [(_1)pj+gk ep"rUk—Pj];?k:l'

Ahora factorizamos (—1)”7 de la j-ésima fila, para todo j, y (—1)? de la k-ésima columna, para
todo k. Formalmente,

To(a)po = (—=1)" a, diag([(_l)pj];‘n:l) [ep'f‘o'k—Pj];T,Lk:l diag([(=1)7]3L,),

donde diag(v) es la diagonal de la matriz generada por el vector v. Pasando a los determinantes
tenemos
det T, (@) = (~1) P77 67 dotle o, 7y (3.20)

Definiendo p,a € I}, como p = py ¢ = o + p™ llegamos a que (3.19). Nos falta calcular los

complementos de py ¢ en {1,...,n + p}. Identificando subconjuntos con tuplas estrictamente
crecientes y usando (3.18) obtenemos que

idpsp \P = (id, \p) U (id, +nP) = (£,id, +nP) = &,
idpip \o = id, U ((idy, +p") \ (0 +p™)) = id, U(n + p?) = (id,, & + p?) = 7. O

Con los previos lemas estamos listos para demostrar el Teorema 3.4.

Demostracion del Teorema 3.4. Del Lema 3.7 y del Lema 3.6 aplicados a gy 7,

det T,(a), 0 = (=1) /"7 0z sy, = (1) e s,
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donde

o~

A =rev(§ — idgip),

d . ~
o =m™P +idgy, -7,

p = rev(n — idayp),
B =m"" +idgsp —g-

De la ecuacion (3.18), estas expresiones se pueden transformar a las particiones (3.12) y (3.13)
de Teorema 3.4. Por ejemplo,

€ —idgy, = (&,id, +n?) — (idg, id, +d?) = (€ — idg, mP),

esto es A = rev((§ — idg, mP)) = (mP,rev(§ — idy)). O

Nota 3.8. Otra forma de probar el Teorema 3.4 es aplicando la formula (1.37) y el Lema 1.64
directamente a det(7,(a)),, sin pasar al caso de matrices triangulares. La igualdad de los
lados derechos de (3.10) y (3.11) también se puede demostrar, verificando que o/ = (A/u)* o
aplicando la propiedad persimétrica de las matrices de Toeplitz.

[lustremos el Teorema 3.4 con un ejemplo.

Ejemplo 3.9. Para w = 5 y p = 2, el polinomio de Laurent (3.1) tiene la forma a(t)
Zizfg apth. Seanay =1, n=7,£ = (3,6) yn = (3,7). Entonces d =2, m =5, p= (1,2,4,5,7)
yo = (1,2,4,5,6). Si quitamos las filas £ y columnas 1 de la matriz de Toeplitz T7(a) obtenemos
el menor

apg a—1 a_—3 0 0
aq aop a_o9 G_3 0
det(Tr(a)po) =| 0 a2 ap a_1 a_s
0 0 aq ao a_q
0 0 0 (05} aq
De las formulas de Vieta los a; se expresan a través de es_y:
eg —e3 —e; O 0 €9 —e3 —es e —er
— €1 (§5) €4 — €5 0 — €1 €9 €4 — €5 €g
det (T’T(a)p7o‘) = 0 €o €9 — €3 €4 =| —é_1 €0 €9 — €3 €4
0 0 —e ey —e3 ey —e_1 —e e, —e3
0 0 0 e —e ey, —e€e_.3 —e_; € —e

Usando (3.12), tenemos A = (52,6 — 2,3 — 1) = (5%,4,2) y u = (7 — 2,3 — 1) = (5,2), entonces

det(Tw(a)p0)

(_ 1)10+19+18

5(5,5,4,2)/(5,2) = —5(5,4,2)/(2) -
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De (3.13), @« = (5,5,3) y 5 = (3,1), entonces

det(T5,(a)p0) = —5(5,5,3)/(3.1) -

Notemos que «/f se relaciona con A/u por medio de la operacion giro x*:

A/u:. = l a/ﬂzl

Observacién 3.10. Analicemos la complejidad del algoritmo para calcular el menor det(7},(a),..),
utilizando la féormula (3.10) o (3.11). La longitud de las particiones £ y 7 es p + d. Para calcular
el polinomio de Schur sesgado, en el lado derecho de (3.10), aplicamos la formula de Jacobi-
Trudi (1.34) y formamos una matriz cuadrada de orden p + d. Los elementos de esta matriz
son polinomios h, los cuales calculamos por la formula (1.15). Es comodo calcular por separado
todos los w denominadores necesarios, lo cual requiere Cw? operaciones aritméticas con niime-
ros complejos. Después de esto, para calcular todos los polinomios h, se necesitan C(p + d)*w
operaciones. Finalmente, para calcular el determinante, se utilizan C(p + d)? operaciones. Por
lo tanto, el niimero total de operaciones aritméticas es de orden

Cw? + C(p+ d)°w + C(p +d)?,

lo cual se puede acotar por C(w + d)3. En estos razonamientos, las constantes C' pueden ser
diferentes entre si y dependen del niimero de operaciones que estamos considerando (solamente
las multiplicaciones, o también las adiciones, los incrementos y las comparaciones de los ciclos).

Notemos que la formula es eficiente cuando d (la cantidad de las filas y columnas eliminadas)
es pequeno.

Lo més importante es que la complejidad algoritmica no depende del orden de la matriz
original.

La siguiente proposiciéon nos dice que todo polinomio de Schur sesgado se puede ver como
algtin menor de una matriz de Toeplitz de banda. Una idea similar a la siguiente proposicion se
presenta en [38]

Proposicion 3.11. Sean \/p una particion sesgada y d = £(N). Definamos a por (3.1) con
p=0ya,=1 Mas ain, sean = X\ +d,

E=rev(A) +idg=Ng+ 1, g1 +2,..., N +d),

. (3.21)
n=rev(u) +idg = (pa + 1, ta—1 + 2, ..., 1 + d),
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y sean p,o € I los complementos de &, n, respectivamente. Entonces
Sa /(21 20) = (1) et T, (a) .0 (3.22)

Demostracion. Las formulas (3.21) y (3.22) son equivalentes a (3.12) y (3.10), sia, = 1y
p=0. O

Nota 3.12. Dada una particiéon sesgada \/p y un nimero w, el polinomio de Schur sesgado
sx/u 1o solo se puede obtener mediante la Proposiciéon 3.11. Por ejemplo, podemos tomar un n
arbitrario que satisfaga n > A\; + d. De hecho, en lugar de usar (3.12) podemos usar (3.13) con
p =0y definir £ y n como

E=(u—(m+1),...;00—(m+d), n=AN—(m+1),..., s — (m+d)). (3.23)

No tenemos una condicién necesaria y suficiente para determinar cuando dos menores de ma-
trices de Toeplitz corresponden al mismo polinomio de Schur sesgado. Dos particiones sesgadas
diferentes pueden inducir el mismo polinomio de Schur sesgado, el problema de coincidencias
entre polinomios de Schur sesgados no es trivial, véase [47].

3.4. Cofactores de matrices de Toeplitz de banda

En esta seccion aplicaremos el Teorema 3.4, para obtener formulas equivalentes para cofac-
tores, es decir, las entradas de la matriz adjunta.

Teorema 3.13. Sea a de la forma (3.1) y n > 1. Entonces para todo r,s en {1,...,n}

adJ (Tn<a))r,s = (_1)p(n71) agil S((n—1)P,s—1)/(r—1)> (324)

adj(T,(a))rs = (=P Y ap™" s 1ypmr)/n-s); (3.25)
min(n—r,s—1)

adJ (Tn<a>>r,s = (_1)p(n71) azil Z S((n—1)P=1 nts—r—1—k,k) (pam D= 1)7 (326)

k=mdx(0,s—r)

Il
—~
|
—_
~—
<
S

S
1
i

p—1
adJ (Tn(a))m D (hs_r_p S(np) - (—1)k hs+k—p S(npk17(n_1)k7n_7.)> . (327)

k=0

La expansion del lado derecho de (3.26) no aplica cuando p = 0; en este caso (3.24), (3.25),
y (3.27) se reducen a adj(T)(a)),, = af S(r—s) = af ' h,_,.

Claro esta, (3.24)-(3.27) se pueden convertir en las entradas de la matriz inversa T, (a)!:
suponiendo que sg» # 0, cambiamos el lado izquierdo por (T,(a)™'),, y dividimos el lado

derecho por (—1)P"ay $(,p).



Capitulo 3. Menores de matrices de Toeplitz de banda 89

Las formulas (3.24) y (3.25) son corolarios del Teorema 3.4.

Probaremos (3.26) aplicando un caso particular de la formula sesgada de Pieri y deduci-
remos (3.27) de (3.25) usando la formula de Jacobi-Trudi y expandiendo el correspondiente
determinante por la primera columna.

Lema 3.14. Seann,p e N yr;s € {1,...,n}, entonces

min(n—r,s)

S/ = D Srinbsmrhk) (3.28)

k=max(0,s—r)

Demostracion. Aplicamos la regla de Pieri sesgada (1.39), como en el Ejemplo 1.72. De A\ =
(n?,s), las condiciones (1.40) se convierten en

n<v;<n (1<j<p-1), s<py,<n, 0<y, 1 <s, np+s—|y|=r

Por consiguiente, vy = ... = 1,1 = n, y si V41 lo denotamos por k, entonces v, = n+s—r—k.
El correspondiente diagrama se ve como sigue (los nodos eliminados estan coloreados de gris):

npP~1

n+s—r—k ‘r+k—s
k s—k |

Las condiciones 0 < k < sy s <n+s—r—k < n determinan los limites de la suma en
(3.28). O

Demostracion del Teorema 3.13. Aplicando (3.10) y (3.11) con d = 1, £ = (s) y n = (r),
obtenemos (3.24) y (3.25). Combinando el Lema 3.14 con la formula (3.24), tenemos (3.26).
Para probar la identidad (3.27),consideremos la funciéon de Schur sesgada de la forma (3.25):

hsfl hn e thrpfl
S((n—=1)P,n—r)/(n—s) — I ’ h . ' h
s—p n—p+1 e n
hsfrfp hnfrprrl T hnfr

Como en el Ejemplo 1.72; expandimos el determinante por la primer a columna y usamos la
Nota 1.56:

p
(-1 =)/ (n-9) = D (=1} B 81, n-1)p-3 ) +(= 1) By S(ar) -

j=1
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Haciendo el cambio de variable k = 7 — p obtenemos

p—1
S((n—1)p.n—r)/(n—s) = (—1)P By p Sty —(=1)P Y (=1)* Dty Siur—r—1 (1) m—r) -
k=0
La sustitucion de la dltima expresion en (3.24) nos da (3.27). O

El siguiente es un ejemplo sencillo que nos ayuda a ver el comportamiento de las entradas
de la adjunta cuando aplicamos el Teorema 3.13.

Ejemplo 3.15. Sean p = 1, n = 5y a; = 1, entonces aplicando (3.24), la adjunta de T5(a) se
puede escribir como:

S S@/1)  S@/2)  S@/B)  SM@/(4)
S4,1) S@4,1)/(1) S(4,1)/(2
adj(Ts(a)) = [s@2) Sw@2)/01) S42)/@2
S(4,3) S(4,3)/(1) S(4,3

( )/(1) S(4,4)/(2

[5(4,4) S(4,4

Escribiendo cada polinomio de Schur sesgado como combinaciéon de polinomios de Schur tene-

mos:
S(4) 8(3) S(2) 8(1) S(0)
S@,1)  S(1) T8, S(3) T S(2,1) 8@ty S
adj(T5(a)) = |s@2) S@u1)+5@2) S@+Sen 52 SE) +51) S@)
S(4,3) S(4,2) T5(3,3) S(4,1) T 5(3,2) S() T8, S@)
[ S(4,4) S(4,3) S(4,2) S(4,1) S(4)

Vemos que en la “frontera” tenemos sélo un polinomios de Schur y conforme nos movemos al
“centro” aumenta el nimero de sumandos.

Sabemos que todas las entradas de adj(7;,(a)) se pueden escribir como polinomios de Schur
sesgadas, salvo ciertos coeficientes. En el caso que las entradas pertenezcan a la “frontera”
de la matriz adj(7,,(a)), estos polinomios de Schur sesgados se simplifican a polinomios de
Schur. Como se ilustra en el ejemplo anterior. El siguiente resultado, el cual es un corolario del
Teorema 3.13, nos da una férmula para las entradas de la primera columna.

Corolario 3.16. Sea a de la forma (3.5) yn > 1. Entonces para todo r en {1,...,n}
adj(Tn(a))rs = a2 (= 1PV syt - (3.29)

Demostracion. Aplicando (3.25) con s = 1 y la identidad S(—1ypn—r)/(n—1) = S((n—1)p-1,n—r)-
Alternativamente, usando (3.24) con s = 1 y la operacién giro *. O
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3.5. Eigenvectores de matrices de Toeplitz de banda

El punto de partida de esta seccién que pretende expresar eigenvectores, es la observacion
elemental que, para una matriz cuadrada no invertible A,

A adj(A) = det(A)I, = Opxn.

Entonces cada columna de la matriz adjunta adj(A) pertenece al espacio nulo de A. Aplicando
este razonamiento a A — x[ en lugar de A llegamos al siguiente lema, el cual se menciona y usa
en [12, Section 2.

Lema 3.17. Sean A € C"™" y x un eigenvalor de A. Entonces toda columna v de la matriz
adj(A — z1,,) satisface Av = xv.

En el siguiente teorema presentamos una foérmula simple para los componentes de un ei-
genvector de T),(a), suponiendo que el eigenvalor asociado = es conocido, Méas precisamente,
construimos un vector v en C" que satisface T,,(a)v = xv. Sin embargo, no hay garantia que v
sea distinto de cero.

Teorema 3.18. Sean a de la forma (3.1), p > 1, n > 1 y x un eigenvalor de T, (a). Denotemos

POT 21, ..., 2y @ las raices de a — x. Entonces el vector v = [v.]'_, con componentes
Vp = S((nfl)p—kn,y-)(Zl, c. ,Zw), (330)
satisface Tp(a)v = zv. Si 1 < p < w y las raices de a — x son simples, entonces el vec-
tor v se puede expresar como combinacion lineal de progresiones geométricas con proporciones
1/21,...,1/2 y algunos coeficientes complejos C1, . .., Cy:
w
_ n—r+w-—p
v, = g C,z; . (3.31)
j=1

Demostracion. Definamos v € C" como la primera columna de adj(7},(a — z)) multiplicada por
(—=1)P(=Y. Entonces v, = S((n—_1)r-1,0—r), usando (3.29) y Lema 3.17, tenemos que T,,(a) = zv.
Esta parte no solo es cierta para polinomios de Laurent, sino también para series de Laurent de
la forma (3.5).

Ahora supongamos que a es un polinomio de Laurent y a — x tiene w raices diferentes
Z1, ..., 2. Consideremos las matrices

B = A((nfl)f’_l,nfr)(zb SR 7Zw)7 D= A(np)<Z17 SR 7Zw)7
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es decir,
[ _ntw—2 ntw—2 | [ ntw-1 ntw—1 |
2] . 2" 2] . 2"
Z{L+w_2 o Zg+w—2
2711+w—p . ZLL}er*p
— n—r+w—p n—r+w—p — n+w—p n+w—p
B - Zl .o Zw 3 D - Zl e Zw
w—p—1 w—p—1 w—p—1 w—p—1
2] . 2Y 2 . 2Y
0 0 0 0
! o Zo A . Zy

Después de eliminar la p—ésima fila de B y la primera fila de D (las que estan sombreadas),
obtenemos la misma submatriz. Por lo tanto el cofactor de la entrada (p, j) en B coincide con el
cofactor de la entrada (1, ) en D, salvo por un factor (—1)P~!. Denotemos por C; a este factor

dividido pro el polinomio de Vandermonde V =V (zy, ..., 2y):
(adj B)jp (—l)pfl(adj D)jl
. = X = 2 . . 2
oF % Vv (3.32)

La matriz D no depende de r, por lo que el nimero C; tampoco depende de r. A continuacion
presentamos de forma mas explicita a Cj:

n—l—w 2 n4+w—2 n+w—2 n+w-—2
1 e Zr_l ZT'+1 . e Z’UJ
—1)ptJ ntw—p ntw—p  ntw—p = ntw-p
C' _ ( 1) 21 Zr—1 zr-‘rl 2w
A Vs w—p—1 w—p—1 _w—p—1 w—p—1
21 e 2 Zr-i-l cee 2y
0 0 0 0
Z1 Ce Zn_1 Zry1 c. Zy

Aplicando (1.29) representamos el polinomio de Schur s(,—1)p-1,_,) del lado derecho de (3.30)
como el cociente de dos determinantes. Expandiendo el numerador por la p—ésima fila, obtene-
mos

_d tB -
v, = 2 Z - (3.33)
que coincide con (3.31). O
Nota 3.19. La formula (3.31) se puede generalizar al caso cuando algunas de las raices z1, . . ., 2,

coinciden.
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Notemos que el vector C' = [C}]iL,, multiplicado por (—1)P71, es la p—ésima columna de
la matriz adj(D). Dado que det(D) = 0, este vector pertenece al espacio nulo de D. En [53],
Trench escribe matrices de Toeplitz de forma transpuesta [ay—;]7;_,, entonces, en lugar de (3.31)
obtuvo una combinacién lineal de progresiones geométrica con potencias crecientes. Salvo por
estas diferencias técnicas, Trench describié al vector C' como una solucién no trivial del sistema
lineal DC = 0,,. El resultado obtenido por Trench es un poco més general que (3.31).

Ejemplo 3.20. Si a es de la forma (3.5) con p = 1, entonces la correspondiente matriz de
Toeplitz T,,(a) solo tiene un diagonal distinta de cero bajo la diagonal principal, las matrices de
este estilo son conocidas como matrices superiores de Hessenberg—Toeplitz. En este caso (3.30)

se simplifica como
v, =h, . (3.34)

Una formula anéloga de (3.34) para matrices inferiores de Hessenberg—Toeplitz se establece en
[7, Teorema 1.1].






Capitulo 4

Matrices de Toeplitz generadas por
polinomios de Laurent palindromos

Muchas investigaciones y aplicaciones involucran matrices de Toeplitz hermitianas, en parti-
cular, matrices reales simétricas [32, 11, 12, 8|. En este capitulo nos concentraremos en matrices
de Toeplitz de banda simétricas. Estas matrices estdn generadas por polinomios de Laurent

palindromos:
P
a(t) = E apth,  con ap = a_y.
k=—p
Las raices de este tipo de polinomios son de la forma x4, ..., z,, %, e xi
P

En 1987 Trench [54] estudi6 los determinantes de este tipo de matrices en términos de
polinomios trigonométricos, en 2014 Elouafi [22] expres6 sus determinantes en términos de
polinomios de Chebyshev de primer, segundo, tercer y cuarto orden.

Presentaremos resultados anélogos de los presentados en el Capitulo 3 usando la teoria
explicada en el Capitulo 2. Con esto obtenemos la Proposicion 4.1 por ultimo relacionamos los
resultados de Toeplitz y Elouafi haciendo uso de nuestros resultados como se muestra en las
Proposiciones 4.7 y 4.8.

4.1. Menores de matrices de Toeplitz de banda simétricas

El polinomio de Laurent:

p
a(t) = E ait®,  con ap = a_y,
k=—p

95
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se puede factorizar como

a(t) = apt™" f[ ((t — ;) (t - %)) . (4.1)

j=1

De la Proposicion 2.9, sabemos que existe un polinomio g de grado n tal que a(t) = g(t + 1/t),
y denotamos por z1, ..., 2, a los ceros de g:

n

g(u) = an + Y an i 2T(u/2) = ay [ J(u - z). (4.2)

Jj=1

Notemos que todos los menores de matrices de Toeplitz simétricas se pueden expresar a través
de sz, con cierta particion sesgada A/ .

Proposicion 4.1. Sea a un polinomio de Laurent palindromo de la forma (4.1), y z1,...,2,
los ceros del polinomio g definido por (4.2). Sean m,r € N, r < m, p1,...,p. € {1,...,m},
01,...,00 €{1,...,m}, tales que p; < --- < p, y oy < -+ < .. Entonces
det Tn(a)pe = (=1)™ 170} 8200 rev(e-ia) revin-iaan (21, - - -, 2n) (4.3)
det Tm(a)pﬁ = (—1)T"+|”‘+|0|a; SZ(T”,Td-i-idd —n)/(ri+idg —¢) (Zl, ce ,Zn),

donded =m—r,{&,..., &} ={1,....,mP\{p1, -, or }, {m, .- smat = {1, ... ,mP\{o1,. .., 00},
< <&a,m <o < Mg

Demostracion. De acuerdo con el Teorema 3.4, dado un polinomio de Laurent general de la

forma
4 p+q
a(t) = Z agt® = at™1 H(t —xj),
k=—q j=1

el menor det 7},,(a),, se puede expresar como el siguiente polinomio de Schur sesgado evaluado

en las variables x1, ..., Tp1q:
det T (a) e = (= 1) HPHNGT 50 e emian)/evin—iaa) (1, - - -, Tpag) (4.5)
= (—1)”T+|“|+‘p|a; S(r",rd+idd —n)/(rd+idg —¢) (l’l, ceey IL‘p+q).
En el caso palindromo (4.1), usamos la notacion sz y obtenemos la férmula deseada. O
En los siguientes tres corolarios, sean a y z1, . . ., 2, como en la Proposiciéon 4.1 y m € N. Estos

corolarios son analogos a la Proposicion 3.1, el Teorema 3.13 y el Teorema 3.18 respectivamente,
por lo que la demostracion se obtiene al aplicar polinomios simétricos en el alfabeto simpléctico.
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Corolario 4.2. Tenemos que

det oy (a) = (=1)""ay" sz(mn)(2).

Corolario 4.3. Sean p,q € {1,...,m}. Entonces la (p,q)-ésima entrada de la matriz adjunta
de Tp,(a) es
(adj(Ton(@))pg = (=1)" " V™! szm1ym g1y /-1 (2)- (4.7)

(adj (Tn(a)))p,q = (_1>n(m_1)a?_1 SZ((m—1)",m—p)/(m—q) -

min(m—p,q—1)

(adJ (Tn(a)))lhq = (_1)n(m—1)a;7:—1 Z SZ((m—l)"*Hm—l—q—p—l—k‘Je)(Z)' (49)

k:mé’x(ozqu)

(adj(T(0)))pg = (=1 V=" (W ()50 (2)

i
L

DI Gl TR E——' ) } (4.10)
0

i

Corolario 4.4. Supongamos que det T,,(a) = 0. Entonces el vector v = [vy]7L; con componentes

Vg = SZ((m,l)n—17m,q) (Z)

pertenece al espacio nulo de T,,(a).

Nota 4.5. Dado que las matrices de Toeplitz son persimétricas, es facil encontrar dos submatri-
ces diferentes en una matriz de Toeplitz grande tales que sus determinantes coincidan. Entonces,
para n y m fijos, con m suficientemente grande, la correspondencia (p, o) — sz(;;)u, definida en
la Proposicén 4.1, no es inyectiva.

Por otro lado, probaremos que todo polinomio de la forma sz,,,(2) se puede escribir como
un menor de una matriz de Toeplitz simétrica. Notemos que la particion sesgada \/u en (4.3)
tiene una forma especial: las primeras entradas de A coinciden. La idea principal es cancelarlas
con las entradas iniciales de pu.

Proposicion 4.6. Sean A\, € P,, u < \ y sean zy,. .., z, numeros complejos dados por

n

a(t) =[]t -z +t),

J=1

y sea m € N conm > n+ {(\). Entonces existen v < m, p1,...,pr € {1,...,m}, o1,...,0, €
{1,...,m}, tales que p1 < -+ < pp, 01 < -+ < 0. ¥

det Tr(a),o = (—1)" P gy (21,00 20). (4.11)
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Demostracion. Tomemos q :={(\), d=n+q, r :=m —d,

¢ = (id,,n? +id, +rev(N)), (4.12)
n = (id, +rev(p), (m —n —q)" +1id,),
es decir,
& =1, =1+ fig,
En =, Mg = q + fir,
§n+1::n+1+)\q> 77(]-&-1::771_n_q_|'17
§ntq =N+ q+ A, Ngt+n == M — ¢.
Definamos py, ..., p, como los elementos de {1,...,m} \ {&,...,&}, ordenados de forma as-
cendente y oy, . ..,0, los elementos de {1,...,m}\ {n,...,nq4} ordenados de forma ascendente.
Entonces
det T, (a) g = (—1)rFleIHe] SZAW /W (215 -+ + 5 Zn),

donde A = (™, rev(€ —idy)) y uM = (rev(n —idy))

1 1
/\5)3:m_n_q7 /“L(l):m_n_(b
/\nl)::m_n_(L N’gzl)::m_n_qa
1 1
)‘nJ)rl = A1, Ngw)rl = p,
1 1
)‘gw)q =g, :u1(1+)q = Hq-

Como A y 1™ son iguales en sus primeras componentes, podemos decir que

SZA(I)/M(I) - SZ}\/M?

y por la Proposicion 4.1 obtenemos (4.11). O
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4.2. Determinantes de matrices de Toeplitz simétricas

El Corolario 4.2 relaciona determinantes de matrices de Toeplitz de banda simétricas con
polinomios de Schur correspondientes a particiones rectangulares evaluados en el alfabeto sim-
pléctico. Formulas eficientes para estos polinomios fueron halladas independientemente en [54,
35, 22|. Explicaremos estos resultados y su equivalencia. Como antes, escribimos z, 7!y z en
lugar de x4, ..., 2,, 331_1, ce ,a:;l Vv 21, ..., %n, Tespectivamente.

La siguiente Proposicion equivalente a un resultado de Trench [54].

Proposicion 4.7.

w n)(U% Lo u2—2)= det [2Tm+2j—1<uk/2)};k:1 det [um+2j—2(uk/2)};k:1. (4.13)
oo det [2’7‘2j_1(uk/2)}j7k:1 det [UQj_Q(Uk/Q)]j’k_:l

Demostracion. Para conveniencia del lector, reescribimos la prueba de [54] con nuestra notacion.
Denotemos el lado izquierdo de (4.13) por L. Usando el cambio de variable u; = ¢, +tj_1. Entonces
u?—2=1+t7"y

L =80y (t], . 2002, t2) = Spmn oy (8, - 2, 82 2.

Y Vn? ’vn?

Escribimos este polinomio de Schur como cociente de determinantes (2n) x (2n), dividiéndolos
en bloques n X n:

2(j—1)1n =2(j—1)1n
dot [tk L‘,k:l [tk L’,k:l
e
[t2(m+n+j—1)] n [t—Q(m-HH-j—l)] n
k g,k=1 k j,k=1
L= . (4.14)
2(j—1)1n —2(j—1)1n
» [ e | T
e
P2t =1))n 42t —1)n
[ k ]j,k:l [ k L’,k:l
Denotemos por A al numerador de la fraccion. Para cada k en {1,...,n}, dividimos la columna

k por t™*27=1 v multiplicamos la columna k + n por ™21

[t;m—2n+2j—1] n

[tZL+2n—2j+1] n
3 k=1

jk=1

A = det

[tszerfl]zk:l [t;m72j+1};k:1

Ahora invertimos el orden de las primeras n filas, es decir, cambiamos j por n+ 1 — j. El signo
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. ., n(n—1)
de la correspondiente permutacion es (—1)~ 2

—(m+2j-1)1n m+2j—1
n(n— t _ t
A= (_1)% det [ [[kthFZJ 1] }J,k—l [t[k = J)]],k 1 ] ‘

7,k=1 7,k=1

Para cada j en {1,...,n}, restamos la fila j de la fila n + j:

—(m+2j-1)1n m+2j—1
A= (_1) (2 B et [ [tm+2j['kl _ t—(m—!%k__ﬁ}n ‘ [ L’k L ] .
k k 7,k=1

e ‘ [t;(mHJ 1) tm+2] 1]
Para cada k en {1,...,p}, sumamos la columna n + k a la columna k:
. (_ )n(n y ot [tznﬂj—l +t};(m+2j—1)]zk:1 ‘ [tm+2] 1]]k )
[O}Zkzl ‘ [t;(m+2j ) tm+2j 1L,k 1 '

La matriz que obtenemos es triangular superior por bloques y su determinante es el producto de
determinantes de los bloques superior izquierdo e inferior derecho. De hecho, por (2.1) y (2.2),
las entradas de estos bloques se pueden escribir en términos de polinomios de Chebyshev, por
lo que el numerador de (4.14) es

n

A=C det [Tm+2j 1(Uk)] det [uer?j*Q(uk)}j,k:l’

donde
n(n+1) n _
C=(-1) 2 H(tk —th).
k=1
En el denominador de la fraccion en (4.14) aplicamos transformaciones similares, pero con
m = 0. Después de cancelar el factor C, llegamos a (4.13). O

La siguiente Proposicion es equivalente al resultado de Elouafi [22]. Explicaremos dos de-
mostraciones de este resultado.

Proposicion 4.8.

o (2:1/2) — {sp((p (@, 1/z) ogny(z,1/z),  m=2p—1, (4.15)
opr)(z,1/x, 1) ogmy(, 1/2,—1), m = 2p,
es decir
Sty (2) = SPZ((p-1ym) (2) 02pm) (2) m=2p—1, (4.16)
(—1)pm oz?dd)( )oz?dd)( z), m=2p.
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Prueba de la Proposicion 4.8 usando la Proposicion 4.7. La idea es aplicar (4.13), el cambio de
variable z;, = uj —2 y las formulas de duplicacion (2.20) y (2.21). Sim = 2p, entonces m+2j—1 =
2p+j—1)+1, y por (2.20)

det[QTerzJ'—l(Uk/Qﬂz = det [Ukvpﬂ 1(Zk/2>Lk 1
= (—1)"5 (H uk) det[Vpin—q(2/2)]

Similarmente, si m = 2p, entonces por (2.21)

n(n+1)

det [um4r2j72(uk/2)] = det [Wp+j—1(2k/2)]zk:1 =(-1) det [Wp+nfq(zk/2)}:k:1-

Razonando de la misma manera, pero con 0 en lugar de m, y aplicando la Proposiciéon 2.6,

llegamos a
n n(n 1)
det [275j*1<u’f/2)}j,k=1 = (-1) - <H uk> Vander(z),
k=1
n(n+1)
det [Us;— g(uk/Z)LlC = (=1) Vander(z).
Por (4.13),

det [Vypin—q(21/2)] Z,k:l det [ Woin—q(2k/2)] ;‘,kzl
Vander(z) Vander(z2) '

SZ(mn) (Z) =

La prueba para m = 2p — 1 es similar, pero usa (2.18) y (2.19). Ahora, los numeradores se
transforman en

n(n+1

det [27m+2j—1(uk/2)]zk:1 =(-1) det [27;+n—q(zk/2)]n

q,k=1’
n

det [2Uy 10— z(uk/z)]]k . = (—1)"5™ (H >det[2up 4n q(zk/z)]qk . O

k=1

Prueba de la Proposicion 4.8 siguiendo [22]. Para conveniencia del lector, explicamos la idea de
la prueba dada por Elouafi, pero en el lenguaje de polinomios simétricos. Empezamos con la
formula de Jacobi-Trudi para sz(,»(2):

$Z(mn)(2) = det [hzm_jJrk(z)]Zk:l. (4.17)

Usando que hz se puede ver como cociente de U y el Lema 2.7, es posible llegar las siguientes
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expansiones de hz:

n

2T tpt1—j(2s/2) Upsi—1(25/2
hZ2p+1—j+k(2) = Z T+P+1 J(ZQ/ ()Z) s 1(z / )a (4.18)
s=1 s

iy yea(5) = 3 Pt G Fpnica (502) (1.19)

s=1

Aplicando (4.18) en el caso m = 2p + 1 o (4.19) en el caso m = 2p, podemos escribir el
determinante de la derecha de (4.17) como producto de determinantes. [

Desgraciadamente, la formula de Elouafi (4.16) tiene dos casos: m par y m impar. La formula
de Trench (4.13) tiene otra falla: en lugar de las variables “verdaderas” z1, . . ., z,, utiliza variables
auxiliares g, ..., u, tal que u; = 232 — 2.

En [35], Krattenthaler demostré (4.15). Por otro lado Trench y Elouafi no usaron el lenguaje
de polinomios simétricos. En [54], Trench trabajo con matrices de Toeplitz simétricas generadas
por funciones racionales. Para el caso de matrices de Toeplitz simétricas, su resultado es equi-
valente a (4.13), después de cambios de variables trigonométricas. En [22] Elouafi trabaj6 con
determinantes de matrices de Toeplitz de banda simétricas; su resultado es equivalente a (4.16),
con el lado derecho escrito en forma bialternante, vease el Teorema 2.34.

Recientemente Ayyer y Behrend [4, formulas (18) y (19)] generalizaron (4.15) a particiones
de la forma

(2A, A1+ Aoy A A, A = A A — A A — )

M +FL A+ X+ 1 A F LA = A, A= Ao, A — Aq).

Notemos que la demostracion presentada en [4] usa la mismas ideas de la demostracion en [54]:
ambas empiezan con férmulas bialternantes para sg,»)(z,1/x), aplican transformaciones ele-
mentales en los determinantes y los reducen a una forma triangular por bloques.



Capitulo 5
Ejemplos

En este Capitulo presentamos ejemplos que muestran las ventajas de usar las féormulas
expuestas en la presente tesis.

5.1. Inversas aproximadas para matrices de Toeplitz tridia-

gonales grandes.

Consideremos las matrices de Toeplitz tridiagonales generadas por polinomios de Laurent de la

forma
a(t) = ayt ™ (t — x1)(t — x2).

Calcularemos sus inversas usando las formulas (3.7) y (3.24). A partir de la matriz inversa cons-
truiremos una matriz aproximadamente inversa, la cuél resulta mas comoda para aplicaciones
tedricas.

Proposicion 5.1. Sea a(t) un polinomio de Laurent de la forma (5.1). Supongamos que T,(a)
es invertible, entonces

1 :L,n—r—l—l _ xn—r—l—l 5 — s
N C e (Gl .
(T (a))il = a1 (lil - 33'2)(.’]71 1_ Ty ) 1 1 (51)
"W =0 1 aptag T — e — e et
- P el s1 1 < 8.
a1 (w1 — @) (27" —23™)

Demostracion. Podemos calcular, por medio de la férmula (3.7), el determinante de la matriz
de Toeplitz T),(a) tridiagonal:

x?f—&-l _ xg—&-l
det(T,(a)) = (=1)"alsm (w1, 22) = (—1)"ay hy(z1, 22) = (—1)”@?W. (5.2)

103
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Recordando (3.24), las entradas generales de la matriz adjunta estdn dadas por

adj(T,(a))rs = (—1)n_1a7f_1S(n—1,s—1)/(r—1)($1, T3).
Para calcular el polinomio de Schur sesgado del lado derecho usaremos la formula de Jacobi—
Trudi, a continuacién presentamos los grados correspondientes a los polinomios h para este

Caso.
| —m=-r+1 —py =0

M=n-—1 AM—py=n-—r AM—us+1=n

=s—1||—ppy—1=s—r—1|d—p=s—1
Las entradas de la matriz adjunta son:

hnfr(xlaxQ) hn(xlwa)

dj Tn rs — -1 "lap! .
a .]( (CL)) s ( ) a hsﬂ,,l(a:l,xz) hsfl(xhaa)

Veamos el primer caso, es decir, si r > s:

hn—r(xlaxQ) hn(xlax2>
hs—r—1($1,$2) hs—1<x1ax2)
= (_1)n—1a?—1 hn—r (ZL’l, Ig) hs—l(xla x2)

notnot (@ — 2 (@ — a3)

= (=1)""af

adj(Tn(a))rs = (=1)"'ai™!

(21— 22)?
Aplicando esto y dividiendo por (5.2)

T_l(a)rs _ _i (xgl—r-ﬁ-l _ mg_r—i_l)(xi - .27;)
o ar (w1 — xg) (27 — a2yt

Consideremos ahora el segundo caso, si r < s:

hn—r($1>$2) hn(iUl,l"z)
hsfrfl(zlaan) hsf1(i€1, 5172)
= (—1)n_1a?_1(hn—r($1, w9) hy_1 (21, 22) — he_p1 (21, T2) hn(x1>$2))

Y i it B | —(xz> - (w)i; — oy (@i eyt
T — T2

adj(T(a))rs = <_1)n71a71171

i

1
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Dividiendo por (5.2) y simplificando el numerador

L™ =y (@] — 3) — (27" — a5 ) (@ — apt)

T Ya),, = ——
n (@)rs aq (21 —372)(55”1”1 l_gﬂ)
_ _i SL’?Jrlg;g r Qj? T+15L’2 _ ;US r+1 —|—.TS r n+1 .
“ (1 — @) (27 — 2L

Corolario 5.2. Consideremos ahora el caso cuando las raices satisfacen la condicion |r1| <
1 < |z3|. Entonces la matriz T,,(a) es invertible, y sus elementos son

1 1— qs _ qn—T+1 + qn+1—r+s . .
—_ sir > s,

T -1 a; xy *(xe — x1)(1 — gn*1) - 4
( n(a))r,s - s—r _ . n+l—s+r _  nt+l-—s (5 )
L 2 (l-q" —¢q ) o

a (g —x1)(1 — ¢™*) '

donde q = x1/x,.

Demostracion. De las condiciones de las raices y (5.2), se puede ver que det(7,(a)) # 0, por
lo que es invertible. Partimos de las formulas (5.1). Primero, para el caso r > s, factorizamos
217" del numerador y 25 del denominador. Entonces

T_l( ) 1 (1 - qn—r-i-l)(l — qs) 1 1 — q° — qn—r+1 + qn+1—r+s
A)psg = —— = _ g
n ) aq l‘g_s(fﬁl - 172)($7f+1 ZES—H) a LCQ S(l’g _ l'1>(1 — q”+1)

n+1

s del numerador y 37 del denominador. Entonces

Para el caso r < s, factorizamos x}

1 ST (1 — " n+l—s+r _ nt+l—s
T a),s = —— - 7 "(1-q"+gq q )

]
" a (2 — 21)(1 — ¢"*1)

Del previo corolario, omitiendo los términos “pequenos”, podemos construir la matriz “apro-

ximadamente inversa’:

1 1— qs . qnfrJrl
- — sir > s,
g . a; xy (e — xq)
n(a)r,s - 1 ZL’S 7'(1 _n+l—s _ . r
1 q q ) .
_ s1r < s.
a1 (952 - xl)

Observacion 5.3. Es posible mostrar que nuestra formula coincide con la féormula propuesta
por Widom [56].

Veamos cotas para la diferencia de la matriz aproximadamente inversa y la matriz inversa.

Proposicion 5.4. Sea a(t) de la forma (5.1), con la condicion |z1| < 1 < |za| y sea n suficien-
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temente grande tal que ¢" < 1/2. Entonces

|l,1’n+1—7"+s
o=

_ To n+1

RO SR UIES S e
|I‘2’n+1—7‘+5

8
donde C =
|ay (2o — 1)

s1r > S,

sir < 8,

Demostracién. Empecemos con el caso r > s, considerando las entradas r, s de T,, ' (a) y S,(a),

tenemos

I—gq

S

B _l (1 _ qs _ qn—r—i—l + qn—f—l—r-‘,-s

xy *(wg — x1)(1 — g"t1)

(1

_ qn—r—l—l
x5 *(z9 — 71) ) ‘

1 (1 - qs . qnfrJrl + anrlfrJrs -

xy *(wg — x1)(1 — ¢"+1)

— ¢ —¢° - q”’"“)) '

wy *(rg — 1) (1 — ¢"*)

_ 1 (qn+1—r+s + qn—l—l(l _ qs _ qn—r—i-l))'

ay wy (g — 1) (1 — ")

Recordando que tomamos n suficientemente grande tal que ¢

m > 0:
1 4qn+17r+s
o (xg_s(@ - xl)%)
8 n+1fr+s|

ol
CLl(IEQ — 1’1)

|Sn(a)r,s - Tn_l(a)r,8| < '

o3|

n+1

1 (qn+1r+s(1 + qrfs - qr . qn+1s)> ‘

1 m
< 3y que ¢ < 1, para toda

8 qn+17r+s

ay(zy — 1) ' xy °
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Ahora consideremos el caso r < s

1 (mie—r (1 —q + qn-‘rl—s-‘rr _ qn-‘rl—s) xi? 7“(1 _ qn+1—5 _ qT)) ‘
(w2 —21)(1 — ¢"*) (2 — z1)

_ _mi—r 1— qr + anrlferr _ anrlfs _ (1 _ qn+1)(1 _ anrlfs _ qr)> ‘
a (2 — 21)(1 = ¢"*1)
xy "

qn+1 s+r + qn+1(1 qr _ qn—i-l—s)
(zg — x1)(1 — g"*1) )‘

Iiir (qn-l—l s+r 1 + qs ro__ qs - qn—&-l—r))‘
8

ax Ty — x1)(1 — ¢g"*t1)
x] " 8

s—r n+1—s+r>

4qn+1 err
1) j i

(29 —x1)5

B ‘_cn(l‘g — I
|£IZ’ |n+1

[]

al( 2_1-1) ‘$2‘n+1 s+r’

El siguiente programa muestra una comprobaciéon numérica para las cotas. Presentamos las

entradas de la matriz inversa y las entradas de la matriz aproximadamente inversa. En este
n+1 l
programa hay que tener en cuenta que necesitamos que se cumpla la condiciéon que ¢ 5

para que se cumpla la desigualdad en las cotas.

def inverse_toeplitz_entries(al, x1, x2, n, r, s):
a=-1/ al
q = x1 / x2
if r >= s:

num = 1 — gx*s — gxx(n-r+l) + qg*xx(ntl-r+s)
denom = y#*x*x(r—-s) * (x2-x1) % (1 - g**x(n+l))
else:
num = xXx*%x (s-r) % (1 - g*x*r — gx*(n+tl-s+r) - g**(n+l-s))
denom = (x2-x1) * (1 - g**(n+l))

return a * num / denom

def inverse_aprox_inverse_entries(al, x1, x2, n, r, S):
a=-1/ al
qg = x1/ x2
if r >= s:

num = 1 — gx*s — gxx (n-r+l)
denom = xX2+%* (r—-s) * (x2-x1)
else:
num = xlxx(s—-r) * (1 — g**r — g**(n+l-s))

denom = x2 - x1
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return a * num / denom

def test_cota(al, x1, x2, n, r, s):
S = inverse_aprox_inverse_entries(al, x1, x2, n, r, s)
Ti = inverse_toeplitz_entries(al, x1, x2, n, r, s)
if r >= s:
z = abs (x2*x (n+l) / xlxx(n+l-r+s))
else:

z abs (x2x*x (ntl-r+s) / xl*%(n+1l))

return abs (Ti - S) % abs(al x (x2-x1) / 8) x z <=1

print (test_cota(l, 1.1, 0.9, 64, 16, 16))

print (test_cota(l, 1.1, 0.9, 64, 32, 16))

print (test_cota(l, 1.1, 0.9, 64, 8, 32))
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5.2. Ejemplo pentadiagonal

Este ejemplo estda basado en los articulos [9] y [12]. A diferencia de estos, en el presente
ejemplo obtenemos formula exactas para el polinomio caracteristico antes de llegar a férmulas
asintoticas y explicamos el método del punto fijo que permite calcular valores propios con
presicion arbitraria. Al omitir los términos que decaen exponencialmente llegamos a férmulas
equivalentes a [12]. El propoésito de este ejemplo es ilustrar los resultados del Capitulo 4.

Consideramos el polinomio de Laurent
a(t) =t -6t + 10 — 6t + ¢ (5.5)

y trabajamos con matrices de Toeplitz generadas por este polinomio. Por ejemplo,

10 -6 1 0 0 0
—6 10 -6 1 0 0 0

1 -6 10 -6 1 0 0

Toa)=| 0 1 —6 10 —6 1 0
0 0 1 -6 10 -6 1

0 0 0 1 —6 10 —6

0 0 0 0 1 -6 10

Es 1til considerar al simbolo generador en términos como una funcién trigonométrica, esto
lo haremos definiendo ¢g: R — R como

g(x) = a(e’®). (5.6)
Haciendo los calculos y usando identidades de Euler llegamos a

g(z) = 8sin’ g + 16 sin* g (5.7)
Es facil ver que g es par y 2m-periddica, evaluando vemos que ¢([0,7]) = [0,24] y que ¢'(z) > 0
para cada x en (0,7), ademéas ¢”(0) > 0y ¢"(7) < 0. La funcion g es de clase “simpleloop” en
el sentido del articulo [8].

Por otro lado, para cada A en [0, 24| existe exactamente un punto x en [0, | tal que g(z) = .
Denotemos a este punto por ¢(A). La funcion ¢: [0,24] — [0, 7] se calcula facilmente:

VA
2V1+ VIt N

¢(A\) = 2arcsin (5.8)

Es decir, g(¢(N)) = g(x) = A
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24

15+

10+

0 (A T 2

Figura 5.1: La grafica de la funcion g en [0, 27].

En el siguiente programa comprobamos de manera numeérica la igualdad (5.6), usando la
formula (5.7).

def g(x):
return 8 x sin(x / 2) ~ 2 4+ 16 x sin(x / 2) "~ 4

def a(t):
coefs = [1, -6, 10, -6, 1]

return sum([coefs[]j+2] * txx(j) for j in range(-2,3)1)

def test_a_and_g(x):
return abs(g(x) - a(exp(i * x)))

print (test_a_and_g(0.3))

olprint (test_a_and_g(2.5))

def tabulate_function(filename, £, x0, x1, n, xscale, yscale):
data = matrix (RDF, n + 1, 2)
for j in range(n + 1):
x = RDF(x0 + (x1 - x0) = J / n)

datal[j, 0] = x » xscale
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datal[j, 1] = f(x) * yscale
strings = [/ %.6f %.6f\n” %(x, y) for x, y in data.rows ()]
f = open(filename, ’wt’)
f.write(’’.join(strings))
f.close()

s|tabulate_function(’gvalues.txt’, g, 0, 2 * pi, 200, 1, 1/6)

Raices de a — A\

Denotemos por by (t) a

a(t) = A=t2—6t""+ (10 — \) — 6t + t* (5.9)
Ut — 2 (W) (= 27 (V) (E = 22(N) [t — 237 (V).

ba(t)

Es facil ver que by(t) es el simbolo generador para la matriz T,,(a — A). Méas atn como
To(a— ) =T,(a) — A\, entonces by(t) es el simbolo generador de T),(a) — AI,,.

Al igual que como definimos g(x), podemos evaluar la funcién by(t) en ¢, es decir, b(e™) y
recordando la definicion de ¢ (5.8), podemos obtener dos ceros de la funciéon by = a— A, a saber,
e ®N) y 719N Para encontrar otros dos ceros de by = a — A, usamos el cambio de variable

t = e¥. Entonces

a(e¥) = —8sinh? % + 16 sinh* %

Denotemos por ¥ () a la solucion positiva de la ecuacion a(e¥) = A:

(A\) = 2arcsinh 1%1/\ (5.10)

Las raices de by son
z1(N) =N gg(N) = e PN g (A) = eV (V) = VW

Notemos que z3(\) = 27 () v 24(\) = 251 (N).
En el siguiente programa hacemos comprobaciones numéricas de las raices de a — A usando
las ecuaciones (5.8) y (5.10).

1|def phi (la):

2

3

1

s = sgrt (1 + la)
return 2 * arcsin(sqrt(la) / (2+sqrt(l + s)))
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s|def psi(la):

s = sqrt(l + la)
return 2 x arcsinh(sgrt(l + s)/2)

def azeros(la):

x = phi(la)
y = psi(la)
return [exp(i * x), exp(- i » x), exp(y), exp(- y)]

def test_zeros(la):
z = azeros(la)
ers = [abs(a(z[j]) - la) for j in range (4) ]
return max(ers)

def random_test_zeros|():
la = RDF.random_element (0, 24)

return test_zeros (la)

def big_random_test_zeros (nrep) :
return max (random_test_zeros () for r in range (nrep))

sprint (big_random_test_zeros (100))

Polinomio caracteristico

Recordemos la formula general para el determinante de la matriz de Toeplitz de banda.

Widom [55], Baxter y Schmidt|6] y Trench [54] encontraron varias formas equivalentes de esta

formula, sin usar los polinomios de Schur. Si

p pt+q
b(t) = > bith = bt [ [(t — an),
k=—q k=1

entonces
det T,,(b) = (=1)""0)" 8(np) (1, - - - Tpig)-

En este ejemplo p = ¢ = 2, a, = 1, y por lo tanto b, = 1, y los ceros de by son z1(\), 7' ()),

z2(\) v 25 '(\). Haciendo los cambios de variables

21(0) = 11(A) + 21(\) 7 = 2cos(p(N)),  22(A) = 22(N) + 22(N)”

"= 2cosh(¥()),
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obtenemos,

det Ty (a — X) = 8Z(m,m)(21(A), 22(N)), (5.11)
luego

u1(A) = 2cos ¢()\), ug(A) = 2 cosh

2

Entonces es facil ver que

(A
B

zi(A) = u;(N)? — 2.

Por las formulas de Trench [54, Teorema 1] se obtiene el siguiente resultado para el polinomio

caracteristico.

Proposicion 5.5.

Crm
det T(a — \) =
con
o)
COS ————=
Co (M) = det 2
(A) cos (Do)
)6
Sl ————=
_ 2
Sm(A) =det | (333601

Proposicién 5.6. Para todo m en N,

Com(N) = 20D (X) cos

A)En(A)
Co(A)So(A) °

(m+3)p(\)
2
sinh <m+12>w<x)]

sinh (m+3YO)
2

cosh (m+12)¢(>\)
cosh ’

(m + 2)p(\) — 9D ()

p)

Sp(A) = 20D (\) sin (

donde usamos la siguiente notacion:

(m + 2)6(\) — 1953)(»)
5 ,

AW () = cos ¢(2A) sinh ;W(A) sinh @
BM()) = sin ¢(2A) cosh (" F ;W(A) cosh L.
CYN) = VAL, (\) + B,

I () = 2arctan <tan O ooy 2DV

2

¢(2A))

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)
(5.17)

(5.18)
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14?@):c%¢gwcwhgliéﬁﬁ&smhﬁgg, (5.19)
E?Q)zﬂn@;LMh0n+?thmmng (5.20)
COM) =/ AQ () + B (), (5.21)
9B (A) = 2arctan (tanh ‘b(;) fanh U1 ?W) arctan w(;)) | (5.22)

Demostracion. Reduzcamos primero el determinante correspondiente a Cy,(A):
(m +3)y(N) (m +3)¢(A)

m + Do) cosh — Cos cosh (m + 1)@50\)‘

ool
Cm(N) = cos 5 5 5 5

Aplicamos identidades para cos(a & 3) y cosh(a £ f3), para expresar todo en términos de los

mismos “angulos’

mt100) _ o ((mt 2000 _ 900)
2

COS B 5

= Cos (m +2)6() coS o) + sin (m +2)¢() sin 4%
2 2 2 2

(mﬂm+$WM:wm(m+mwm wuv
2 2 2
= cosh (m + 2)y(3) cosh P — sinh (m +2)u(}) inh —wo\).
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Por lo tanto

Cm(N\) = 2cos (m +2)¢(\) coS o) sinh (m +2)yp(N) sinh v
" 2 2 2 2
+ 2sin (m + ;)(b(/\) sin o) cosh (m + §>¢<)\) cosh ¢(2>\)
Do (AR Q) (m+2)8(\) | BRO) . (m+2)6(N)
=200()\) <C7(711)<)\) oS 5 + a0 sin 5 .

AN BRY O
e oo

Como el punto ( ) esta en la circunferencia unitaria, entonces existe (1) (\) tal que

(1) 1) (1) (1)
Am () = cos Y (A), —Bm () = sin Y ()\> (5.23)
Ch () 2 Ci' (M) 2

Este angulo ?9%)(/\) se puede definir mediante (5.18). Usando este angulo y la identidad para
cos(a + ), obtenemos (5.13).

Consideremos ahora el determinante correspondiente a S(\)

(m+1o(A) . . (m+3)p(N) (m+ 1Dy . (m+3)6(N)
5 :

— sinh sin

sinh
2 2 2

Sin(A) = sin

Aplicamos identidades para sin (o £ ) = sin a cos f=£cos asin 3, para expresar todo en términos

de los mismos "angulos".

g Mo (<m +2)o(\) ¢<A>)
2 2

(m+2)0(A) (N (m+2)0(N) . (M)

= sin coS — CoS sin ,

2 2 2
_ gipp M E2DPQ) o BN L (M 2DP) 1/1@),
2 2 2 2
i SEDIO) _ (200 _ 400
2 2 2
= sinh (m + 2)p(}) cosh v — cosh (m + 2)u(A) sinh (/\),
2 2 2 2
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an (OO _ (2600

2 2 2

= sin (m +2)¢(A) coS o) + cos (m +2)6() sin (b(A).
2 2 2 2

)

Por lo tanto

2)p(\ A 2)1(A A
Sm(A) =2sin (m +2)¢( ) cos ¢(2 ) cosh w sinh @
— 2cos (m + ;)qﬁ()\) sin qb(;\) sinh (m + ;W(A) cosh ¢(2>\)
ey (A g mE2060) | B | (m+2)6()
=2C,; @, Sin 5 @, o8 5 .
Cr’ (V) Cr’ (A)
AR B () ’ - ia unitaria. existe 9
Como el punto <c<2>(>\)’ - 2)(/\)) esté en la circunferencia unitaria, existe 9% () tal que
AR (X 9% BR(A 0%
® = cos ——, T() = sin —. (5.24)
Cr’ (A 2 C’ () 2

El dngulo ¥ ()\) se puede definir mediante (5.22). Usando este angulo y la identidad para
sin(ae — ), obtenemos (5.14). O

En el siguiente programa mostramos de forma numeérica las tres formulas que hemos visto
para el polinomio caracteristico y comprobamos que los errores relativos entre ellas son de
aproximadamente 10712,

def toeplitzl(n):
a = vector (RDF, n)

al0] = 10 - la

al[l] = -6

a[2] =1

b = vector (RDF, n - 1)

b[0] = -6

b[1l] =1

return matrix.toeplitz(a, b)

def charpoll (n, 1la):
T = toeplitzl (n)
Idmatrix = identity_matrix (RDF, n, n)
return det (la *» Idmatrix - T)
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|def det_Ts(n, la):

x = phi(la)
y = psi(la)
T = matrix (RDF, 2,
[0, 0] = cos((n + 1
T[O, ] (n +
[1, 0] = cos((n
Tr1, 1] (

return det (T)

(
= cosh(
(n + 3
((n +

= cosh

def det_Us(n, la):

x = phi(la)

y psi(la)

U = matrix (RDF, 2, 2)
n + 1
(n +

[0, 0] = sin(
U[o, 1]

[1, 0] = sin(
uri, 11
return det (U)

(

= sinh (
(n + 3

= sinh((n +

def charpol2(n, 1la):
numer = det_Ts(n, la
denom = det_Ts (0, 1la
return numer / denom

def Cexpr(n, la):

= phi(la) / 2

= psi(la) / 2
(x) *sinh ( (n+2

= sin(x)*xcosh((n+2

= sqrt (Ax*x2 + Bxx2

tht = 2xarctan(tan(x

COs

QW <X
Il

)

) x x / 2)
1) »y / 2)
) * x / 2)
3) 'y / 2)

) * x / 2)
1) »y / 2)
) *» x / 2)
3) »y / 2)

) * det_Us(n
) * det_Us (0,

) xy) xsinh (y)
) xy) »cosh (y)
)

) xcoth ((n+2) xy

la)
la)

) xcoth (

return 2xC x cos(((n+2)*x/2-tht) /2)

def Sexpr(n, la):

= phi(la) / 2

= psi(la) / 2
(x) *cosh ((n+2

= sin(x)*sinh ((n+2

= sqgrt (A*x*2 + Bxx*2

tht = 2+arctan(tan(x

COs

QW P X
Il

) xy) *sinh (y)
) xy) xcosh (y)
)
)

*tanh ( (n+2)

*y) xcoth (

y))

y))
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return 2+C * sin(((n+2)*x-tht)/2)

def charpol3(n, 1la):
numer = Cexpr(n, la) x Sexpr(n, la)
denom = Cexpr (0, la) * Sexpr(0, la)
return numer / denom

# error relativo

s|def test_charpol (n,la):

numerl = abs(charpoll (n, la) - charpol2(n, la))
numer?2 = abs (charpoll (n, la) - charpol3(n, la))
denom = abs(charpoll (n, la))

return max (numerl / denom, numer2 / denom)

def big_test_charpol (n, mmax):

return max([test_charpol (n, uniform(0,24)) for j in range (mmax)])

Solucién con el método del punto fijo

Ahora podemos transformar la ecuacion caracteristica det(7},,(a — X)) = 0 en una ecuaciéon

mas comoda para resolver. Usamos el cambio de variable A = g(z), con x € [0, 7].

Proposicion 5.7. La ecuacion caracteristica T,,(a — g(x)) = 0 es equivalente a la disyuncion

de las siguiente m ecuaciones:

o T T ()

o o el m)

Aqui
i (@) =05 (g(2), 0D (x) =95 (g(x)),

—

{n,(q@)(x) st j es impar,
2

Ui

Um;Cf =
(@) )(a:) si j es par.

(5.25)

(5.26)

Demostracion. La ecuacion det T,,,(a—g(x)) = 0 es equivalente a que C,,(g(z)) =00 S,n(g9(z)) =

0. Recordemos como resolver las ecuaciones trigonométricas elementales:

{t e R: Cos(t):O}:{w: k:GZ},

{teR: sen(t) =0} = {km: keZ}.
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La ecuacion C,,(g(z)) = 0, debido a igualdad (5.13), es equivalente a

(m+2)¢(g(x)) — i (g(x)) _ (2k+ 1)
2 ?

esto es,
2k + D)7 + i (x)

x —— (5.27)

Ademas de (5.23) tenemos que

1 9o 1
o I () sin Y (A) _BRW

)
2 cosfmO AR
despejando 195%)()\) se obtiene
A 2)(A A
I () = 2arctan (tan ¢<2 ) coth (m + Z)M ) coth w(Q )) (5.28)
Poniendo = = ¢(\), 19%)(/\) = 2n$)k(x) y despejando z. En este caso ng)k(x) queda como sigue

(1)

N (T) = arctan (tan g coth coth

(m + 2)¢(g(z)) 1/1(9(@’)))
2 2

Si suponemos que S, = 0, de la igualdad (5.14) tenemos

o <(m +2)6(N) — ﬁﬁ?)) o

2

por lo que
(m +2)6(\) — Vi _

k,
2

De manera analoga, de (5.24) se tiene que

por lo tanto

m

9P (\) = 2arctan (tan ¢(2)\) tanh (m + §)¢(A) coth 2/}(2)\)> : (5.29)
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Poniendo = = ¢(\), 19%21)()\) = op? (x) y despejando x

m,k

2k + 0 (x)
r=——

2 (5.30)
Ahora ng)k(m) queda como sigue
2
n?(z) arctan (tan g tanh (m + );b(g(x)) coth ¢(92(:v))) : O

Podemos observar que la funcion 7, x(z) no toma el mismo valor cuando z =0y z = 7, en
la siguiente grafica se muestra la funcion s o(z) comparandola con la funciéon identidad.

INE]

o
vl
3

Figura 5.2: 75 o(x).

Nuestro objetivo es demostrar que la ecuacion (5.25), para cada j en {1,...,m}, se puede
resolver con el método del punto fijo. Veamos unos lemas que nos ayudaran més adelante para
ver que la funcién 7, ; es contractiva. Usaremos féormulas explicitas para 777(7}0) y 7753):

2
n)) () = arctan <tan g coth (m + )2¢(g($)) coth M) ; (5.31)
2
n$)(z) = arctan <tan g tanh (m + );b(g(:v)) coth W) . (5.32)
Lema 5.8. Para cada x en [0, 7],
0<g(x)<14.

Lema 5.9. Para cada X\ en [0, 24]
0<o(d) =m,
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2 ! - \[\3/2
WAWVIFA+L 8(VIEA+L) VI

1— — 2
4T+ +4

o) =

Lema 5.10. Para cada A en [0, 24],

In(4 4+ v/15) > (X)) > In(2 + V/3),

1 1
<P\ < —
N (M) < Wi
Demostracion. 1
P'(N) = . (5.33)
4\/}1(\/1+)\+1) +1IVVIFA+IVI+ A
Es facil ver que para A en [0,24] el maximo de ¢’(\) se alcanza cuando A = 0. O

Lema 5.11. Para cada v > In(2 4 /3),

2
coth(u) < —,

W<
| coth’(u)] < 1.

Demostracion. Dado que coth u es una funciéon decreciente, para cada
u > In(2 4+ /3),

22+v3) 22+V3)2v3-3 2

coth(u) < coth(In(2 4+ V/3)) = 512v3 3105 2/5-3 5

Por otro lado la derivada de coth(u) es

1

th'(u)| = —5—,
|coth (W)l = 2w

esta es decreciente y para cada u > In(2 + 1/3) tenemos:

1 1
coth’(u)] < = -. O
| (Wl < senh” (In(2++/3)) 3

Lema 5.12. Para todo u > In(2 + v/3),

(m+2) < (m+2)
cosh? <M> ~ sinh? <@>

6
< —.
— 25
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Demostracion. Dado que sinh? u es creciente, entonces

(m+2) < (m+2)

sinh? (—(mzz)“> ~ sinh? <_(m+2) 11;(2+\/§)> ’

Entonces tomando m = 1, obtenemos

(m+2) (3) _ 6 0
sinh? (—(mf)u)  sinh? (—(3) ln(§+\/§)> 25
Lema 5.13. Eziste C3 > 0 tal que para cada m en N y cada x > 0,
2 ' 2
tan r tanh (m +2)¢(g(x)) coth Plg(x)) <Cs3|1+ (tan f) )
2 2 2 2

Demostracion. Recordemos que

¢ x<1<1+t 2:0) (5.34)

an — < — an” — | . )

272 2

y que la derivada de la tangente se puede ver como

(05) = oz = 2 (14 (en3)"). (5.35)

Por la regla de la cadena,

(tan v (m42Qe(g() | (g() )
2 9 9
= <tan E)’tanh (m +2)y(g(z)) P(g(z))
2 2 9

+ tan g (tanh (m + Q)Qw(g(x)) ) / coth —¢(g2(x))

coth

(m -+ 2)(g(2) (cotw(gf)))'.

+ tan g tanh 5

Para el primer sumando usamos el Lema 5.11 y el hecho de que tanh(u) < 1, entonces

(tan g),tanh (m + 2)2@&(9@)) coth ¢(g2(m)) < (1 + <tan §>2> (5.36)

m+2)Y(g(z))
2

Para el segundo sumando, consideramos la derivada de tanh ( usando la regla de la
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cadena, y aplicando los Lemas 5.8, 5.10 y 5.12 podemos ver que

(i 24 20000

2

para los otros dos factores del producto apliquemos el Lema 5.11 y (5.34) para llegar a

tang (tanh (m + 2)2¢(g(x)))/coth ¢(92(x)) < % (1 + (tan §>2> (5.37)

Para el tercer sumando consideramos la derivada de COthM

lemas 5.8, 5.10 y 5.11
/

para acotar todo el sumando usemos que tanh(u) < 1 y la ecuacion (5.34), tenemos que

, pare esto aplicamos los

x (m + Q)w(g(yc)) w(g(:v)) ! Cy T\ 2
tan 5 tanh 5 coth 5 5 1+ (tan 2) (5 38)
Por dltimo de las ecuaciones (5.36), (5.37) y (5.38) llegamos al resultado deseado. L]

Lema 5.14. Eziste Cy > 0 tal que para cada m en N y cada x > 0,

1 + tan(z/2)?
1+ Cs tan(z/2)?

< (4.

Proposicion 5.15. Ezxiste Cg > 0 tal que para cada m en N y cada x en (0,7),
|7 (2)] < Cé. (5.39)

Demostracion. Los lemas anteriores prueban el resultado para ng), y para 77,(7}0) la demostracion

es similar. O

Proposicién 5.16. Para m suficientemente grande, la funcion f,, es contractiva, con

— km+ nm,k(x)
fnie(@) = m+2
Demostracion. Se tiene que por (5.14)
/ T C
foni(2) = i (7) <

m+2 ~ m+2’
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y por el teorema del valor medio se obtiene que

Cs

|fm,k($) - fm,k(y>| S m+2

lz —yl.

Notemos que Cg es una constante. Para m > 2Cj, se obtiene moﬁ < 1/2, por lo tanto f,,x es

2 =

contractiva. OJ

/
/
/
/

0 5,1 5,2 5,3 5,4 5,5 m

Figura 5.3: f5; con j € {0,1,2,3,4,5, }, idjo 5

Las gréficas anteriores muestran las funciones f5o v fs6, en la gréafica de la funcién f5, se

puede

observar que existe una tinica soluciéon con x = 0, por otro lado, viendo la forma explicita

de la ecuacion caracteristica (5.12) podemos ver que x = 0 no es solucion ya que la ecuacion

caracteristica resulta un cociente de ceros, por lo tanto, la soluciéon con x = 0 es una soluciéon

“artificial” ya que en el método de punto fijo trabajamos con 7, en el numerador del cociente

sin tomar en cuenta el denominador de (5.12).

En el siguiente programa usamos (5.26) y con el método del punto fijo calculamos valores
propios de la matriz, por dltimo calculamos los errores de las diferencias entre los valor propios
obtenidos con métodos propios de SageMath y los valores propios obtenidos con el método del
punto fijo.

i|def eta(m, j, x):

oy = psi(g(x))

3 q=(m+ 2) xy / 2

| tt = 1.0 if g > 100.0 else (tanh(g) if mod(j, 2) == 0 else coth(q))
return 2 * arctan(tan(x / 2) * tt * coth(y / 2))
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def eigenvalue_with_fixed_point (m, 7J):
x = RDF(J = pi / (m + 2))
eps = RDF.epsilon() * 4
err = 2 * eps
s =0
while (err > eps) and (s < 100):

X_prev = X

x = RDF((J * pi + eta(m, 3, x)) / (m + 2))

err = abs(x - x_prev)
s += 1
return g(x)

o|ldef eigenvalues_with_fixed_point (m) :

lambdas = [eigenvalue_with_fixed_point (m, j)
return vector (RDF, m, lambdas)

def mimatriz (m) :

a = vector (RDF, m)
al0] = 10

all] = -6

al2] =1

b = vector (RDF, m-1)
b[0] = -6

b[1l] =1

return matrix.toeplitz(a, b)

def mimatriz_eigenvalues (m) :
lambdasl = mimatriz (m).eigenvalues ()
return vector (RDF, m, sorted(lambdasl))

def error_eigenvalues_with_fixed_point (m) :
lambdasl
lambdas2 = eigenvalues_with_fixed_point (m)

mimatriz_eigenvalues (m)

return norm(lambdasl - lambdas?)

print (big_test_charpol (16, 10))
print (error_eigenvalues_with_fixed_point (100))

for j in range (1,

m + 1)]
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Foérmulas asintoticas para los valores propios

Denotemos por 7(x) la siguiente aproximacion de 7y, x(z):

Yo

n(x) = 2arctan (tan g coth 5

Proposicion 5.17. Para cada x en [0, 7],
1'(z) < Cr. (5.40)

Demostracion. .
(tan £ coth —d’(g(x)))
2 2

n'(z) =2 2
I+ (tan 3 coth M)

Calculando el numerados por la regla del producto y por regla de la cadena

(tan g coth M) = tan’ g coth w(gT(a?)) + tan g coth’ —w(gQ(:L‘)) :

Consideremos el primer sumando y apliquemos el Lema 5.11 y la ecuacion (5.35), entonces

tan’ g COthM < % (1 + <tan g>2> ,

llegamos a

para el segundo sumando de nuevo apliquemos el Lema 5.11 y la ecuacion (5.34), llegando ahora

tan g ottt X070 < & (14 (1an ).

a

2 2 2

Es decir que la derivada queda acotada como

(tan g coth MQT@))y < Cy (1 n (tan g)Q) .

Por otro lado si consideramos el termino tan 3 coth M, del Lema 5.11 tenemos

2
1+ Cs (tan g) .

Entonces

Cs (1+ (tan3)")

/
<
"= 14+ Cs (tam%)2
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Con esto llegamos a (5.40)

Lema 5.18. Para cada x en (0, ),
() = ()| £ - exp(—4)
Thmj n =3 p .

Demostracion. Por el Lema (5.10), 1/(g(z)) > In(2 + v/3). Luego
(m +2)¢(g(x)) > (2 + V3)(m +2) > 4,

Siu>4,entonces 1 —e ™ >1—-e8>1/2y

w —u 2 —u 2 —2u
cothu—lﬁe e —-1= . == <de™,
el — g~ u eU — e~ U 1] —e2u
)1 (A
coth M — 1| <4 exp(—(m +2)yY(N)) < dexp(—4).

Para abreviar las cuentas pongamos

Yg(2)) o (m+2)9(g(x))
2 2

t1(z) = tan  coth cot

2

Y

Ulg(z))

T
to(z) = tan 3 coth 5

ti(x) — to(z) = tan g coth M (COth (m + 2)2¢(g(x)) — 1)

< % <1 + (tan g>2> exp(—4).

Por el teorema del valor medio, existe un punto £ entre to(z) y t1(z)

ng(2) = 1) = 2+ 5 - (10) — (o))

Como & > to(x) > tan g,
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Proposicién 5.19. Sea z,, ; la solucion exacta y T, ; la solucion aproximada. Entonces

4
Ce+1

[T,y = T < exp(—(m + 2)¢(g(Tm,;)) < exp (—4).

m+ 2

Demostracion. Si m > 2Cg, entonces

JT 4 Mg (Tmyg) I+ 0(Tm,y)
m+ 2 m + 2
_ ‘nm,j(xm,j) - n(im,j>’
m + 2
1 (Trmg) = N (T )|+ 1 (Tng) — (@ z)|
m + 2

[ Tm,j — Tmj| =

Cs

m—+ 2

1 -
5\5%,]' = Ty | +

IA

exp(—(m + 2)¢(9(Tpm ;)

exp(—4).

IN

2
Cs +1

Despejando |z, j — Tp, j|, se obtiene

|Tm,; — Tm,j| <

—4). O]
o exp (—4)

Proposicion 5.20. Se cumplen las siguientes formulas asintoticas.

- gr o nGiEs) | G () 1
i =t T (+m+2)2+ +O(m)’ (5:41)
~ d (75) | & () 1
Am.g =do (m + 2) + m ++2 + (m +;)2 +0 (m) ’ (542)
donde
do(u) = g(u), di(u) = g'(w)n(u), da(u) = g'(w)n(u)n’(u) + %9"(“)(”(“))2

En el siguiente programa escribimos los valores propios de la Proposicion 5.20 y comparamos
lo errores con respecto a los valores propios obtenidos previamente con el método del punto fijo.

1|def g_der (x):
2 return 8 * sin(x / 2) x (4 % sin(x / 2) x*x 2 + 1) * cos(x / 2)
3

|def g_der_der (x):
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return cos(x / 2) x* 2 % (4 + 48 % sin(x / 2) %% 2) — 4 % (sin(x / 2) *x*
2 + 4 % sin(x / 2) xx 4)

def psi_der(la):
s = sqgrt (1l + 1la)
denom = 4 % sqgrt((1 / 4) * (s + 1) + 1) % sqgrt(s + 1) * s
return 1 / denom

def eta_aprox(x):
y = psi(g(x))
return 2 * arctan(tan(x / 2) * coth(y / 2))

def eta_aprox_der (x):
y = psi(g(x))
der_tan = coth(y / 2) * sec(x / 2) *x 2
der_coth = tan(x / 2) x csch(y / 2) %% 2 % psi_der(g(x)) =* g_der (x)
num = der_tan - der_coth
denom = 1 + coth(y / 2) *x 2 * tan(x / 2) *x 2

return num / denom

def eigenvalue_aprox(m, Jj):
x = RDF(J * pi / (m + 2))

second_sumand = (g_der (x) * eta_aprox(x) / (m + 2)) * (1 + eta_aprox_der
(x) / (m + 2))
third_sumand = (g_der_der(x) » eta_aprox(x) *% 2) / (2 x (m + 2) %% 2)

return g (x) + second_sumand + third_sumand
def eigenvalues_approx (m) :
lambdas = [eigenvalue_aprox(m, Jj) for j in range(l, m + 1)]

return vector (RDF, m, lambdas)

def error_eigenvalues_approx(m) :

lambdasl = eigenvalues_with_fixed_point (m)

lambdas2 = eigenvalues_approx (m)

return max([abs (lambdasl[k] - lambdas2[k]) for k in range (len(lambdasl))
1)

Para cada j = 1,...,m sea Wy, j = |Amj — Am,j| ¥ sea wy, €l correspondiente error maximal

Wy, = Max{wy, ;1 1 < j < m}.
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Con ayuda del programa anterior calculamos la siguiente tabla de errores.

m 64 128 512 1024 2048 4096
Won 57x107% 75x 1075 1.2x10°¢ 1.5x107 1.9x107% 24x107°
(m+ 23w,  164.82 164.14 163.60 163.50 163.46 163.44

Nota 5.21. La siguiente tabla muestra el tiempo de ejecucion de los algoritmos previamente
presentados para calcular valore propios, usando el método del punto fijo, después aplicando la
formula asintotica (5.42) y por udltimo con métodos generales para célculo de valores propios
realizados en SageMath (A.eigenvalues ()).

m 2048 4096 8192

Punto fijo 922 ms 1.36 s 2.75 s

Formula asintotica (5.42) 313 ms 515 ms 1.05 s
Métodos generales 22 s 2.53 man 22.45 min

5.3. Otro ejemplo pentadiagonal

Al contrario del ejemplo pasado, en este caso tenemos una matriz de Toeplitz pentadiagonal
generada por una funcién con cuatro intervalos de monotonia. Sin embargo, en este ejemplo
llegamos a una férmula sencilla para el polinomio caracteristico, basados en los trabajos de
Trench [54].

Consideramos el polinomio de Laurent
a(t)=t"2 =271 43— 2t + (5.43)

y trabajamos con matrices de Toeplitz generadas por este polinomio. Por ejemplo,

3 -2 1 0 0 0

-2 3 -2 1 0 0 0

1 -2 3 -2 1 0 0

Tya)=] 0 1 -2 3 =2 1 0
0o 0 1 -2 3 -2 1

0 0 1 —2 3 -2

L0 0 0 1 -2 3]
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Simbolo generador
Para algunos calculos es comodo combinar a(t) con exp
g(x) = a(e'™). (5.44)
Usando identidades de Euler tenemos
g(z) = 1 — 8sin? g +16 sin4g — (1 2cosz)?. (5.45)

Es facil ver que g es par y 2m-periddica, la figura 5.4 muestra

0 T 27

Figura 5.4: La grafica de la funcién g en [0, 27].

Notemos que en este caso, para cada A € (1,9] existe exactamente un punto = € (7/3, 7]
tal que g(x) = A\. Denotemos a este punto por #;()). La funcion 0;: (1,9] — (7/3, 7] se calcula

61(\) = 2arcsin VA . (5.46)

21+ V14 A

facilmente:

Es decir g(61(N\)) = g(x) = A

Mientras que para A € [0, 1] existen 2 valores de « € [0, 7/3] tales que g(z) = A. Llamémosles
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01 y QQ:

01(\) = 2arcsin 4/ HHVIHA (5.47)

—_

05(\) = 2arcsin

—v1+A (5.48)

En el siguiente programa muestra comprobaciones numéricas de las formulas (5.43) y (5.45)

def g(x):
return 1 - 8x%sin(x / 2)72 4+ 16xsin(x / 2)°4

def a(t):
return (t*x(-2)) — 2x(t**x(-1)) + 3 — 2%t + (t*x*x2)
def g2 (x):
return (1 - 2 * cos (X)) *%*2

def test_a_and g (x):
return abs (g (x) - a(exp(ixx)))

def test_a_and_g2(x):
return abs (g2 (x) - a(exp(ixx)))

print (test_a_and_g(0.3))
print (test_a_and_g(2.5))

print (test_a_and_g2(0.3))
print (test_a_and_g2(2.5))

def tabulate_function(filename, f, x0, x1, n):
data = matrix(RDF, n + 1, 2)
for j in range(n + 1):
x = RDF (x0 + (x1 - x0) = 3 / n)

datal[j, 0] = x

datal[j, 1] = f(x)
strings = [/ ¢£.6f $.6f\n” %(x, y) for x, y in data.rows ()]
f = open(filename, ’"wt’)

f.write(’’.Jjoin(strings))
f.close ()
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Raices

Denotemos por by(t) a

bh(t)=alt) = A=t =27+ (3—\) =2t + 1 (5.49)

2t — (V) (t - a7 () (E = 22 (V) (t — 25" ().

Es facil ver que by(t) es el simbolo generador para la matriz T,,(a — ). Mas atn como
T(a—N) =T, (a) — A, entonces by(t) es el simbolo generador de T,,,(a) — AL,.

Al igual que como definimos g(x), podemos evaluar la funcion by () en €™, es decir, b(e™),
podemos obtener ceros de la funcion by = a — A.
Para encontrar otros dos ceros de by = a— \, cuando A € (1, 9], usamos el cambio de variable
t = ¢Y. Entonces
a(e’) = 1 — 8sinh’ g + 16sinh* g

Denotemos por 02(A) a la solucion positiva de la ecuacion a(e¥) = A:

B5(\) = 2arcsinh —Vl+2 vith (5.50)

Las raices de by, cuando A € [0, 9] son
21(N) = N g (N) = e gy (N) = 2N gy (N) = eV

Notemos que z3(\) = 27 (A) v 24(\) = 251 (N).

def phi(la):
s = sgrt(l+la)
r = sqgrt(la/ (4= (s+1)))
return 2xasin (r)

def psi(la):
s = sqgrt(l+la)
r = sqgrt ((l+s)/4)
return 2xasinh(r)

def thetal (la):
s = sqgrt(l+la)
r = sqrt ((1+s)/2)
return 2xarcsin(r)

def theta2(la):
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s = sqgrt(l+la)
sqrt ((1-s)/2)
return 2*arcsin(r)

r

def myroots (la):

if la >1:
x = phi(la)
y = psi(la)
x = thetal (la)

y = theta2(la)
return [exp (i*x),exp(—-1i*x),exp(y),exp(-y)]

29| def testl_myroots(la):

z = myroots (la)

v = map(a, z)

er = [abs (N(w—-1la)) for w in vVv]
return max (er)

s|def big test_rootsl (mmax) :

return max([testl_myroots(uniform(0,24)) for j in range (mmax)])

def test2_myroots(la):
z = myroots(la)

c = [0]%5

c[0] =1

cll] —(z[01+2z[1]1+2[2]1+2[3])

cl[2] = z[0]#z[1]1+z[0]1*xz[2]+2z[0]*z[3]+z[1]1*z[2]+z[1]1*xz[3]+z[2]*2z[3]
cl3] = —(z[01*z[11*z[214+2z[0]1*z[1]1*z[3]1+z[0]1*z[2]*z[3]1+z[1]l*z[2]*2[3])
cl[4] = z[0]*xz[1l]*z[2]*z[3]

d=1[1,-2,3-1a,-2,1]

er = [abs(N(c[j]-d[]J])) for j in range (5) ]

return max (er)

def random_test_zeros|():
la = RDF.random_element (0, 9)
return testl_myroots(la)

def big_random_test_zeros (nrep) :
return max (random_test_zeros () for r in range (nrep))

7lprint (big_random_test_zeros (100))
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Polinomio caracteristico

Separaremos los casos como hasta ahora, para A € (1,9]. Los ceros de by son z1()\), 27 (A),
z2(N\) v 25 *(\). Haciendo los cambios de variables

21(A) = 21 (A\) + 21 (N) 7 =2c0s(01())),  22(A) = 22(N\) + 22(N) 7 = 2cosh(fa(N)),

obtenemos,
det Ty (a — A) = 82(m,m)(21(A), 22(N)), (5.51)
luego
61 (A G (A
u1(A) = 2cos 1;), 2(A) = 2cosh 2;)

Entonces es facil ver que

Por las féormulas de Trench se obtiene el siguiente resultado.

Proposicion 5.22. Para todo m >0 y X € (1,9],

o0 )= o) 5

con

_cos mAD0A) gy

Cn(N\) = det 2
( ) cos (m+32)91(>\) cosh (m+32)92()\)

(i (MO0 oy <m+1)92<x>]

_ 2
Sm(A) = det <in (m+32)91()\) (m+32)92()\)

m+1)92(/\)]
2 )

sinh
De manera similar a la Proposicion 5.6, tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 5.23. Para todo m en N, y X € (1,9]

Con(N) = 2CD(X) cos <(m i 2)91(;\) — 19,(%)()\)> , (5.53)
Sm(2) = 20D (2) sin ((m + 2)91%) - 05’3)“)) | (5.54)
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Ahora para A € [0,1], podemos tomar las 4 raices de (5.47) y (5.48) Los ceros de by son
z1(N), 271 (N), 22(\) y 25 '(\). Haciendo los cambios de variables

21(N) = 21 (A) + 21(A) 7= 2c0s(01(N)),  22(N) = 22(N) + 22(N) T = 2cos(62(N)),

obtenemos,
det Ty (a — A) = 8Z(m,m)(21(A), 22(N)), (5.55)
luego
u1(A) = 2cos 91;)\), uz(A) = 2 cos 92()\).

Entonces es facil ver que
Zj()\) = Uj()\>2 — 2.

Por las féormulas de Trench se obtiene el siguiente resultado.

Proposicion 5.24. Para todo m >0 y X € [0,1]

det Trn(a—N) = %, (5.56)

con
[ m+1
COS (m+1)6: (%) )01 ()

Cim(A) = det oS (m+32)01(,\)

COS 2

(m—+3)02(X)

(m+1)61(N) sin (m+1)02(>\)]

(m+1>92(x>]

sin
Sm(A) = det (m+32)91(>\) gin (m+32)92()\)
2 2

sin

El siguiente programa compara el polinomio caracteristico mediante el método estandar y
las formulas antes dadas.

def phi(la):
s = sqgrt(l+la)
r = sqgrt(la/ (4« (s+1)))
return 2xasin(r)

def psi(la):
s = sqgrt(l+la)
r = sqgrt ((l+s)/4)
return 2xasinh (r)

def thetal (la):
s = sqgrt(l+la)
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sqgrt ((1+s)/2)
return 2+arcsin (r)

r =

i|def theta2 (la):

s = sqrt(l+la)
sqrt ((1-s)/2)

return 2xarcsin(r)

r =

def myroots(la):

if 1la >1:
x = phi(la)
y = psi(la)
x = thetal (la)
y = theta2(la)
return [exp (i*x),exp(—1i*x),exp(y),exp(-Vy)]

def testl_myroots(la):

z = myroots (la)
v = map(a, z)
er = [abs (N(w—1la)) for w in v]

return max (er)

s|def big_test_rootsl (mmax) :

return max([testl_myroots (uniform(0,24))

for j in range (mmax)])

31)
+z[0]*z[3]+z[1l]*z[2]1+z[1]*z[3]+z[2]*z[3]
0)1%2[1]xz[3]+2[0]*xz[2]%2[3]+z[1]*2z[2]*z[3])

def test2_myroots(la):
z = myroots(la)
c = [0]%5
c[0] =1
cl[l] = —(z[0]4+z[1l1+z[2]1+z]
c[2] = z[0]%z[1]+z[0]*z[2]
c[3] = —(z[0]*xz[1]xz[2]+z]
c[4] = z[0]*z[1l]*xz[2]*z[3]
d = [1,-2,3-1a,-2,1]
er = [abs (N(c[Jj]-d[]J])) for j in range (5)]
return max (er)

def random_test_zeros () :

la = RDF.random_element (0, 9)

return testl_myroots(la)
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s1/def big_random_test_zeros (nrep) :
55 return max (random_test_zeros () for r in range (nrep))
56

s7iprint (big_random_test_zeros (100))




Conclusiones

Aunque las matrices de Toeplitz de banda han sido ampliamente estudiadas y hay resultados
clasicos para calcular sus determinantes, menores, valores y vectores propios, ninguna de estas
formulas clasicas estaba escrita en términos de polinomios simétricos. Los trabajos de Bump y
Diaconis [17], Lascoux [38] y Tracy y Widom [51] hicieron latente la relaciéon entre menores de
Toeplitz de banda y polinomios de Schur. Los dos primeros usaron la férmula de Jacobi—Trudi
para expresar ciertos menores como polinomios simétricos homogéneos (aunque sin llamarlos
asi), el segundo expresoé polinomios de Schur sesgados como menores de ciertas matrices de
Toepliz. Los tltimos observaron que el menor localizado en la primera columna de la matriz de
Toeplitz triangular se puede escribir como polinomios de Schur.

Este trabajo pone de manifiesto la estrecha relaciéon entre algunos polinomios simétricos y
matrices de Toeplitz de banda:

= Con ayuda de las formulas de Vieta pudimos ver matrices de Toeplitz generadas por poli-
nomios de Laurent como matrices cuyas entradas son polinomios simétricos elementales.

= Con las formulas de Jacobi—Trudi los determinantes se escriben como un polinomio de

Schur.

= El poder escribir matrices de Toeplitz como matrices cuyas entradas son polinomios ele-
mentales nos ayudo6 a expresar menores de Toeplitz de banda como polinomios de Schur
sesgados asociados a ciertas particiones sesgadas que se expresan explicitamente en tér-
minos de los indices de filas y columnas eliminadas.

= La ventaja tedrica y algoritmica de estas formulas es que su complejidad computacional
no depende del orden de la matriz de Toeplitz (el cual puede ser muy grande), solamente
de la estructura de la banda y de la cantidad de filas y columnas eliminadas.

= Como aplicacion directa de las formulas para los menores podemos escribir las entradas de
la matriz adjunta en forma sencilla usando polinomios de Schur sesgados. De esta forma, si
la matriz es invertible, tenemos férmulas para las entradas de la inversa. Por otro lado, si
la matriz no es invertible, tenemos férmulas, usando las obtenidas para la matriz adjunta,
para vectores propios de la matriz de Toeplitz de banda.

139



140 5.8. Otro ejemplo pentadiagonal

= Kl caso particular de matrices de Toeplitz simétricas de banda, las cuales se generan con
polinomios de Laurent palindromos, nos llevé a estudiar polinomios simétricos evaluados
en el alfabeto simpléctico. Pudimos describir estas familias de polinomios en términos de
variables tipo “Dickson—Zhukovsky” al relacionarlas con polinomios de Chebyshev para
escribirlos de forma bialternante.

= El estudio de los polinomios simétricos evaluados en el alfabeto simpléctico nos permitio
obtener resultados para el caso de matrices de Toeplitz de banda simétricas. El hecho de
ser simétricas hace que estas formulas sean un poco mas sencillas que en el caso general.
Por ejemplo en las féormulas bialternantes el tamano del determinante se reduce a la mitad,
y en otras formulas se reduce a la mitad el nimero de variables.

Finalmente, presentamos algunas lineas de trabajo a futuro que permiten darle continuidad
a esta investigacion:

» Las formulas presentadas en este trabajo se pueden expresar de forma concisa y son ttiles
para célculos numéricos y ayudan a relacionar resultados conocidos. Sin embargo al ser
combinatorias, no siempre son comodas para el analisis teérico del comportamiento asin-
totico de valores y vectores propios. Por lo tanto, una tarea natural es encontrar féormulas
aproximadas mas sencillas que nos ayuden a entender el comportamiento asintético.

= Aunque pudimos dar féormulas bialternantes para varias familias de polinomios simétricos
evaluados en el alfabeto simpléctico, no pudimos hacerlo para los polinomios de Schur como
lo muestra la Nota 2.43. El problema de existencia de formulas semejantes es abierto.

» Day [19] encontr6 una féormula complicada para determinantes de matrices de Toeplitz
generadas por simbolos racionales. Estudiar la relacién de polinomios simétricos con este
tipo de matrices podria llevar a formulas més sencillas y arrojar mas luz sobre estas.

= El ejemplo de la Secciéon 5.2, donde el simbolo generador tiene dos intervalos de monotonia,
es relativamente sencillo y bien entendido. Sin embargo, un problema abierto y complicado
es entender el comportamiento de valores y vectores propios, cuando el simbolo generador
tiene mas intervalos de monotonia y, para algunos valores de A la ecuacion a(t) = A tiene
4 ceros en la circunferencia unitaria. Si bien los primeros pasos del analisis del polinomio
caracteristico se pueden llevar a cabo como en el ejemplo de la Secciéon 5.2, el ejemplo
presentado en la Secciéon 5.3 pone en evidencia que éste se complica al separar los términos
“lentos” de los “réapidos”.
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