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Resumen

Este trabajo es un ejemplo de aplicaciéon del analisis complejo al dlgebra lineal. El
objetivo principal es expresar determinantes de cierta clase de matrices a través de las
raices de ciertos polinomios.

El trabajo estd compuesto de cuatro capitulos, los cuales se encuentran desarrollados
de la siguiente manera:

(D

(IT)

(111)

(V)

En el primer capitulo se dan los preliminares de los conocimientos que se requieren
para desarrollar los temas del presente trabajo. Se definen operadores de Toeplitz y
se demuestra su criterio de invertibilidad.

En el segundo capitulo se presentan algunas propiedades elementales de matrices de
Toeplitz, se ve la férmula de Baxter—Schmidt (1960) para determinantes de matrices
de Toeplitz casi triangulares, de la cual se deduce la férmula de Widom (1958) para
calcular los determinantes de matrices de Toeplitz de banda. La utilidad de esta
formula se basa en el hecho que su complejidad no depende del tamaiio de la matriz.
Por eso la férmula es muy eficiente para matrices de tamano grande.

En el tercer capitulo se deduce la formula de Elouafi (2014) para determinantes de
matrices de Toeplitz de banda reales y simétricas. En esta formula se utilizan los
polinomios de Chebyshov, por eso en el inicio del capitulo se repasan sus definiciones
y propiedades basicas.

En el ultimo capitulo se aplican las herramientas anteriores para calcular los po-
linomios caracteristicos de estas matrices reales simétricas pentadiagonales, y se
consideran tres ejemplos.

La mayor parte de las demostraciones esta escrita de manera mas detallada que en
las fuentes encontradas. Los resultados de los Capitulos 2, 3, 4 fueron comprobados en
GNU Octave y se acompaiian con codigos correspondientes.



Resumen




Abstract

This work offers an example of application of complex analysis to linear algebra. The
main objetive is to express some kind of matrix determinants through the roots of certain
polynomials.

The text consists of four chapters, which are developed in the following manner:

(D

(I1)

(I11)

(IV)

In the first chapter we give some preliminary notions requiered for developing the
themes of the present work. An invertibility criterion for Toeplitz operators is shown.

The second chapter presents some elemental properties of Toeplitz matrices the
Baxter—Schmidt formula (1960) for almost triangular Toeplitz determinants, which
implies the formula of Widom (1958) to calculate determinants of Toeplitz band
matrices. The usefulness of this formula is based on the fact that their complexity
does not depend on the matrix size. That is why the formula is very efficient for
large matrices.

The third chapter contains the derivation of the formula of Elouafi (2014) for deter-
minants of real symmetric Toeplitz band matrices. In the formula we use Chebyshev
polynomials wich is why in the beginning of the chapter we include the definitions
and the basic properties.

In the last chapter we apply some of the above mentioned tools to calculate the
characteristic polynomials of real symmetric pentadiagonal Toeplitz matricesa and
we review consider three examples.

Most of the proofs are written in a more clear and detailed manner than in the cited
sources. The results of the chapters 2,3 and 4 have been tested in GNU Octave and they
are accompanied by the corresponding codes.
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Introduccion

Las matrices de Toeplitz han sido extensamente estudiadas a partir del inicio del si-
glo XX, tanto en matematicas puras como en matematicas aplicadas, ya que aparecen
en muchas aplicaciones, como son los procesos estocésticos estacionarios [7, 6] (de ahi,
es donde surge este tipo de matrices), métodos numéricos para la solucién de ecuaciones
diferenciales, procesamiento de imagenes [11] y modelacién fisica, como es el modelo de
Ising propuesto para estudiar el comportamiento de materiales ferromagnéticos [5], no se
estudian éstos temas en el presente trabajo. Podemos encontrar gran variedad de litera-
tura que habla acerca de ellas, libros, articulos, tanto teéricas como con aplicaciones. El
esquema que se muestra a continuacion tiene los conceptos principales del primer capitulo:

Logaritmos ‘ W (T) ‘
continuos
Indice de G(W(T)) ‘ L Operador‘ /de
una funcién convolucion

t exp(W(T)) J OISI?JSSEEZde

l l

Factorizaciéon Invertibilidad
Wiener-Hopf del op. de Toeplitz

En el primer capitulo comenzamos con el indice de una funcién y algunas propiedades
ttiles, luego estudiamos el algebra de Wiener (W(T)) , su grupo exponencial (exp(W (T))),
el operador de Toeplitz y la factorizaciéon de Wiener—Hopf, al final del capitulo demos-
tramos el criterio de invertibilidad del operador de Toeplitz, usando herramientas vistas
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anteriormente. Algunos resultados e ideas de este capitulo dan pauta para matrices de
Toeplitz. El siguiente esquema muestra los conceptos principales de los capitulos 2—4.

Férmula de

Polinomios de
Cauchy—Binet

‘ Teorema de Jacobil Chebyshov

l

{ Indice de Teorema de J

una funcién Baxter—Schmidt Vandermonde

/

Determinante de J

Férmula Férmula
de Widom de Elouafi
Teorema limite l { Polinomios W Algoritmos W
de Szeg6 caracteristicos numéricos

Se demuestra el Teorema de Baxter—Schmidt utilizando el Teorema de Jacobi. Se escribe
detalladamente la demostracién de la férmula de Widom usando el teorema de Baxter—
Schmidt, la férmula de Cauchy—Binet y el determinante de Vandermonde. De la férmula
de Widom se deduce el teorema de Szeg6 el cual describe el comportamiento asintético
de los determinantes de cierta subclase de matrices. También se estudian unas férmulas
recientes de Elouafi, para determinantes del caso de matrices reales y simétricas. Estas
ultimas utilizan los cuatro tipos de polinomios de Chebyshov. En el cuarto capitulo se
calculan polinomios caracteristicos de ejemplos particulares de matrices de banda penta-
diagonales, usando las herramientas anteriores. Se escriben algunos algoritmos numéricos
en el lenguaje GNU Octave para hacer comprobaciones.

Este trabajo estd basado principalmente en trabajos de Widom [19], de Béttcher y
Grudsky [2] y de Elouafi [8, 9].

El presente texto es accesible para aquellos lectores que tiene conocimientos basicos
en areas de las matematicas como el dlgebra lineal, la variable compleja, el andlisis real
y funcional. El trabajo de tesis fue apoyado por la beca de CONACY'T y los proyectos
IPN-SIP 20140639 y IPN-SIP 20150422.



Capitulo 1
Algebra de Wiener

En la primera parte de este trabajo se estudian operadores de Toeplitz en ¢?(Ny)
generados por funciones pertenecientes al dlgebra de Wiener. Se define al algebra de
Wiener y se consideran algunas de sus propiedades, como la descripcion del grupo de
elementos invertibles y del grupo exponencial, y la factorizaciéon de Wiener-Hopf. Luego
se estudian operadores de convolucion en el espacio ¢?(Z) y al final se demuestra un criterio
de invertibilidad de operadores de Toeplitz en el espacio £*(Ny). La fuente principal es el
libro [3], pero el desarrollo en la tesis es méas completo: se introduce de manera detallada el
concepto del indice de una funcién (el nimero de vueltas alrededor del origen) y se da una
demostracion mas elemental de la necesidad en el criterio de invertibilidad de operadores
de Toeplitz.

1.1. El indice de una funcion

En esta seccién trabajamos con funciones continuas en un intervalo cerrado [a, ], don-
de a, 8 € Ry a < . Luego vamos a aplicar varios conceptos y hechos de los Apéndices C
y D al caso a = 0,8 = 27, para después pasar a la circunferencia unitaria.

1 Definicién (Logaritmo continuo de una funcién continua con valores complejos no
nulos). Sea f € C([a, B], C\{0}). Una funcién g de la clase C([«, 5], C) se llama logaritmo
continuo de f si f = expog.

En el Apéndice D se demuestra la existencia de un logaritmo continuo para una funciéon
con valores complejos no nulos (Proposicién 135) y su unicidad salvo sumandos de la forma
2mmi (Proposicién 137).

2 Notacién. Denotemos por Cp..([e, 8], C\ {0}) al conjunto de las funciones de la clase
C(le, 5], C\ {0}) cuyos valores en los puntos v y 5 coinciden:

Cper (v, 1, C\{0}) = {f € C(la, 5], C\{0}): f(a) = f(B)}-
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El conjunto Cpe, ([, 5], C\ {0}) se considera con la multiplicacién puntual y es un grupo
respecto a esta operacion.

3 Proposicion. Sea f € Cper([ev, ], C\{0}). Entonces para cualquier logaritmo continuo
g de f, el cociente
9(8) —9(@)

2mi

(1.1)

es un numero entero. Mas aun, st g1 y g2 son dos logaritmos continuos de f, entonces

901(8) = 91(0) _ 92(8) — gale)

27 i B 27 i (12)
Demostracion. Por hipétesis f(a) = f(8), luego entonces
exp(g(a)) = exp((5)).
Asi, por la Proposicion 137 existe un nimero entero m € 7Z tal que
9(8) — g(a) = 2mmi.
[

4 Definicién (Indice de una funcién). Sea f € Cpe.([a, 5], C \ {0}). Se define el ntimero
wind(f) o indice de una funcién, mediante la regla

. . 9(8) — g(a)
wind(f) = —F——=, 1.3
() = £ (13)
donde g es algtin logaritmo continuo de f. La Proposicién 3 muestra que wind(f) es un
numero entero y no depende de la eleccion del logaritmo continuo de f. Desde un punto
de vista topologico, el indice de una funcién nos da el nimero de vueltas de esta funcion

alrededor del origen.

5 Ejemplo. Sea m € Z. Definimos f: [a, 5] — C\ {0} mediante la regla

2rim

f(.T) :eﬁiaaz

entonces la funciéon
g(x) = 2nimz,  w € a,f)

es un logaritmo continuo de f y por lo tanto

wind(f) = m.
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6 Proposicion. La funcion wind: Cp.,([a, 5], C\{0}) — Z es un epimorfismo de grupos.

Demostracion. Primero veamos que wind es un homomorfismo de grupos. Sean fi, fo €
Cper([a, B],C \ {0}). Usando la Proposicién 135 encontramos algunas funciones g; y go
que sean logaritmos continuos de f y h respectivamente, es decir,

exp(g1) = fi,  exp(g2) = fa.
Luego g1 + g2 es un logaritmo continuo de fifo ya que fifo = exp(g; + ¢2), asi

(91 +92)(B) = (g1 +g2)(a@)  g1(B) — g1(@) + g2(B) — g2()

1 d pu— pu—
wind(f1f2) 2mi 2mi
= wind(f1) + wind(f2).
La sobreyectividad de la funciéon wind se sigue del ejemplo anterior. O]

La siguiente proposicion dice que si f siempre toma valores cercanos a 1, entonces su
numero de vueltas alrededor del origen es cero.

7 Notacion. Denotamos por D al disco unitario en el plano complejo:
D={ze€C: |z| <1}

8 Proposicion. Sea f € Cpe (o, 5], C\ {0}) tal que f([r, B]) estd contenido en 1+ D.
Entonces wind(f) = 0.

Demostracion. Puesto que f([a, 5]) C 1+ D, se define de manera natural un logaritmo
continuo de f como

g(x):lnlf(x)7 LS [Ck,ﬁ],

donde In; se define en 1+ D mediante la serie de Mercator, véase la Proposicién 131 en el
Apéndice. Méas ain, de la igualdad f(a) = f(5) se sigue que g(a) = g(B). Por la férmula
(1.3), wind(f) = 0. O

Para funciones continuamente derivables o continuamente derivables a trozos el nimero
de vueltas se puede expresar mediante una integral:

9 Proposicion. Sea f € Cpr([c, 8],C \ {0}) una funcion continuamente derivable a
trozos. Entonces

wind(f) = 271“ /a ’ {;((j)) dz. (1.4)

Demostracion. Se sigue de la Definicion 1.3 y de la Proposicién 136. O]
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Algunos autores [Rudin, Silverman| utilizan la férmula (1.4) como definiciéon de wind,
como por ejemplo [17, teorema 12.12]. Notemos que el camino elegido en esta tesis permite
definir wind no solamente para funciones continuamente derivables a trozos, sino para
todas funciones continuas (con valores deferentes de cero).

10 Notacion. Denotamos por T a la circunferencia unitaria en el plano complejo:
T={zeC: |z|=1}.

Dotamos a T con la medida ur de la siguiente manera: dado un subconjunto de Borel
X de la circunferencia T, definimos su medida pr(X) mediante la férmula:

pr(X) = p{z € [0,27) : &' € X},

dénde p es la medida de Lebesgue. Notemos que la medida pr es invariante bajo rotaciones.
En otras palabras, ur es la medida de Haar normalizada del grupo compacto T.

11 Definicién. Dada una funcién a € C(T,C \ {0}), definimos wind(a) como
wind(a) = wind(g),
donde g: [0,27] — C\ {0}, .
g(x) = a(e").

Obviamente la funcién g en la Definicién 11 es de clase Cp, ([0, 27}, C \ {0}), por eso
la definiciéon tiene sentido.

12 Ejemplo. Para cada nimero entero p definimos la funcién x,: T — C mediante la
regla
Xp(t) =P, teT,

entonces
wind(x,) = p.

13 Ejemplo. Sea ¢ € C\ {0}. Definimos f: T — C\ {0} como la funcién constante
idénticamente igual al niimero c:

entonces wind(f) = 0.

Notemos algunas propiedades de wind que se obtienen como corolarios de las cons-
trucciones anteriores:
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14 Corolario. La funcion wind: C(T,C\ {0}) — Z es un epimorfismo de grupos.
15 Corolario. Si f € C(T,C\ {0}) y f(T) C 1+ D, entonces wind(f) = 0.

16 Proposicién (Sobre el nimero de vueltas de una funcién racional). Sean P y @
polinomios de una variable con coeficientes complejos. Supongamos que P y Q) son primos
relativos y no tienen ceros en T. Definimos f en T mediante la regla

entonces f € C(T,C\ {0}) y el nimero de las vueltas de f alrededor del origen se calcula
como el numero de ceros de f en el disco D menos el numero de polos de f en el disco .

Demostracion. Por el teorema fundamental del algebra podemos factorizar P y ) en
productos de binomios. Separamos los ceros de P y @) en aquellos que estan dentro de la
circunferencia unitaria y aquellos que estan afuera:

M N
=p t_am H t_ﬁn>7 (15>
m=1 n=1
J K
=q [T —=2) T — ), (1.6)
7=1 k=1

con
lam| <1, [N <1, [Bal >1, |kl >1,

para toda m, j,n, k. En cada binomio factorizamos el término mayor:

P(t) = <_1)anl]j1 B, M nﬁl (1 _ O‘tm) ﬁ (1 _ é) , (1.7)

Q(t) = Q(_l)K,ﬁl“’“ . tlejl <1 - A;) :ﬁi (1 - ;fn> | (1.8)

Utilizando los Corolarios 14 y 15 y los Ejempos 12 y 13 concluimos de ahi que
wind(f) = wind(P) — wind(Q) = M — J. O

17 Observacion. Se sabe que el conjunto de funciones C(T) = C(T,C) provisto con
las operaciones puntuales y la norma-maximo es un algebra de Banach conmutativa (de
hecho, un édlgebra C* conmutativa). La identidad de esta algebra es la funcién yo.
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18 Proposicién (Sobre un argumento continuo definido en C'\ [0, 00)). Eziste una tinica
funcién h € C(C\ [0, 00), (0,27)) tal que para todo z € C\ [0,00), |z|e"?) = 2. Ademds,
st zg > 0, entonces

lim h(z) =0, (1.9)

Z—r20
Im z>0

Jim h(z) = 2. (1.10)
Im 2<0
Idea de la demostracion. La unicidad se sigue de la Proposicion 3 y del hecho que el
intervalo (0,27) no contiene a ningunos dos numeros la distancia entre los cuales sea

mayor o igual a 27. La prueba de la existencia es constructiva. Construiremos a h de la

forma

Rez .

arcctg [ — |, si Imz > 0;
Im z

h(z) =<, si z € (—00,0);
R
21 — arcctg ( ez >, si Imz < 0.
—Imz

Es facil ver que h es continua; en particular, si z € (—o0, 0), se verifica que lim,_,,, h(z) =
7. Veamos ahora que z = |z| e"*) con z € C\ [0, 00). Sélo veamos el caso donde Im 2 > 0.
De la identidad

1
sen(a) = ———=—=, para «a€ (0,7),

1+ ctg?(a)
se siguen las relaciones

1 | R

sen(h(z)) = = mz’ cos(h(z)) = ez
\/1+(Rez/hnz)2 2] ]
Por lo tanto .
2] e"®) = |z|(cos(h(2)) + isen(h(z)) = Rez +ilm z.

Los otros dos casos se demuestran de manera analoga. O

19 Lema. Sea f € Cp.([0,27],C). Entonces eziste una unica funcion a € C(T) tal que
a(e'®) = f(x), x € [0, 27]. (1.11)

Demostracién. Para cada t € T \ {1} existe un tinico x € (0,2n) tal que €'? = t; sea
ademas h la funcion de la proposicién anterior, asi con la notacion anterior se tiene que

eih(t) =t
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Por lo tanto definamos
alt) = {f(h(t», it € T\ {1},
£(0), sit=1.

La identidad (1.11) determina a de manera tnica porque cada punto ¢ € T se puede
escribir en la forma ¢t = e'?, para t = 1 hay dos puntos con esta propiedad, a saber, z = 0
y x = 2m. Més aun, f tiene el mismo valor en estos dos puntos. De aqui se sigue que a
estd bien definida en cada punto. Notemos ademés que f(0) = f(27) = a(1).

Es claro que a es continua, solo verifiquemos la continuidad en el punto 1. Si t — 1,
Im(t) > 0, entonces h(t) — 0y f(h(t)) — f(0), andlogamente si t — 1, Im(¢) < 0,
entonces h(t) — 2wy f(h(t)) — f(0) = f(2n). O

20 Proposicion. La funcion ®: C(T) — Cpe, ([0, 2], C) definida mediante la regla
@(a)(z) = a(e'),
es un isomorfismo de dlgebras de Banach.

Demostracion. La propiedad suprayectiva esta establecida en el Lema 19, las demas pro-
piedades de ¢ se muestran de manera trivial. O

1.2. Algebra de Wiener

21 Definicién (Algebra de Wiener). Denotemos por W(T) al conjunto de las funciones
f: T — C que se pueden representar en la forma

f)=>" eqt", teT, (1.12)

neEL

donde ¢,, son algunos coeficientes complejos tales que

> lea] < oo (1.13)

ne”

Se define la norma de cada elemento f del algebra de Wiener de la siguiente manera:

Para cada f € W(T):
£ llw = > lenl-

nel

Se verifica facilmente que el conjunto W(T) dotado con operaciones algebraicas punto
a punto y con la norma || - ||, es una dlgebra de Wiener. En particular, la comple-
titud/completez de W(T) se sigue de la completitud/completez de ¢*(Z). Verifiquemos
solamente que W (T) es cerrada bajo la multiplicacién puntual y se cumple la propiedad
submultiplicativa para la norma.
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22 Proposicidn. El dlgebra de Wiener es cerrada bajo la multiplicacion puntual de fun-
ciones; en otras palabras, para cada a,b € W(T) se sigue que ab € W(T) y |labllw <
[lallw [b]lw-

Demostracion. Sean a,b € W(T), entonces por el criterio de Cauchy para series dobles y
absolutamente convergentes se tiene:

a(t)b(t) = Z altl Z bktk = Z Z albkt”k = Z Z albktl““

YA kEZ l€Z keZ keZ leZ

= Z Z aj_kbktj = Z (Z aj_kbk) tj, teT.

kEZ JEZ JEZ \k€eZ
Por eso
(ab); = > aj kb
kez
Mas aun,

labllw =D [(ab);| = D 1D aj-rbe| < D> laj—rl[bl

JEZ JET |keZ JET kEL
=D laji| D bkl = llallw[[bllw < +o0. O
JEZ keZ

23 Notacién (Funciones monomiales). Para cada n € Z, definimos a la funcién y,, €
W (T) por
Xul) =", teT.

24 Lema (Ortogonalidad de los monomios sobre las circunferencia unitaria). La familia
de funciones (Xn)nez €$ ortonormal con respecto a la medida pr, esto es, para cualesquiera
p.qEZ,

— Lm0
/TXqu Hr = %/0 e e 1 4h = 5p,q-
Demostracion.
1/27reipeeiq9 40 — 1/2”619(1;(1) 40 — I, sip=gq, 0
2m Jo 2w Jo 0, sip#q.

25 Definicién (Coeficientes de Fourier de una funcién integrable). Dada una funcion
f € LY(T), vamos a denotar por f; a su k-ésimo coeficiente de Fourier:

1 27 . .
fo= [ i = [T p@ e a6, kez.
T 21 Jo
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26 Lema. Sea f € W(T) y sean ¢, numeros complejos de la Definicion 21. Entonces ¢y,
son coeficientes de Fourier de la funcion f, es decir fip = cy.

Demostracion. Utilizamos el Lema 24:

L ind —iko Lo 16(n—
= — c,et™e ! d@z—/ ¢, efm k) 46
T 27r/o T;Z 21 Jo %:z

1 2 0
E Cn 27_‘_/0 € CnOn k Ck

neL nez

La tercera igualdad se da por un corolario del teorema de convergencia dominada, puede
leer por ejemplo [14, Teorema 1.38]. O

27 Notacién. Vamos a denotar como GW(T) al grupo de elementos invertibles del al-
gebra de Wiener W. Asi note que a € GW(T) si y sélo si a € W(T) y existe b € W(T)
tal que a(t)b(t) =1 para toda t € T.

Claramente una funcién a perteneciente a GW(T) no puede tener ceros en T. El
siguiente teorema nos dice que esta condicion simple es suficiente para describir el grupo

GW(T).
28 Teorema (Wiener).
GW(T) ={a € W(T): 0¢ a(T)}.

La demostracion se puede encontrar, por ejemplo, en [15, Teorema 11.6].
En otras palabras, el teorema de Wiener afirma que si una funcion a: T — C se
desarrolla en una serie de Fourier absolutamente convergente:

. o . o
a(el(’) = E cp et E len| < o0,
—00 —00

y a(e!?) # 0 para todo 6 € R, entonces la funcién 1/a también se desarrolla en una serie
de Fourier absolutamente convergente:

1 o . x
a(eif) = Z% "'’ con Z [Vn] < 00.

Descripcién del grupo exponencial de W (T)
29 Notacién. Denotemos por G(C(T)) al conjunto de los elementos invertibles del édlge-
bra C(T):

G(C(T)) ={f € C(T): g C(T) fg=xo}
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Se sabe que los elementos invertibles de un algebra con identidad forman un grupo.
En el algebra C(T) este grupo admite una descripcion muy simple.

30 Proposicién. El grupo de los elementos invertibles del dlgebra C(T) consiste de las
funciones que no se anulan en T:

G(C(T)) = {a € C(T): 0¢ a(T)}.

Demostracion. Sea a € C(T) tal que 0 ¢ a(T). Entonces la funcién b: T — C definida
por la regla b(t) = 1/a(t) es continua y satisface ab = xo. O

31 Proposicién. El grupo exponencial del dlgebra C(T) consiste de todas las funciones
que pertenecen al grupo de elementos invertibles de esta algebra y hacen O vueltas alrededor
del origen:

exp(C(T)) = {a € G(C(T)): wind(a) = 0}.

Demostracion. Supongamos que a € exp(C(T)), esto es, a = exp ob para alguna funcién
b € C(T). Primero notamos que para cada t € T

a(t) exp(=b(t)) = exp(b(t)) exp(=b(t)) = exp(0) = L,

asi que a € G(C(T)) y 1/a = exp(—b). Definimos funciones f,g: [0,27] — C mediante
las férmulas

fl@) =a(e®),  g(z) =0b(e").
Entonces f € Cp,([0,27],C\ {0}), g € Cper(]0,27],C) y f = expog. Por eso

g(2m) — g(0)

=0.
2mi

wind(a) = wind(f) =

Ahora supongamos que a € G(C(T)), wind(a) = 0, y demostremos que a € exp(C(T)).
Definimos la funcién f € Cp.,([0,27],C \ {0}) mediante la regla

f(@) = a(e’).

Puesto que f € Cy, ([0, 27],C\ {0}), wind(f) = wind(a) = 0. Luego por la Proposicién 3
existe una funcién g € Cp., ([0, 27], C) tal que f = exp og. Usando el Lema 19 construimos
b tal que

b(e'”) = g(x), z € [0,2n].

Entonces . .
a(e”) = f(z) = exp(g(x)) = exp(b(e'”)),  x € [0,27],

esto es, a = exp ob. O
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Factorizaciéon de Wiener—Hopf

El objetivo de esta seccion es describir el grupo exponencial del adlgebra de Wiener y
demostrar el teorema sobre la factorizaciéon de Wiener—Hopf.

32 Notacién. Denotemos a Rat(T) como el algebra de las funciones racionales restringi-
das a T. En otras palabras, Rat(T) consiste de todas las funciones f : T — C que pueden
ser escritas de la forma

fy=2-2  tem, (1.14)

donde P y @) son dos polinomios primos relativos con coeficientes complejos.

33 Proposicién. Toda funcion f del tipo Rat(T) puede ser escrita de la forma

I (1= )1 (1= ) m
] A 1.15
s (- (- %) A (115)

donde k € Z,c, o, Bj,7,05,€; € C, || > 1,185 < 1, ;] > 1,1;] < 1, ]¢5] = 1.

f(t) = ct®

Demostracion. De (1.14) se sigue la factorizacién de los polinomios P y @ en productos
de polinomios de grado 1:

mi ma ms ms3 mq

P(z) =crt™ [Tt —ap) [Tt = B) [Tt —¢;), Q(2) = cat™ [T(t — ;) TL(t = 9;).

J=1 J=1 J=1 J=1 J=1

Hagamos las siguientes factorizaciones:

t—O{j:—Oéj<1—t>, t—ﬂjzt<1—ﬁj>
Q; t

Se hace una transformacién andloga con los factores ¢t —v; y t — 0; y después de juntar
las potencias se obtiene (1.15). O

34 Proposicién. Sean o, 5 € C, con |a] > 1,|8| < 1. Definamos f,g: T — C como

entonces [ y g son elementos invertibles de W(T); mds ain f y g pertenecen al grupo
exponencial de W(T). St~y € T, entonces la funcion

h(t) =t =1,

es un elemento no invertible de W (T).



Algebra de Wiener 20

Demostracion. La condicién de f y g sean elementos invertibles de W(T) se sigue del
hecho que f y g pertenecen a la bola abierta de radio 1, con centro y, del algebra W (T):

1
lf — xollw = my lg = xollw = 18] < L.

Los inversos de f y g, resultan de las series de Neumann:

L — i ﬁ L — i 5kt_k
f(t) k=0 ok’ g(t) k=0 ’

A partir de la serie de Mercator, se construyen algunos logaritmos continuos de f y g:
00 tk 00 tk:
o= (- L) s=en(-3 )
La funcién h no es invertible en W (T) porque se anula en . ]

35 Lema. El conjunto Rat(T) es una subdlgebra (no cerrada) de W(T). Si f € Rat(T) y
0 ¢ f(T), entonces f es un elemento invertible de Rat(T). Mds ain, si f es escrito de la
forma (1.15), entonces

wind(f) = k.
36 Proposicién. El conjunto Rat(T) es denso en W(T).

Demostracion. Dada f € W(T), las sumas parciales >.7__,, fixx se aproximan a f en la
norma || - ||lw-. O

A partir de este momento usaremos el teorema de Wiener.
37 Corolario. Sea a € W(T), y |la — xollw < 1, entonces a € exp(W(T)).
Demostracion. Un logaritmo de a puede ser construido con la serie de Mercartor. O

38 Lema. Sea f € Rat(T), 0 ¢ f(T) y wind(f) = 0. Entonces
f € exp(W(T)).

Demostracion. Supongamos que f puede ser factorizada de la forma (1.15), entonces de
la condicion 0 ¢ f(T) significa que ms = 0 y de la condicién wind(f) = 0 significa que
r = 0, la conclusion surge del Lema 35. [

39 Teorema (Descripcién del grupo exponencial del dlgebra de Wiener).

exp(W(T)) = {a € GW(T) : wind(a) = 0}.
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Demostracion. Supongamos que a € exp(W(T)) i.e existe alguna f € W(T) tal que a =
exp(f). Entonces exp(—f)a = exp(—f) exp(f) = xo, lo cudl significa que a es invertible.
Mas atn, por definiciéon del indice de una funcion,
2m) — (0 1) —a(l
wind(a) = f(2m) = J(0) = a(1) — (1) =0.

211 2mi

Veamos la otra contencién. Supongamos que a es invertible, es decir 0 ¢ f(T), y wind(a) =
0. Usando la Proposicién 36, tomemos b € Rat(T) tal que

1
la —bllw < 77—
|a=t|w

Pongamos h = a~'b. Entonces
1A = xollw = lla™" (b — a)llw < 1.

Asi por el Corolario 37 tenemos que h € exp(W(T)). Luego la igualdad b = ah implica
que b € G(W(T)) y wind(b) = wind(a™!) wind(h) = 0. Por el Lema 38 concluimos que
b € exp(W(T)). Finalmente de la igualdad a = h~'b obtenemos que a € exp(W(T)). O

La factorizacién de Wiener—Hopf se usa para establecer criterios de invertibilidad de
operadores de Toeplitz. Algunas ideas similares se usan para demostrar el teorema limite
de Szegb que veremos mas adelante. La idea de la factorizacion Wiener—Hopf es representar
la funcién dada a como el producto de dos funciones que generan operadores de Toeplitz
“triangulares” (y matrices de Toeplitz triangulares), los cuales son faciles de invertir.

40 Notacién (Parte “positiva y negativa” del algebra de Wiener).

W (T)={aec W(T): VkE<O0 ak:()}:{aEW(T): a(t):kf:aktk},

W_(T)={acW(T): Vk>0 a,=0}= {a e W(T): a(t)= g:aktk}.

41 Definicién. Definimos las proyecciones canénicas del dlgebra de Wiener, a su parte
positiva y negativa, respectivamente:

Py W(T) = W, (T),  P_: W(T) — W_(T),

(Pra)(t) = i at”, (P_a)(t) = i a_pt™*F.

Notemos que todas estas series convergen absolutamente al estar en el dlgebra de Wiener.
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42 Observacién. Dado a € W(T), tenemos las siguientes propiedades:
a=P,a+P.a, P,(Pia)=Pia, P_(P.a)=P_a.

En otras palabras, Py + P_ = Iy (), Pf = P_, P2 = P_, donde Iy (ry es el operador
identidad.

43 Teorema (Factorizacion de Wiener-Hopf). Sea a € W(T) tal que 0 ¢ a(T). Entonces
a puede ser escrito en la forma

a(t) =a_(t)t"ay (t), teT, (1.16)
donde m = wind(a), a; € exp(W,(T)) y a_ € exp(W_(T)).
Demostracion. Por propiedades de wind,
wind(ax_,,) = wind(a) + wind(x_,,) = m —m = 0.
Luego por la Proposicién 39 existe b € W (T) tal que ax_,, = exp(b). Asi
ax—m = exp(b) = exp(Pyb + P_b) = exp(P;b) exp(P_b) = a,a-_.

Denotando exp(Pyb) por a; y exp(P-b) por a_ obtenemos la formula (1.16). O
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1.3. Operadores de convolucion

En esta seccién se consideran operadores de convolucién sobre el grupo Z y se explican
sus propiedades principales. Por simplicidad supondremos que el simbolo generador a
pertenece al dlgebra de Wiener, esto es, la sucesion (ax)rez es absolutamente sumable.

44 Definicién (Operador de convolucién sobre Z). Sea a € W (T), definimos el operador
de convolucién C'(a) : (*(Z) — (*(Z),

(Cla)z); = > ajpxk, jEL, z€lP(Z). (1.17)
k=—0c0
45 Definicién (Operador de multiplicacién). Dada una funcion a € C(T), denotemos
por M (a) al operador de multiplicacién por a que actiia en el espacio L*(T, dut) mediante
la regla

(M(a)f)(t) =a()f(t), teT, feLT)

46 Definicién (Rango esencial). Sea a una funcién de clase L>(T), denotamos a R(a)
al espectro de a como elemento de L>®(T), es decir R(a) sera el conjunto definido de la
siguiente manera:

R(a) ={Ae€C:Ve>0 p{{teT:|alt)— A <e}) >0},
donde u es la medida de Lebesgue.

47 Proposiciéon (Criterio de invertibilidad del operador de multiplicacion). Sea a €
C(T). Entonces el operador de multiplicacion M (a) es invertible si, y solo si, 0 ¢ a(T).

Este hecho es muy conocido, por eso omitimos la demostracién, ver por ejemplo [15,
Teorema 12.38]. En la Proposicion 47 estamos suponiendo que la funcién a es continua y
usamos el hecho que T es un compacto. En el caso mas general, si a fuera una funciéon de
clase L>*(T), en vez de la imagen a(T) uno tendria que trabajar con la imagen esencial
(lamado también el rango esencial), ver Definicion 46.

48 Definicién (Transformada de Fourier-Plancherel sobre la circunferencia unitaria).
Denotemos por F al operador L*(T) — ¢*(Z) que a cada funcién f € L*(T) le asocia la
sucesion de sus coeficientes de Fourier:

1 27 .
(Ff) = [xsfdus =5 [ e f(6) do.

Se sabe que F' es un operador unitario, ver por ejemplo [15]. Su inverso asocia una
serie de Fourier a una sucesién dada: si x € ¢*(Z), entonces

(F'2)(t) =Y at/, teT.

JET



Algebra de Wiener 24

49 Proposicién (Diagonalizaciéon del operador de convolucién). Sea a € W (T). Entonces
F~'C(a)F = M(a).

Demostracién. Sea f € L*(T). Demostremos que F~'C(a)F f = M(a)f. Primero supon-
gamos que F'f es una sucesioén finita. Calculemos la componente j de la sucesién C(a)F f:

(C(a)F[f); = aj_i(Ff)

keZ

Al aplicar el operador F~! a esta sucesién obtenemos la funcién

(FRO@FN() = X Y ayalFHt = S (FH* Y a8~

- kZ(Ff)ktk Y amt™ = f(t)a(t) = (M(a)f)(?).

La condicién que F'f es una sucesion finita garantiza que el intercambio de las sumas es
véalido. Como las sucesiones finitas forman un subconjunto denso en ¢*(Z), la igualdad
F'C(a)Ff = M(a)f se cample para cada f € L*(T). O

50 Proposicién. Sea a € W(T). Entonces el operador C(a) es invertible si, y solo si,
0¢a(T).
Demostracion. Se sigue de las Proposiciones 47 y 49. [

51 Notacién. Sea A C Z. Denotemos por P, al operador lineal que actia en (*(Z)
mediante la regla

x; JE A
Paz); =47
) {o, i ¢ A

Es facil ver que P4 es una proyeccion ortogonal.

52 Ejemplo. Sean z € (*(Z) y y = Py,_2, entonces

PNO_Q.Q? = ( .. ,0,0, ey 0 s, X_2,L_1,T09,X1,T2, T3, .. )
~
Y-3 Y-2 Y-1

53 Proposicion (Convergencia fuerte de una sucesion de proyecciones al operador iden-
tidad). Para cada x € (*(Z),

Tt || Pyt = 2, = 0.

En otras palabras, la sucesion de operadores Py,—q tiende puntualmente al operador iden-
tidad del espacio (*(7Z).
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Demostracion. En efecto,
-m—1

| Pro—qz —z[5 =D |z;]%,

j=—o00

y la ltima expresion tiende a cero cuando ¢ tiende a infinito, porque x es cuadrado
sumable. O

54 Definicién (Operador de desplazamiento). Dado ¢ € Z, denotemos por 7, al operador
que actia en (?(Z) mediante la regla

(74%); = Tj—q-
Es facil ver que 7, es una isometria lineal del espacio £*(Z) sobre si mismo.

55 Proposicién (Propiedades del operador de desplazamiento). El conjunto de operado-
res {1,: q € Z} es un grupo:

_ _ -1 _
TpTg = Tptq To = [gQ(Z), T, =T_p

Demostracién. Las demostraciones son sencillas, s6lo veremos la primera. Sea z € (*(Z)
y ] € Z, luego:
(7p74)5 = (%) j—q = Tjg—p = (Tpq);- 0

56 Proposicion (El operador de convolucién es invariante bajo desplazamientos). Sea
a € W(T) y sea q € Z. Entonces 7_,C(a)7, = C(a).

Demostracion. Sean q,j € Z, luego

(r-aCl@)ra); = (C@)TaD)ja = 3 apeqn(ratls

k=—o0
0o

= > QjygiTiq= Y ajz; = (Cla)r);. O
k=—00 l=—0c0

57 Lema. Dados A CZ y q € Z, se tiene que Pyy,7, = T,Pa.

Demostracion. Sea x € (*(Z), luego por la definicién del operador P4 y del operador de
desplazamiento,

(PaigTex); = (7451 JEA+G _ )¥j—g JaEA
B 07 j¢A+Q§ Oa j—q@éA.
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1.4. Operadores de Toeplitz

En esta seccién veremos los operadores de Toeplitz en el espacio £?(Ny) y demostrare-
mos el criterio de invertibilidad, utilizando el teorema de factorizaciéon de Wiener—Hopf.

Los operadores de Toeplitz se estudian en varios espacios: de Hardy, de Bergman, de
Fock, etc. En particular, los operadores de Toeplitz en el espacio de Hardy se pueden
identificar con los operadores que se estudian en esta seccion.

58 Definicién (Operador de Toeplitz en el espacio £?(Ny)). Sea a € W(T), definimos el
operador de Toeplitz, T'(a) : (*(Ng) — £*(Ny),
(T(a)x); = > aj_yrr, j€Ng,z € *(Ny). (1.18)
k=0

Identificamos el espacio £%(Ny) con la imagen del operador Py,, esto es, con el conjunto
de las sucesiones x € (*(Z) tales que x; = 0 para cada j < 0. Después de esta identificacion,
podemos expresar el operador T'(a) como el operador de convolucién C'(a) “truncado” por
medio de la proyeccién Py, :

59 Proposicién. Sean a € W(T) y x € (*(Ny). Entonces
T(a)x = Py,C(a)Py,x. (1.19)
Demostracion. Sea x € (*(Z) y sea j € Z. Probemos que
(T(a)x); = (Pn,C(a)Py,x);-

Si 7 < 0, entonces ambos lados de esta igualdad son cero. Si j > 0, entonces

(P, Cl(a)Py,x); = (Cla)Py); = D aji(Puot)e = Y ajpay = (T(a)x);. O
k=—00 k=0
60 Proposicién. Sean a € W(T) y z € (*(Z), entonces
Pry—qC(a)Pyy—qr = 7-T(a) 7y Pyy—qx.
Demostracion.
PNo—qC(a)PNo—q - PNO—QT—QC(a)TqPNo—q = T—QPNOC(Q)PNqu = T—qT(a)TQ‘ L

61 Proposicién. Para cada z € (*(7Z),

Cla)r = lim 7_,T(a)1,Py,—q2-

q—o0
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Demostracion. Se sigue de las Proposiciones 53 y 60 haciendo tender ¢ — co. O

Los siguientes dos Lemas nos diran cuando el operador de Toeplitz de un producto de
simbolos es el producto de sus operadores de Toeplitz, es decir cuando ocurre la igualdad
T(ab) = T(a)T(b).

62 Lema. Sea b € W, (T), entonces
Py, C(b) Py, = C(b) Py, .
Demostracion. Calculemos la diferencia C'(b) Py, — Py,C'(b) Py,:
C(b) Py, — Py C(b) Py = (Iiezy — Py )C(0) Py = P, C(6) Py

Ahora, sea © € (*(Z) luego, si j > 0, entonces (Pzy,C(b)Py,z); = 0 por la accién de

PZ\NO'
Ahora si 7 < 0, entonces

(PoneC(0) Prg); = Y bji(Pugt)x = ) bj_gay = 0.

keZ k=0
La tltima igualdad es cero puesto que b € W (T). O
63 Lema. Sea a € W_(T), entonces
Py,C(a)Py, = Py,C(a).
Demostracion. De manera analoga, calculemos la diferencia Py,C(a)Py, — Py,C(a):
Py, C(a)Pn, — Py C(a) = =Py, C(a)(Le2@z) — Prny) = —Prn,C(a)Po\n, -

Ahora, sea © € (*(Z), luego, si j < 0, entonces (Py,C(a)Ppn,z); = 0 por la accién de
P,
Ahora si 7 > 0, entonces

(Cla)Pono®); = Y aj-e(Powo®)k = D bj-rzx =0.
kEZ kEZ\No

Por lo tanto, la tltima igualdad es cero puesto que a € W_(T). ]

64 Proposicién. Sean a,b € W(T) tales que a € W_(T) o b € W, (T). Entonces

T(ab) = T(a)T(b).
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Demostracién. Sea x € £*(Np), la afirmacién se obtiene por la Proposicién 59 junto con
los Lemas 62 y 63:

T(a)T(b)x = Py,C(a)Py,C(b)Pyyx = Py,C(a)C(b) Py,x = T(ab)z. O

65 Definicién. Sea H un espacio de Hilbert y sea S: H — H un operador lineal acotado.
Se dice que S es acotado por abajo si existe un nimero L > 0 tal que

para todo f € H | Sf]| = L|f].

66 Proposicion. Sea H un espacio de Hilbert y sea S: H — H un operador lineal
acotado. Entonces S es invertible si, y solo si, este operador y su adjunto son acotados
por abajo.

Idea de demostracion. La necesidad es obvia: de la invertibilidad de S se sigue que es
acotado por abajo, y la invertibilidad de S* es equivalente a la invertibilidad de S. La
suficiencia se sigue del teorema de Banach sobre operadores abiertos y de la identidad
clos(S(H)) = (ker(S*))*. O

67 Proposicion. Sea a € W(T) tal que el operador T'(a) es invertible. Entonces C(a) es
invertible.

Demostracién. Sea L = ||T~*(a)||~*. Entonces para cada x € (*(Z)y cadap € {1,2,3,...}
por la propiedad isométrica de 7, obtenemos

HT—pT(a)TpPNo—pr = HT(a)TpPNo—pZL"H > LHTpPNo—pr = LHPNo—pr‘

Pasando al limite cuando p — oo y por las Proposiciones 61 y 53 (de la convergencia
fuerte de una sucesién de proyecciones al operador identidad) obtenemos

IC(@)z]| = Ll=[],

lo cual significa que C'(a) es acotado por abajo. De manera similar se demuestra que C'(a)*
es acotado por abajo, tomando en cuenta que T'(a)* = T'(a) y C(a)* = C(a). O

68 Corolario. Sea a € exp(W,(T)) o a € exp(W_(T)), entonces T'(a) es invertible y
T(a)™' =T(a™1).

Demostracion. Se sigue de la Proposicion 64. O]

69 Proposicién. Sea m € Z, entonces T (x.m) es invertible si y sélo si m = 0.
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Demostracion. Si m = 0, entonces T'(x.,) es el operador identidad. Si m > 0, entonces

T(xXm)r = (O, oo 0,20, 2, .44,
———
asi que T'(x.,) no es suprayectivo. Si m < 0, entonces xo, - - -, Xm—1 € ker(T(xm)), asi que
T'(xm) no es inyectivo. O

70 Teorema (Criterio de invertibilidad del operador de Toeplitz). Sea a € W(T), en-
tonces T'(a) es invertible si y solo si 0 ¢ a(T) y wind(a) = 0.

Demostracion. Suficiencia. Sea a € W(T), puesto que wind(a) = 0 y al aplicar la factori-
zacion Wiener—Hopf:
a=a_ay.

Por el Lema 64 se verifica T'(a) = T'(a_)T (a), asi por el Corolario 68 se tiene,
T(al')=T(ay)™", T(aZ')=T(a)".

Por lo tanto, T'(a;')T(a~!) es el operador inverso de T'(a).

Necesidad. Supongamos que 7T'(a) es invertible, entonces C'(a) es invertible por el
Lema 67, luego por la Proposicién 50 se tiene 0 ¢ a(T). Mas atn, denotemos a m =
wind(a), luego por la factorizaciéon Wiener—Hopf, a = a_x,a+y aplicando el operador de
Toeplitz:

T(a) = T(a )T (xm)T (),

luego T(a_)"'T(a)T(ay)™" = T(xm). Notemos que el operador de la parte izquierda de
esta ultima igualdad es invertible por ser producto de operadores invertibles, asi finalmente
por el Corolario 69 se tiene que m = 0. O

71 Corolario. Sea a € W(T), entonces el espectro del operador T(a) es la unidn del
conjunto a(T) con el conjunto de los puntos A € C\ a(T) para los cuales wind(a — \) # 0:

sp(T'(a)) = a(T)U{A € C\ a(T): wind(a — \) # 0}.
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Capitulo 2

Determinantes de matrices de
Toeplitz de banda

En este capitulo trabajamos con matrices de Toeplitz de banda; en otras palabras,
suponemos que el simbolo generador es un polinomio de Laurent. Demostramos la férmula
de Baxter—-Schmidt [1] para determinantes de Toeplitz casi triangulares y el Teorema de
Widom [19], que es una féormula para los determinantes de Toeplitz de banda. Como
consecuencia de ésta ultima se deduce el “segundo teorema limite” de Szegd. A diferencia
de los textos mencionados arriba, el teorema de Baxter—Schmidt se deduce del teorema de
Jacobi. La demostracion del teorema de Widom se da de manera detallada y evita varios
errores pequenios cometidos en el libro [2].

2.1. Matrices de Toeplitz

72 Definicion. Una matriz de Toeplitz de orden n € N es una matriz de la forma

ao a1 a2 a3 a_(n-1)
ay Qo a_1 a_o9 ... a,(n,Q)
. as ap ap a—q a,(n,g)
n
Ty(a) = (aj—k‘)j,kzl = (2.1)
as 5] a; Qo A_(n—4)
Ap—1 Ap—2 ... cee e Qo

Vamos a suponer que los niimeros a,, son los coeficientes de Fourier de una funciéon a
que pertenece al dlgebra de Wiener (véase la Definicién 25).

73 Observacion. A veces serd conveniente considerar en vez de la funcién a definida en
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T la funcién g definida en [0,27) o en todo R mediante la formula
9(0) = a(e’).
74 Ejemplo. Sea n = 6, entonces la matriz de Toeplitz de tamano n = 6 es de la forma

ap a_—1 a_o a_g3 A_4 0aA_j
aq Qo a_1 Qa_9 a_3 Q_4
(05} aq Qo a_1 a_—9 Qa_3
as as aq ap a—-1 Qa_—9
a4 as a9 aq Qo a_q
as Qy as a9 ay Qo

To(a) = (aj-r)jper =

Estas matrices se caracterizan por que tienen términos constantes en sus diagonales.
Observe que una matriz de éste tipo estd determinada por su primera fila y su primera
columna, esto es, por 2n — 1 nimeros a_,11,...,aq, ..., Qy_1.

En la Secciéon 1.3 vimos que las propiedades del operador de convolucién C(a) se
describen facilmente en términos de la funcion a.

En la teoria de matrices de Toeplitz el objetivo es describir algunas propiedades de
las matrices T,,(a) en términos de la funcién a, al menos algunas propiedades asintdticas
cuando n — 00. Sin embargo, las matrices de Toeplitz son objetos mucho mas complicados
que los operadores de convolucion. En particular, el producto de matrices de Toeplitz por
lo comiin no es matriz de Toeplitz.

75 Ejemplo. Es un ejemplo de dos matrices de Toeplitz cuyo producto no es matriz de
Toeplitz. Consideremos simbolos generadores de la forma

a(t) = ag+ayt, b(t) =b_1t7 +by, a9 #0, b_y#0.

T2<a>=(§f 0) T2<b>=(bo° bb;).

Tg(a)Tg(b):<aobO Gob—1 )

Entonces

Por lo tanto

aiby a1b_y + agbo

La siguiente proposiciéon proporciona una condicion suficiente para que el producto de
matrices de Toeplitz se calcule facilmente.

76 Proposicién. Si a,b € W, (T), entonces
T, (ab) = T, (a)T,(b).

En otras palabras, el producto de matrices de Toeplitz triangulares inferiores es una matriz
de Toeplitz triangular inferior.
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Demostracion. Calculemos la entrada (j, k) del producto T,(a)T,,(b).
(Tn(a)Tn@))j;k = Z(Tn(a))j,l(Tn(b))l,k = Z ;b1
=1 =1

Hagamos el cambio de variable s = [ — k, y puesto que [ € {1,...,n} entonces s €
{1—k,...,n—k}, por lo tanto

n—k
(Tn(a)Tna)))qu = Z aj—s—kbsa
s=1—k
y como a,b € W, (T), entonces
ap, =0 paratodo p<0 y b,=0 paratodo s <0,

es decir, solo tenemos sumandos positivos j —s — k > 0, luego j — k > s por lo tanto

n—k Jj—k

(Tu(@)Ta(0)j 0 = D Qjmskbs = > aj-skbs = (ab)jr = (Tn(ab));- =

s=1—k s=0
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2.2. Localizaciéon del espectro de una matriz autoad-
junta de Toeplitz

Se sabe que los espectros de matrices autoadjuntas son reales. En el caso de matrices
autoadjuntas de Toeplitz podemos acotar sus valores propios por arriba y por abajo en
términos de los valores del simbolo generador a.

77 Notacién. Dada una matriz cuadrada compleja A, denotamos por sp(A) a su espectro.

78 Proposicién (Expresion integral de la forma cuadratica asociada a una matriz de
Toeplitz). Sean a € W(T) y v € C". Entonces

2w . .
e =5 [ ale ) f ) @,

donde f es el polinomio asociado al vector v:

n—1
= Z Uktk.
k=0

Demostracién. Primero expresamos |f(e'?)|? a través de vy, ..., v,_; usando la identidad
|22 = 2 Z:
) n—1n—1 N
|f<e16)|2:f 619 kaeklﬁzvje 7i6 __ szkv—je(k—])le'
k=0 j=0

Ahora por la linealidad de la integral obtenemos

1 n—1n—1

2T . .
%/ ( 19)’]0 16 IQdG_ZZ,U]ka / ]fk)lede
k=0 j=0

n—1n—1

= Z Z aj_,v0; = v T, (a)v,

k=0 j=0

donde la tultima igualdad se obtiene usando la definicion del producto de matrices y la
definicién de la matriz T),(a). O

79 Corolario. Sea v € C". Denotemos por f al polinomio asociado al vector v, como en
la Proposicion 78. Entonces la norma euclidiana del vector v coincide con la norma de la
funcién f en el espacio L*(T,dur):

19 2d9
o3 = o [ 1)
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Demostracion. Se obtiene de la Proposicién 78 al poner a(t) = 1. También es un caso
particular de la identidad de Parseval. O

80 Proposicién (Localizacién del espectro de una matriz autoadjunta de Toeplitz). Sea
a € W(T) tal que a(T) = [, f], donde a, B € R y a < 3. Entonces para cualquier n € N
se tiene

sp(Tn(a)) C (@, B).

Demostracion. Como a tiene valores reales, sus coeficientes de Fourier satisfacen a_; = @;
para cada j € Z. Por lo tanto, las matrices de Toeplitz T),(a) son autoadjuntas, y sus
valores propios son reales. Sea A un valor propio de T, (a) y sea v € C™ un vector propio
normalizado asociado a A, esto es,

To(a)v = v, lv|l2 = 1.

Vamos a demostrar que A > «; la desigualdad A < 8 se demuestra de manera similar.
Denotemos por f al polinomio con coeficientes vy, ..., v, 1. Usando la Proposicién 78
podemos escribir A como

1

A= v=vT,(a)v =—
2T

2 . .
| a5 db.
Aplicamos la desigualdad a(e'?) > a y el Corolario 79:
A > .

Falta demostrar que la desigualdad es estricta. Razonando por contradiccion, supongamos

que A = «. Entonces
1

o [ (ale”) ~ a) 17" a8 =0,

es decir,

(a(e®) = )|f()P =0 ct.p.
Como f es un polinomio, el conjunto de sus raices es finito, por lo tanto, los puntos tales
que f(e'?) = 0 forman un conjunto de medida cero, por lo tanto

a(e?) —a=0 ct.p.

Como a es continua, entonces la igualdad se cumple en todas partes, es decir a(el?) = a
para toda 0 € [0,27), y la imagen de a consiste en un solo punto «:

a(T) = {a}.

Con esto contradecimos a la hipétesis a(T) = [«, 3] O
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2.3. Formula de Baxter—Schmidt

La formula de Baxter—Schmidt se aplica a matrices de Toeplitz “casi triangulares” y
nos da una manera para calcular sus determinantes de tamafio muy grande pasando a
determinantes mas pequenos. Nuestra herramienta principal para demostrar la formula
de Baxter—Schmidt es el siguiente Teorema:

81 Teorema (de Jacobi, sobre los menores de la matriz adjunta clésica). Sea A €
Mosn(C) y sean J = {j1,j2,---,Jp}, K = {k1,ka,...,ky} algunos subconjuntos de
{1,2,...,n}. Suponemos que j; < ... < j,, k1 < ... < k. Denotemos por J y K’
los complementos de J y K :

J ={1,2,...,n}\ J, K'={1,2,...,n}\ K.

Entonces

J 1 dpth ek -1 K’
Magiony (3o ) = (1Pt e ap-tar, (7))

Aqui usamos la notacion 120 para los menores de una matriz.

Una demostracion de este teorema, basada en el concepto de la matriz de menores, se
puede encontrar en [18].

Para nuestros fines, usaremos la version de éste teorema con la inversa de A:

82 Corolario. Sea A € M,,»,(C) una matriz invertible. Entonces, en la notacion del
teorema anterior,

J 1 : , K’
Mas _ R e O Vs _
/ (K) der(A) ) av

83 Notacion. Dado a € W(T), identificaremos a D,,(a) como el determinante de la
matriz de Toeplitz de tamano n generada por a:

D, (a) = det T,(a).

Ahora, veremos una relacién estrecha entre conceptos de diferentes areas de las mate-
maticas. A saber, se utilizan conceptos y herramientas de la variable compleja y el dlgebra
lineal para dar paso al teorema de Baxter—Schmidt. Primero tenemos las siguientes ob-
servaciones y notaciones.

84 Observacién. En la definicién de T),(a) se usan solamente los coeficientes a;, con
|7] < n — 1. Por eso la Proposicién 76 sigue siendo valida cuando a y b son series de
potencias, sin importar la convergencia. Es decir, si

a(z) =ag+ a1z +axz® +..., ag#0,



37 Formula de Baxter—Schmidt

es una serie formal de potencias, podemos considerar la serie reciproca:

c(z) =1/a(z) =co+tcrz+cz®+..., co=ay".

85 Observacion. Sea a = > 72, apt® una serie formal de potencias, y sea r € {1,2,...}.
Si b= x_,a, entonces b es de la forma

[e.e] . [e.e] . [e.o]
bt) =t at! = aith T =Y appth,
=0 j=0 k=—r

y por lo tanto b; = a;y,. Méas aun, T,,(x_,a) es una matriz casi triangular inferior, con
solamente r diagonales por arriba de la diagonal superior.

To(x—ra) = (aj*kJrr)

Por ejemplo, paran =6y r = 2,

n

k=1

Ao a1 Qg 0 0 0
as a2 ap Qg 0 0
as az az a1 Qg 0
as a4 a3 a2 a1 Qo
g a; a4 a3z QAo Qi
ay ag Qa5 a4 a3 a2

Ts(x—2a) =

86 Teorema (Baxter—Schmidt). Sea a una serie formal de potencias, con ag # 0 y sea ¢
la serie reciproca. Sin,r > 1, entonces

ag" Dn(x—ra) = (=1)"cg" Dr(X-nc)- (2:2)
87 Ejemplo. Antes de demostrar el teorema, veamos qué significa su enunciado para el
caso particular n = 5 y r = 2. En este caso, en la férmula (2.2) participan los siguientes
dos determinantes:
as a; ag 0 O
as ag ap Qo 0
D5<X_2a) = |a4 a3 az ai; AQap, DQ(X_5C> =
as a4 a3z Gz ap
g a5 Q4 a3 0ag

Cs C4
Ce Cs|

Se observa que estos determinantes son menores de las siguientes matrices triangulares:

a 0 0 0 O 0 O
a; Qo 0 0
o a1 Qo 0
A_l = T7(CL) = (a3 az a; Qo
ay az a a; Qo
as a4 a3 ag a1 Qo
g a5 Q4 a3z QA a1 Qg

o O O
o O OO

0
0
0,
0
0
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y
c 00 0 0 0 O
ct ¢cg 0 0 0 O O
Ca C1 (O 0 0 0 0
A=T:(c)=|c3 2 1 ¢ 0 0 0
Cy C3 C2 C1 (O 0 0
Cyg C4 C3 Co C1 (O 0

Cg C5, C4 C3 Co2 C1 (O

Usando el Corolario 82, el teorema Baxter—Schmidt expresa uno de estos menores en
términos del otro:
ag”° D5(x-2a) = ¢5° Da(x-5¢).

Demostracion del teorema de Baxter—Schmidt. Sea b € W, (T), definamos
A=To(), A7 = Tpela)
Del Corolario 82 tenemos J ={r+1,...,n+r}y K ={1,...,n}, luego
J={1,....r}, K'={n+1,...,n+r}
Asi de la Observacion 85:

N r+1,...,7r4+n
Dp(x—ra) = det [a;_k4s]; ;) = Mo < 1,...,n ) '

Calculemos un elemento de la matriz del determinante anterior

.....

Aplicando el Corolario del Teorema de Jacobi 82,

1 . n+1,...,n+r
Dulx—ra) = o (=) MA( L..,r )

Por otro lado, calculemos la entrada (¢, s) de la submatriz anterior,

(Ayll—kl;;."n—*—r)t s Aptts = (Tntr(€))pgs = Cntt—s = (TT(X—nC))m'

.....

Asi finalmente

1 ™
Dy (x-ra) = T (=1)"™ Dy (x-n0),
0

lo cual coincide con (2.2). O
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2.4. Formula de Widom

Primero, vamos a definir a los polinomios de Laurent. Son funciones del algebra de
Wiener que tienen una cantidad finita de coeficientes de Fourier no cero. Les corresponden
matrices de Toeplitz de banda que vamos a estudiar.

88 Definicién (Polinomios de Laurent). Una funciéon b: T — C es un polinomio de
Laurent si se puede escribir en la forma

b(t) = Z bt/ teT. (2.3)

89 Observacién. Sir < 0o s <0, entonces T,,(b) es triangular superior o inferior y asi
D, (b) es la n-ésima potencia de la entrada en la diagonal principal. Siempre excluimos
este caso trivial y suponemos que r > 1, s > 0, b_, # 0, b, # 0.

90 Ejemplo (Matriz de Toeplitz de banda). Si r = s = 1, entonces el polinomio b de la
Definicién 88 es de la forma

b(t) = bfltil + b(] + blt,

esto es, b; = 0 para |j| > 1. En este caso las matrices de Toeplitz correspondientes son
tridiagonales. Por ejemplo,

bp b4+ 0 0 O

by bo by 0 0O
Ts(0)=10 b by by O
0 0 b by b,
0 0 0 b b

91 Observacién. Sea b un polinomio de Laurent de la forma (2.3), con r > 1, s > 1,
b_. # 0, by # 0. Entonces

r+s
b(t) = bt [ (t — ), (2.4)
j=1
donde zq, ..., 2.1, son las raices de b. Notemos que z1, ..., 2., son también las raices del
polinomio
Z0(2) =b_, +b 1z + ...+ b2
Ademas la condicién b_, # 0 asegura que todas las raices zy,..., 2.1 son distintas de

cero.
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La féormula de Widom que vamos a demostrar en esta seccién expresa los determinantes
de matrices de Toeplitz de banda T,,(b) en términos de las raices de b, suponiendo que
estas raices son simples. La complejidad de la formula de Widom crece rapidamente al
aumentar el ancho de la banda, pero no depende de n.

Vamos a deducir la férmula de Widom de la férmula de Baxter—Schmidt. Para ello,
vamos a expresar los coeficientes de ¢ a través de las raices del polinomio de Laurent.

92 Lema. Sea a(z) = (2 — z1) -+ (2 — 2,) un polinomio complejo mdnico de grado p, con
p raices distintas a pares y diferentes de cero. Sea c la funcion reciproca de a:

c(z) = o)

Entonces ¢ se expande en una serie de potencias alrededor del origen, con radio de con-
vergencia mini<j<, |2;|, de la siguiente manera:

=> ¢z, (2.5)
1=0

l Z I+1> J I | Zj 2k .

je{l...p} i ke{l,..p\ {5}

Demostracion. Se sabe que una funcién racional tiene una descomposicion en fracciones
parciales. Descompongamos a la funcién ¢ en fracciones parciales y denotemos por By, al
coeficiente que corresponde al polo z:

-1

Hk (2= 2)

Para calcular B; separamos el j-ésimo sumando y multiplicamos ambos lados por (z—z;):

Z—Zk

~1 B By

[Tz —2)  2—2z kel pN\G} © 2

-1 B+ Bk(z—zj).
Meeqr,..oniiy (2 — 2) ke(l,..pN\{j} <~ Fk

Sustituyendo z = z; obtenemos el coeficiente B;:

1

Meeqr,...opy (25 — 21)




41 Formula de Widom

De lo anterior se sigue finalmente

)= ¥ oy T

jeltom 4 7% efinay G LT 2%

B; 2 B;
_ ') e J l
-y Oyioy(x A)e
je{l,....p} 77 leNg 7J leNg \je{l,...,p} <J
lo cual se puede escribir como (2.5). O
93 Lema. Sean zi, 2o, . . ., 2y, algunos niumeros complejos. Entonces
m
_ m—1
M sa=]]="
1<j<k<m j=1

Demostracion. El producto original se escribe como [] z; [] z, luego los dos factores se
calculan por separado:

_ _ —J
II z=1I II »=11+""
1<j<k<m j=1k=j+1 j=1
m k—1 m m
_ _ k—1 _ j—1
II z=II1==11="=II%"
1<j<k<m k=1 j=1 k=1 j=1
Juntando los productos se obtiene el resultado. O
94 Lema. Sean uq,us, ..., u,, algunos nimeros complejos no nulos. Entonces
1 e 1 1 ... ugfl
,
. . . . _ —r+1
r—=1 r—1 c. r—1 Jj=1 1<j,k<r
1/ul 1/ur 1 Uy Jj#k

Demostracion. Por la Proposicion 123 sobre el determinante de Vandermonde, el producto
de determinantes queda como:

1 1 1 ... u’{_l . .
oo s = 10 (—) T (ur—uy)
V™t e 1Y 1 | 1Sisksr Uk U5 ) <jlhzr
= II (uJ_Uk) I (w—w)
1<j<k<r \ UWkUj J 1<ilp<y
o1

== II (u—w).

=1 % i<k
J#k

La ultima igualdad se sigue del Lema 93. O]
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95 Teorema (Widom). Sea b un polinomio de Laurent de la forma (2.3), con b_, # 0,
bs # 0, y con r + s raices distintas a pares zi, . .., z.+s. Entonces para todon > 1,

Dy(b) = Chuly, (2.7)

donde la suma es sobre todos los (Tis) subconjuntos M C {1,2,...,r+ s} de cardinalidad

M| = s y ademds M = {1,2,...,r +s}\ M,

wy = (—1)°bs H Zm, Cy = H 2z H (2 — 21) "

meM meM meM
keM

Demostracion. De la Observacion 85 vemos que
Dy (b) = by Dy(x—ra), (2.8)

donde

a(z)=(z—21)...(2 = 2,45) =ag + a1z + ... + 2"+,

Denotemos a la funcién reciproca de a por c:
c(z) =1/a(z) = co+c1z+ caz® + ...
La férmula de Baxter—Schmidt (Teorema 86) nos da
DX @) = (=155 Do(xn) = (~1)™ a5 " Dy(x_n). (2.9
Descompongamos ¢(z) en fracciones parciales, como en el Lema 92:

Cn ot Caeen| | By AT L X BT
D’I‘(X—TLC) — . e P —= .
Cntr—1 Cn Zj Bj/Z;'H_T Zj Bj/Z;H_

La tltima matriz es el producto de dos matrices:

Zj Bj/z;wrl . Zj Bj/Z;-FTJrQ
D, (x_nc) = : e : =
¥ Bi/z e Xy Byl
Bj T By 1/Z?+1 T 1/2?_1”4_2
B/ e B ) \ Ul o 1)
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Luego, por la féormula de Cauchy—Binet (Proposicién 122),

n+1 n—r+2
B; B, /280 o 1/207
D, (X_nc) = | Z‘ : : ; :
1<ji1<...<jr<r+s Bj1/Z;1_1 . Bjr/zvjr—l 1/27':’_1 . 1/2?—7"—&—2
Factorizamos Bj,, ..., Bj, de las columnas del primer determinante:
1 .. 1 1 ... Z;—l
Bj e Bj'r . . . .

Dr(X—nC) = Z
Mc{1,...,r+s},|M|=s
M={j1,....gr }sJ1<-+<jr

( J1 ]T) 1/2;?71 . 1/25:1 1 .- Z;ﬁl

Luego aplicamos el Lema 93:

ptco= 3 (I5)( L5 e ( 15

|M|=s k#j
-y (ms) (I I e-w)
Mc{l,...,r+s} \jeM JEM J,keM
|M|=s k#j

Reemplacemos B; por su expresion del Lema 92:

Bj=—11(z—2),

1%

y simplifiquemos el siguiente producto:

(Ta)( -] = (-6 -207) 6=

jeM 4 keM jeM I#] 4 keM
k#j k73
= (1" I G-z Il =27 I (5 — =)
jeEM jleM jkeM
meM 1#£j k#j
= (=0 T (2 = 2m) 7
jeM
meM

Usando (2.8), (2.9) y lo anterior, se sigue

Do) = B~ Y (Hz;f—")elr*”(H(zj—zmrl),

MC{17"'7T+5} ]GH
|M|=s meM
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donde el término constante es ag = (—1)""%(2122 - - - 2,45). Luego

Dn(b) _ bg(_l)rn-i-(r-i-s)(r—i-n)-&-r-i-rs Z ( H Z;Ln-&-r) ( H (Zj _ Zm)_1>-

Mc{1,..,r+s} \meM jeM
|M|=s meM

Note que rn+ (r+s)(r+n)+r+rs =2rnm+2rs+r(r+1)+sn = sn (mdd 2) y ademads

S (mar)(Me-a)= ¥ () Men-a7)

Mc{1,...,r+s} \meM jeEM Mc{1,..,r+s} \meM kel
|M|=s meM |M|=s meM

Finalmente, al separar los productos que no dependen de n se obtiene:

wy = (—1)%bs H Zm, Cy = H zn H (2 — 26) " O

meM meM meM
keM

Férmula de Widom para el caso tridiagonal

96 Ejemplo. Apliquemos la férmula de Widom (2.7), vista en la secciéon anterior, para
calcular el determinante de la matriz de Toeplitz tridiagonal. En este caso r = s =1, y el
conjunto {1, 2} tiene dos subconjuntos de tamano 1. Calculamos wy; y Cy para M = {1}
y M ={2}:

z
w1y = —by 21, C{l} = ) _122,
2
wizy = —b12, QQ:@ja'
Aplicamos (2.7):
n+1 n+1

Dy(a) = (—=by)» L — =2 (2.10)

21 — 22
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Algoritmo que realiza la férmula de Widom

En el siguiente algoritmo se denota por coefs el arreglo (as,...,a_,).

function D = detwidom(coefs, r, n),
s = length(coefs) - r - 1;
z = roots (coefs);
D = 0;
indices =1 : (r + s);
subsets = nchoosek (indices, s)';
for M = subsets,
Mc = setdiff (indices, M);
w = ((-1) "~ s) x coefs(l) * prod(z(M));
cC = 1;
for j = M',
differs = z(j) - z(Mc);
C=C=x (z(j) ~r) / prod(differs);
endfor
D=D+C % (w " n);
endfor

lendfunction

Para hacer comprobaciones, escribimos la siguiente funciéon que construye una matriz
de Toeplitz a partir del arreglo de los coeficientes del polinomio de Laurent y calcula su
determinante utilizando la funcién estandar de GNU Octave:

function D = detbandtoeplitz (coefs, r, n),
s = length(coefs) - r - 1;
col = zeros(n, 1);
row = zeros(n, 1);
col(l : s + 1) = coefs(s + 1 : -1 : 1);
row(l : r + 1) = coefs(s + 1 : r + s + 1);
T = toeplitz(col, row);
D = det (T);
endfunction

Pruebas numéricas muestran que la funcién detwidom regresa los mismos valores que
la funciéon detbandtoeplitz, pero es mucho mas rapida para valores grandes de n.
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2.5. Ejemplo g(6) = sen?(6/2)

En esta seccion haremos uso de la formula (2.10) para obtener el polinomio caracte-
ristico de la matriz de Toeplitz de orden n generada por el simbolo
9) 1 —cos(0)

g(0) = sen? (2 5

Con el cambio de variable ¢ = ¢'?, podemos escribir el simbolo generador como una funcién

definida en T:
(t) = t R
=T Ty Ty

La gréfica de g es:

En este ejemplo las matrices de Toeplitz son tridiagonales. Por ejemplo, para n = 6,

1/2 —1/4 0 0 0 0

~1/4 1/2 —1/4 0 0 0
0 —1/4 1/2 —1/4 0 0
0 0 —1/4 1/2 —1/4 0
0 0 0 -1/4 1/2 —1/4
0 0 0 0 -1/4 1/2

Ts(a) =

La imagen de g es [0, 1], y por la Proposicién 80 los espectros de T),(a) estan contenidos
en (0,1) para cada n. Para cada A € (0,1) las raices de la ecuacién g(f) = A son 0, y
—0,, donde

0, = 2arcsen(VA).

Por eso las raices de la ecuacién a(z) = A son

' —i0y
, .

z1=¢€ 29 =€

Para calcular el polinomio caracteristico de 7T}, (a), apliquemos la férmula (2.10) con raices

deb=\—a

e tDifs _o(ntl)iby ( 1)nsen((n +1)0,)
4r(eifr —e=i0x) 4m sen(6))

DA —a) = (=1)" (2.11)
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Resolviendo la ecuacién D, (A — a) = 0 obtenemos 6, = n’% La condiciéon 0 < 0, < 7
implica que £ =1,2,...,n. Por lo tanto, los valores propios son
km
A = gen? " 1<k<n.
F 2(n+1) -
El siguiente dibujo muestra que los valores propios A,g") de la matriz T, (a) se obtienen
como los valores de la funcién g en los puntos equidistantes kr/(n+ 1), k=1,...,n.
M—_-  s-mo-
Al
N B
km ™
n+1
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2.6. Teorema limite de Szego

En esta seccion vamos a deducir de la formula de Widom el teorema limite de Szeg6
sobre los determinantes de matrices de Toeplitz, el cual nos da una féormula asintotica
para el calculo de D, (b). Nos restringimos al caso de matrices de Toeplitz de banda.

Sea b un polinomio de Laurent, y suponga que

0¢0b(T) y wind(b)=0. (2.12)

Por la Proposicién 31 la funcion b pertenece al grupo exponencial del algebra de Wiener,
esto es, existe una funcién h € W(T) tal que b = exp(h). Claramente h se determina
por la adicién de una constante en 2wiZ. Sea hy, el k-ésimo coeficiente de Fourier del h.
Denotemos por G(b) y E(b) los siguientes dos niimeros:

G(b) = exp(ho), (2.13)

E(b) = exp (i khkhk> . (2.14)

k=1

Como b € C*(T), la funcién h pertenece también a C°°(T). Esto implica que hy =
O(1/]k|™) para cada m € N. Por lo tanto, la serie (2.14) converge absolutamente. Las
constantes G(b) y E(b) no dependen de la eleccién de h.

Los niimeros G(b) y E(b) se pueden expresar a través de las raices de b.

97 Lema (Formulas para E(b) y G(b)). Sea b un polinomio de Laurent de tal forma que

0¢0b(T) y wind(b)=0.

COn 21, ..., Zr1s Taices de b indexadas de tal manera que |z1| < ... < |z.4s|. Entonces
r+s
G(b) =bs(=1)° [ 2. (2.15)
j=r+1
r+s r+s r 1
Eb)= 11 = II II : (2.16)
j=r41  jertll=1 % T A
Demostracion. Sea
r+s
b(t) =bt " [[(t—2) teT.
j=1
Notemos que zi, ..., 215 son distintas de 0 y no pertenecen a la circunferencia unitaria.

Por la Proposicién 16, wind(b) es el nimero de raices de b que estan dentro de la cir-
cunferencia unitaria, menos el nimero r. La hip6tesis wind(b) = 0 implica que b tiene
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exactamente r raices dentro de la circunferencia unitaria y s raices estan fuera de ésta.
Es decir, podemos ordenar las raices z1, 29, . . ., 2,15 del polinomio de Laurent (2.3) de la
siguiente manera:

21| <z < v <zl <1< zpaa] <ot <zl
Asi

it = 11 =11 (1-2) 11 (1—t).

j=r+1  j=1 j=r+1 <j

Por lo tanto la siguiente funcién es un logaritmo de b:
r+s r 2. r+s t
h(t) = log (bs(—l)s 11 Zj) + > log, (1 - j) + > log, (1 — )
j=r+1 j=1 t j=r+1 Zj

Aqui log es algin logaritmo del niimero indicado (por ejemplo, el logaritmo principal), y
log; es el logaritmo definido por la serie de Mercator. Entonces

r+s oo T+s tk
h(t) = log (b(-1)* T zj)+zz TR I D v
j=r+1 k=1j=1 k=1j=r+1 J

Ahora podemos calcular los coeficientes de Fourier de h:

r+s 7‘—‘,—8 1
ho = log <b5(—1)8 H zj>, :—72 et h_k:—%Zz]’-“.

Jj=r+1 ] 175 Jj=1
Por definicién de G(b) y de E(b) obtenemos
r+s
G(b) = exp(ho) = * 1 =,

Jj=r+1

o] 1 r+s 1 r+s 1
B 5 Dl £ £

k=1 e 4 iz R

o E E () H - T

=1 j=r+1 j J=r =173 — Al =gl j=rili=1 % A
lo cual coincide con (2.16) y (2.15). O

98 Lema (Sobre el comportamiento asintético de una suma de progresiones geométri-
cas). Sean dy,...,dp Yy c1,...,Cp algunos nimeros complejos. Consideremos la sucesion
(Xn)o, definida mediante la regla

Xn = Z de?

=1
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Supongamos que |di| > |d;| para cada j en {2,...,m} y que c; # 0. Entonces
X =adi (1+0(q")),

donde
1

q= mén%)fn |d;-

Demostracion. Factoricemos a X,, como
X, =adi(1+Y,),

moe(d\"
SSTON

=2 €1

donde

Acotemos a |Y},| superiormente:

Yol < ZI g|

n

q m
|7 Z C] | .
De la tltima expresion se ve que Y, = O(q"). ]

99 Teorema (Teorema fuerte de Szegé sobre el comportamiento asintético de los deter-
minantes de matrices de Toeplitz). Sea b un polinomio de Laurent

b(t) = > bit!, teT,
j=-r
tal que b tiene r + s raices diferentes,
0¢b(T) y wind(b) =0.
Entonces existe q € (0,1) tal que
D,(b) = (G(b))"E(b)(1 + O(¢")), cuando n — oo. (2.17)

Demostracion. Como ya vimos en el Lema 97, el polinomio de Laurent b puede ser escrito

CcOomo
r+s

b(t) =bt " [[(t—z;,) teT,

=1
donde las normas de las raices son ordenadas de la siguiente manera:

121] <z < i <zl <1< zpa] <ot <zl
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Denotemos por ¢ al cociente
|2/ ]

|21
y definamos al conjunto M, como

My={r+1,...,7r+s}.

Ahora, para cada subconjunto M C {1,2,...,7 + s} con |M| = sy M # M, escribamos

sus elementos ji, ja, ..., Js de forma creciente, entonces
jsgr—i_S? jsflgr"i_s_l; j2§r+17 jl§r+1
Como M # M,, existe una desigualdad estricta, por lo tanto j; < r + 1, es decir j; < r.
Asi para M C {1,2,...,r+ s} y las condiciones anteriores se tiene
lwal _zllzil -zl -zl [zl [zl _ l=l
|war| Y | AT B F A |zra| [2r12] - zegsl ™ |2eal 7 |2raal

Por otro lado del teorema de Widom, factorizamos al sumando que contiene a M. Luego
del Lema 98 (del comportamiento asinttico de una suma de progresiones geométricas) se
obtiene

Dy (b) = wiy, Crso (1 + O(g")).

Comparando lo anterior con (2.15) y (2.16):

wiry = bo(~1)" T[ 2 = G(b),

JE€Mo

Cuo = [I 25 11 (25— 2)" = E(b).

JEMo  JEMo
keM

Finalmente se obtiene (2.17). O

100 Corolario. Sea b un polinomio de Laurent
b(t) = > bit!, teT,
j=-r

tal que
0¢b(T) y wind(b) =0.

Ademds supongamos que b tiene r + s raices diferentes. Entonces existe un k € N tal que
para cada n > k la matriz T,(b) es invertible.
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Capitulo 3

Determinantes de matrices de
Toeplitz de banda reales simétricas

Consideremos matrices de Toeplitz generadas por un polinomio de Laurent simétrico
con coeficientes reales:

b(t)= > bt",  bj=b_; R

k=—r

Ademéds suponemos que la ecuaciéon b(z) = 0 tiene 2r raices diferentes a pares. En este
caso Elouafi [10] expres6 D, (b) a través de polinomios de Chebyshov (de primer, segundo,
tercer y cuarto tipo) evaluados en las raices de cierto polinomio de grado r. Este capitulo
contiene una demostraciéon detallada la formula de Elouafi. Ademas se agregan algunas
herramientas auxiliares y un ejemplo.

3.1. Polinomios de Chebyshov de cuatro tipos

Esta secciéon contiene la informacion necesaria sobre los polinomios de Chebyshov
(también se escribe como Tschebyshev, Tschebyscheff, etc.) de cuatro tipos. Partiendo de
la definicién recursiva, veremos su relaciéon con funciones trigonométricas e hiperbdlicas.

101 Definicién (Polinomios de Chebyshov). Las sucesiones de polinomios de Chebyshov
de primer, segundo, tercer y cuarto tipo se denotan por (7,)%,, (Un)iZg, Vn) v
(W0)o2, respectivamente, y se definen por medio de las siguientes férmulas recursivas y
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condiciones iniciales:

To(x) =22T, 1(x) = Tho(z),
To(z) =1,  Ti(z) =u,
Uy (z) =2xU,1(x) —Up—o(),
Uop(x) =1, Ui(x) =2z,
Volz) =22V, 1(z) — Vyao(x),
Vo(x) =1, Vi(z) =2x —1,
Wi(x) =22 W, _1(x) = W, _a(x),
Wo(z) =1, Wi(z) =2z + 1.

Note que los cuatro tipos de polinomios se definen con la misma férmula recursiva, y
la tnica diferencia consiste en las condiciones iniciales.

102 Proposicién (Expresion de polinomios de Chebyshov a través de funciones trigono-
métricas). Para todo 8 € C y con x = cos(6),

Tn(z) =cos(nb),  Un(z)= W (3.1)
cos(n + 1 sen(n + 3 "

Demostracion. Empecemos con la formula para 7T ,. Fijemos 6 € R, y procederemos por
induccion sobre n. Paran =0y n =1 la férmula es clara. La demostraremos para n + 1
suponiendo que se cumple para n:

Tni1(cos@) =2x T, (cosl) — T _1(cosb)

) 9coshcosnd — cos(n — 1)0

(+)

cos(f + n#) + cos(6 — nb) — cos(n — 1) = cos(n + 1)0.

En la igualdad (x) se usa la hipotesis inductiva y en la igualdad (#*) usamos la identidad
trigonométrica (B.3). Ahora demostremos de manera andloga el paso inductivo para el
polinomio de segundo tipo:

Upi1(cos ) = 2zU,(cosl) —U,,—1(cosh)

_ 2COSesen(n +1)0  sen(nb) _ 2sen(n + 1) cos§ — sen(nf)

sen ¢ sen sen ¢
_sen(nf + 20) +sen(nf) —sen(nf)  sen(n + 2)0
B sen 6 ~ senfl
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Para los polinomios de tercer tipo se usa la identidad (B.3):

2 0 Lyg — Ly
Vit1(cos@) =2z V,(cos@) —V,,_1(cos ) = cos COS(? +3)0  cos(n : o)
cos 5 cos 5
~cos(n+ 3)0 4 cos(n — 3)0 — cos(n — £)0  cos(n+ 3)0
a cos ¢ N cos?

2 2

Finalmente para el polinomio de cuarto tipo, se tiene

Whi1(cos0) = 22 W, (cos ) — W,,_1(cos )

_ 2cosfsen(n+3)0  sen(n—3)0  sen(n+ 3)0 -
B sen 2 seny  send

Cuando los argumentos de los polinomios de Chebyshov son niimeros reales con mo-
dulos mayores que 1, es 1til el cambio de variable hiperbdlico.

103 Lema (Relacién de funciones hiperbélicas y polinomios de Chebyshov). Sea £ € C,
entonces se tienen las siquientes relaciones:

To(cosh &) = cosh(né),  Up(coshé) = senh(n + 1)

h(n + )¢ Sﬁ?h(f)l)ﬁ (53.2)
cosh(n + 3 senh(n + 3 '
V,(cosh§) = T(g;’ W, (cosh§) = W@;

Demostracion. Demostremos las formulas por induccion, usando la definicién recursiva
de los polinomios de Chebyshov. Dado & € C, para n = 1 es claro, veamos que pasa en el
siguiente paso, es decir para n + 1.

T n1(cosh§) = 2cosh(€) T, (coshng) — T —1(cosh§)

5 cosh(&) cosh(ng) — cosh((n — 1))

2 cosh(€ + ) + cosh(€ — n€) — cosh((n — 1)¢)
= cosh((n + 1)¢§).

En la igualdad (x) se utiliza la hip6tesis inductiva y en la igualdad (%) se usan identidades
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de la Proposicion 127.

Upi1(cosh &) = 2cosh(€) U, (coshné) —U,,—1(cosh )
() senh(n +1)¢  senh(né)

— 2cosh(¢) senh(&) senh(&)
_ senh(§ + (n 4+ 1)§) —senh(§ — (n + 1)€) — senh(né)
senh &
_ senh(n + 2)¢
senh(§)

También, en el paso (*) se usa la hipdtesis inductiva. Para los polinomios de tercer y
cuarto tipo, la demostracion del paso inductivo es andloga:

Vit1(cosh§) = 2 cosh(€) V,,(cosh &) — V,,_1(cosh &)

cosh(n + 3)§  cosh(n — 3)¢

£ £
cosh 5 cosh 5

cosh(n + 3)€ + cosh(n — 3)& — cosh(n — $)&

= 2cosh(¢)

cosh %
_ cosh(n + 3¢
cosh g '

Whi1(senh &) = 2senh(&) W, (senh &) — W,,_1(senh €)

senh(n + )¢ B senh(n — $)§

£ £
senh 5 senh 5

senh(n + %)5 + senh(n — %)g —senh(n — 1)¢

senh %

= 2senh(¢)

senh(n + %)5

senh %
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3.2. Coeficientes de la funciéon reciproca en el caso
real simétrico

En esta seccion se muestra que si b es un polinomio de Laurent real simétrico, entonces
los coeficientes de la expansion de Taylor de la funcién 1/b se pueden expresan por medio
de los polinomios de Chebyshov.

104 Observacion. Note que b(z) = b(1/z), y si ¢ es una raiz de b, entonces también lo

es 1/C.

Asi las raices de b son (j, %, j=1,...,r. Recordando (3.1) se sigue que
J

L O A T S <1< 1>>_1<n 1)
un<2<<+c>>— o1 Th 2§+€ _2C+C”'

105 Lema. Si g(z) = 2"b(2), entonces en alguna vecindad del origen 1/g(z) se puede
desarrollar en serie de potencias:

o
N = Cnz
donde

Cp = Z Ak unJrrfl(yk)a

k=1

1\ ¢
N = o
! < ! Q)g’({k)’

con y; = ;(C] +<1]> Y

mds ain,
para todo j € {—1,0,...,r — 2}, Z)\kug’(ykz):O
k=1
Demostracion. Como los polos (; v 1/, 1 € {1,2,...,r} de la funcién racional ﬁ son

simples, la expansion en fracciones parciales de esta funcion es

R Vi Ul
9(2) ;(z—cﬁz—c,l)’

donde 7; y n; estan dados por las férmulas
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Por otro lado, de la relacién g(i) = Z%b(%) se tiene g(z) = 22"96), asi

1 1
g/(Z) — 27,22'r—1g () . z2’r—2g/ ()7
z z

. Ahora si denotamos a

2r—2

por lo tanto 1, = —m

Cpn = Z )\k unJrrfl(yk);

k=1

y usando la relacion

k1 —k—1
Uk<;<C+§)>ZCC_§_1, para keN y (eC\{-1,1},

se tiene:

ZCnZ _Z)\k’(zu”'ﬁ" 1yk: ) ZC (chJrr n_ n rzn>
_T21<<k ) <i’"21_1 1)
_kz::lg’(Ck) 1-Cpz 1_Ck z Z:: Cu) Gt =z (G Cr—2
v Ve o1
_1;<Z—Ck Z—CEI> 9(2)

Por otro lado, si —1 < j < r—1, la expansion en fracciones parciales de la funcion racional

P} es
9(z)

P

zr: ( r+] 1 Cl—r—j 1 ) B r ( ;"-i-j 1 B ;’—j—Z 1 )
=1 Ck)Z—Cz /(C/;l)Z—Cl_l - =1 gz =¢  g(C) Z—Cl_l ’

se sigue que

P rAR! _ i < ;‘ﬂ z ;_j_Q z )

9(z) S\IC)z—¢  g(G) 2 — Cz_l 7

para todo z € C. _

Como el grado de g es 2r > r + j + 1 entonces Z;gl tiende a cero cuando z tiende a

infinito, asi se deduce que
r r+7 r—j—2
5 ( z z )
=1 gl(Ck) 9'(C)
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Finalmente
: - Ak j+1 j—1
AU = —
k2::1 k ](yk) ~ Ck _Ck (C Ck ) |
:i (¢a+1_ga 1)=Z< A C2]2>=0. 0
= () g i\ () g(Cr)

3.3. Formula de Elouafi

En esta seccién se demuestra la formula de Elouafi para determinantes de matrices de
Toeplitz generadas por polinomios de Laurent reales simétricos

= Z bkzk

k=—r
106 Lema. Supongamos que el polinomio g(z) = 2"b(z) tiene 2r raices diferentes a
pares. Entonces sus raices se pueden escribir como Cj,%, jeA{l,....r}, y los nimeros
J

%(Ck: + Cik) son los ceros del polinomio

o) = by + 2 Z b T (). (3.3)

Demostracion. De la Observacion 104, obtenemos la relacion:

LYY L L
m(aleg)) -ale v
deducimos que

b(o:bo—i-i:bk((k—i-l,g)Zbo—i-QZT:kak <1<Ck+1k>>, (3.4)
f=1 ¢ k=1 2 ¢
y asi

b((j) = bo + 227: br Tr(y;) =0
k=1

Es decir, los y; son los ceros del polinomio ¢(z). O
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= 2"b(z) tiene 2r raices

107 Teorema (Elouafi). Supongamos que el polinomio g(z)

diferentes, y definimos yi, k € {1,...,r} como en el lema anterior. Entonces para cada
p=1
Uyp(y1) T Up(yr) Toe1(y1) - Tolyr)
Upi(y) - Upea(ye) | | Tpr2(n) - Tp+2(yr)
_ (_1)rb72~p+1 up+r—1(yl) up-H’—l(yr) Tp+r(y1) Tp-l—r(yr)
D2P+1<b> - ) 2 )
or(r—2) Ay, y)
Y
Vp(y1) T Vo (yr) Wy (1) T W (yr)
Vpri(y) o Vp(yr) Wy i1(y1) o Won(y)
b,%p Vptr—1(y1) Vorr—1(Ur)] Wopir—1(y1) -+ Woira(yr)

Dy, (b) =
219( ) or(r—1) A(yla cee 7y1”)2

donde A(y1,...,y.) es el determinante de Vandermonde.

Dividiremos la prueba del Teorema 107 en varios lemas.

108 Lema. Sean j,k € N. Entonces

1 1 . .
sUjrK(x) + 5U—k(2), sik<j+1,

{3 ’ 2 (3.5)
2

u. =
i(2) Ti(x) Ujr(z) — LU o), sij+1<k;

~JUj() + U (z), sik <,
Vi(x) Wi(z) = {Uj+k(:l:) Uy (x), sij<k. (3.6)

Demostracion. Sean j, k € N. Demostremos (3.5). Si k < j+ 1, entonces para todo 6 € R

! (sen(j+k+1)0 +sen(j — k+1)0)

1 1
—U;j(cosb) + §I/lj,k(cos ) = 5 sond

2
_sen(j +1)0cos(kf)
= —; =U;(cos0) Ty(cos0).
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En otro caso, si 7 + 1 < k, entonces

1 1 . .
§Uj+k(cos ) + iuj,k,Q(cos 0) = 2sen9(sen(‘7 +k+1)0 +sen(j — k—1)0)

~sen(j + 1)0 cos(k0)
B sen ¢

=U;(cos0) Ty(cos0).

Demostremos (3.6). Si k < j, para todo 6 € R,

sen(j+ k+1)0 +sen(j — k)6

Ujik(cosb) +U;j__1(cosb) =

sen 0
B 2sen (%)9(308 (2]627“)9 B sen(j + %)9 cos(k + %)0
sen 6 N sengcosg
=V;(cos0) Wy(cosb).

Ahora si j < k, para todo 6 € R,

sen(j +k+1)0 —sen(j — k)b
sen 6
cos (k + %>Qsen (j + %)

9 9
Sen 5 CoS 5

= V,(cos ) Wy(cos9). O

Ujir(cosb) —Up_j_1(cosb) =

r—1

109 Lema. En la situacion del Lema 106 pongamos A; = ((j—le)% con j €
J

{1,...,r}. Entonces

(_1)r(r71)/2

27 =D [h<iejar (5 — )%

[Ix=
j=1

Demostracion. Primero, tenemos la descomposicién del polinomio ¢(z) = bo+2 > _; br T r(x):
q(z) = 2"b, [[ (= — ).
j=1
Asi .
r\r— 7’2 T
[Id(w) =022 I (g —w),
j=1

1<l<j<r

(3 -3{e )

por otro lado, de la relacién
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deducimos que
b(O:bo—f—ibk(Ck-Flk)Zbo—f—Qikak <1<§’“+1k>> (3.7)
k=1 S k=1 2 ¢
y asi
b(¢) =bo+2> br Til(y;) =0,
k=1

Es decir, los y; son los ceros del polinomio g(z), por otro lado derivando (3.7) con respecto
a ¢ y poniendo ¢ = (;, obtenemos:

b(¢) = (1 - %) kilbk Thely;) = ;(1 = 12>q'(yj)-

J

Con ¢'(¢;) = ¢;'(¢;), finalmente obtenemos

-1
<

|
-

r r 1 g 1 CT'
)\, — R 1 — — J
=11 (62 )5 =1 &)
T <1 _ 1>1 R A
a j=1 CJZ bl(@‘) B j=1 q’(%’) B H;:l q,(yj).

Demostracion del teorema de Elouafi. Hay dos casos: cuando el tamafio del determinante
es par y cuando es impar.

Caso 1. n =2p + 1. Por el Lema 108:

2Up11(2) Tpgr—j1(2) —Uppjr—a(x) sir—j+1<1,
2Up 11 (2) Tppr—ja (2) + Uy j(2) sil<r—j+1.

]

— T

un+r71+lfj ({E) =
Sir—j+1<lentonces -1 <Il+j—r—2<r—2yporel Lema 105:
> AelUijra(yr) =0
k=1

Por lo tanto .
Cri—j = 2 NeUpi1(Y) Tpir—jr (Yne)-

k=1
Andalogamente si | < r — j + 1 entonces —1 <r —1[ —j <r — 2, por lo tanto

Cti—j = 2 Z M Ups1-1(Yk) T prr—j1 (Yr)-

k=1
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Ahora, note que la matrix (¢, 4;—;); ;=1 puede ser descompuesta como producto de 2 ma-
trices, es decir:

(Cn-i-l—j)}:j:l = 2(up+l—1(yk));,k::1 x (Ak Tp+r—j+1(yk))7i;,j:1,

det(cnpi—j)i =1 = 2" detUpri—1(Yr)) g1 X detAe Tprr—ja1 (Uk)) k=1

= (=1)"=07227 TT e detUopsi—1 (i) )y jer X det(Tpig (y) iy -

k=1
Asi por el Lema 86 y el Lema 109, se concluye un caso del teorema.

Caso 2. Tenemos ahora que n = 2p, luego por el Lema 108:

W r_‘:L‘V _ .[L'—Z/{T_Z._,x Sil_lgr_‘y
Unsr—141-5(2) :{ ptr—i(2) Vpri-1(z) () j

Wyir—i()Vpr—1(2) + Uipjp—a(x) sir—j<l—1

Analogamente como en el primer caso:
T
Crtici = O Mo Vi1 (Y) Wosr—j (i)
k=1

Concluyendo y descomponiendo la matriz (c,4;—;); j—; en esta forma
(Cnti—i)j=1 = Vprim1(Ur)) e X Mk Woir—i (Uk) )i jer-
Por lo tanto
det(cn-f-l—j);j:l = det(Verl—l(yk))de x det (A, Wp+r—j<yk))£,j:1

= (1) 2T A det (Vo1 (yn)ijmr X et Wr— () iy -
k=1

Por los Lemas 86 y 109, se concluye la ultima parte del teorema de Elouafi. O]
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3.4. Ejemplo ¢(6) = sen?(6/2)
En la Seccién 2.5 vimos que en este ejemplo la funciéon a es

1t
t)=——+-——, teT,
== +373
y los polinomios caracteristicos de T,,(a) se pueden calcular por la férmula de Widom. En
esta seccién vamos a reproducir los mismos resultados con la férmula de Elouafi.
La férmula (3.3) nos da el polinomio

(=)o) r-td

ver Lema 106. La tnica raiz de ¢ es x = 1 — 2. Aplicando las férmulas de Elouafi
(Teorema 107) al simbolo generador b = X\ — a, obtenemos

sen((2p + 1)6,)
427 sen(6y)

si n=2p,
D,(A—a) =

_sen((2p +2)0,)

42+l sen(6y)

si n=2p+1.

Se ve que los dos casos se pueden juntar y escribir en la forma (2.11).



Capitulo 4

Polinomios caracteristicos de
matrices pentadiagonales de Toeplitz

En este capitulo aplicamos las formulas de Widom y de Elouafi al caso de matrices de
Toeplitz pentadiagonales reales simétricas. Para varios ejemplos calculamos sus polinomios
caracteristicos y comprobamos las formulas deducidas con experimentos numéricos en
GNU Octave. Con ellas calcularemos el determinante de ejemplos particulares, matrices
cuyo simbolo generador es un polinomio de Laurent, con » = s = 2. Podremos saber de
alguna manera como se comportan los valores propios de algunos ejemplos.

4.1. Férmula de Widom para el caso pentadiagonal

En esta parte usaremos la formula de Widom para calcular determinantes de matrices
de Toeplitz pentadiagonales, es decir, generadas por polinomios de la forma

2
b(t) = S bjt! = byt 2+ b gt + by + byt + byt?. (4.1)

j==2

Por ejemplo, para n = 7, la matriz correspondiente es

bp by b 0O O O O
bl bo b1 bg 0 0 0
by by by by by 0 O
T7(b) = 0 b2 b1 bo b1 b2 0]. (42)

0 0 bg b1 bo bl b?
0 0 0 by by by by
0 0 0 0 by by by
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110 Proposicién. Sea b un polinomio de Laurent de la forma (4.1). Supungamos que
sus raices son distintas a pares y las denotemos por zy, 22, 23, 24:

b(t) = bot 2(t — 21)(t — 22)(t — 23)(t — z4),
ademds sea N(z1, 22, 23, 24) el determinante de Vandermonde (Proposicion 123). Entonces
by

(b) A(21,22,23,z4)( 12+ Mg+ Mg+ Mys+ Moy + Msy) (4.3)

donde )
M1,2 = (2’1752)mr (2’1 - 22)(23 - 2’4);

M3 = —(2123)%2(21 - 23)(22 - 24);

Mg = (2120)" " (21 — 24) (22 — 23);

Moy = (2023)" (22 — 23)(21 — 24);

My = —(2224)n+2(22 - 24)(21 - 2’3);

Mz y = (2324)" (23 — 24) (21 — 22).
Demostracion. En la férmula de Widom (2.7), tomamos el caso r = 2, s = 2. El con-
junto {1,2,3,4} tiene (;) = 6 subconjuntos de tamano dos. Calculemos las expresiones
necesarias para la formula de Widom, esto es,

wyr = by H zj, Cuy = H 2} H (z; — 2) 7L,

jeM jEM  jeM
keM

(4.4)

para cada uno de estos seis subconjuntos:

W12} = b2212, Chay = oza) '

(21 — 23)(21 — z4)(222— z3)(22 — 24)

W13} = boz1 23, 0{1,3} - (21 — Z2>(z1 _(;1;32)3 — 22)(23 — Z4).
2

wiiay = baziza, Ciigy = (z1 — 29) (21 —(;1)i?4 — 2) (2 — 23)
2

Wizzp = ba2222s, Crazy = (22 — 21) (22 —(:)t)g —z1)(23 — 24)
2

Wy,4y = bazp2y, Claay = (22 — 21)(22 _(;2)?;)4 —21)(24 — 23)
2

Wiy = bazszs, Claay = (23 — 21) (23 —(523)?24 — 29)(zg — 21)

Llevando las fracciones al mismo denominador A(z1, 2, 23, 24), obtenemos (4.3). O
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El siguiente programa calcula el valor del determinante de la matriz de Toeplitz pen-
tadiagonal mediante la férmula (4.3). Los argumentos de la funcién son la lista de los
coeficientes del polinomio de Laurent (dados en el orden as,aq,ap,a_1,a_5) y el orden n
de la matriz.

function D = detwidompenta (coefs, n)
zs = roots (coefs);
z1l = zs(l); z2 = zs(2); z3 = zs(3); z4 = zs(4);
Ml = (z1 = z2) ~ (n + 2) = (z1 — z2) * (z3 - z4);
M2 = - (z1 %= z3) ~ (n + 2) * (z1 - z3) %= (22 - z4);
M3 = (z1 * z4) ~ (n + 2) * (z1 — z4) = (22 - z3);
M4 = (z2 * z3) ~ (n + 2) * (z2 — z3) x (z1 - z4);
M5 = — (22 % z4) ~ (n + 2) % (z2 — z4) % (z1 - z3);
M6 = (z3 = z4) ~ (n + 2) = (z3 - z4) * (z1 - z2);
num = M1 + M2 + M3 + M4 + M5 + M6;
den = (z4 - z3) x (z4 - z2) * (z4 - z1);
den = den * (z3 - z2) * (z3 — zl) *= (z2 = zl);
D = (coefs(l) ~ n) x num / den;

endfunction

En dos ejemplos de este Capitulo (Secciones 4.4 y 4.5) tenemos la situacién cuando el
polinomio de Laurent tiene dos raices reales y dos complejas. Para este caso demostremos
la siguiente Proposicion.

111 Proposicién. Sea b un polinomio de Laurent (4.1), que tiene dos raices complejas
mutualmente conjugadas en la circunferencia unitaria y dos raices reales mutualmente

reciprocas. Escribamos sus raices de la siguiente manera:
z1=¢€'"“, =€ 'Y 23 = éP, z=e P,

donde o, 8 > 0. Entonces

D, (b) = by o7 sen((n+ 1)a —27v) + 2 e~ 281 — %) sen(a)
2sen(«) senh(5)P P (4.5)
— e @8 gen((n + 3)a + 27)).
donde

P:=11- o Al ?=1- 2¢ Pcosa+e

4 sen(q)
= 1 _ '8 ta = t —_—
7 i=arg(l—e ) =arct ef — cos(a)
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Demostracion. Calculemos todas las diferencias de las raices z1, 29, 23, 24:

2 — 29 = 2isen(w),
2] — 23 = el _of — _eﬁx(l _ efﬁ+ia) — B \/ﬁe,w;
n—zu=e%—ef = eia(l — e*ﬁria) =e M VPel,
2o — 23 = e—ia _ o8 — _65A(1 _ efﬁfia> _ B \/ﬁew;
oz =e % e P =il — oY) =gl /Peiv,
23 — 24 = GB —e_ﬂ — 6'8(1 _ 8_26),

Con esto podemos escribir los sumandos (4.4):

)

Mo = (2122 2 — 2) (23 — 2z4) = 2isen(a) e’ (1 — e727);

M173 _ _(2123)n+2<21 - 23)(22 _ 24) _ Pe(n+3)5+(n+1)ia72i'y;

M174 _ (2124)n+2(21 - 24)(22 - 23) _ _Pe—(n+1)ﬂ+(n+3)ia+2iy;
M273 _ (z223>n+2(22 _ 23)(21 . Z4) _ _Pe(n+3)5—(n+1)ia+217;
M274 _ _(2224)n+2(22 . 24)(21 . 23) _ Pe—(n+1)6—(n+3)ia—2m;

Msq = (2324)" (23 — 24) (21 — 22) = 2isen(a)e’(1 — ™).
El determinante de Vandermonde toma la forma
A(z1, 22, 73, 24) = 4isen(a) senh(3) e* P2,

Sustituyendo estas expresiones en (4.3) obtenemos (4.5). O

4.2. Férmula de Elouafi para el caso pentadiagonal
real simétrico

Ahora usaremos la otra herramienta para los determiantes de matrices de Toeplitz
pentadiagonales simétricas, la férmula de Elouafi. Luego por la férmula (3.3), para el
polinomio ¢ del caso pentadiagonal, se tendra:

Con el cambio de variable z = cos @ se tiene:

q(cos0) = by + 2by cos O + 2by cos 20 = 4by cos® 6 + 2 cos 6 + (by — 2bs). (4.7)
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Las raices del polinomio ¢ son

~—by — /B3 — by (b — 2by) —by+ /B — 4by(bo — 2by)
hn = 462 ) Yo = 4b2

Por lo tanto, por el Teorema de Elouafi 107:

up(yl) up(?h) |Tp+1(y1> Tp+1(y2)
Upr1(y1) Upra(92)| [T pra(y) Tpraly2)

(y2 - 91)2

D2p+1 (b) = bgpﬂ

Ve(y1)  Vuly2) || Walyr)  Walye)
Dy (b) = b Vpr1(y1) Vor1(y2)| Wori(y1) Wy (y2)
v (v — 11)? |
112 Notacion. Para mayor comodidad, usemos las notaciones U ®) (Y1, Y2), T®) (y1,92),
V® (yy,y5) y WP (y1,9,) para los determinantes:

up(yl) up(?/?)
Upii(yr) Upia(y2)|’

Vp(yl) Vp—l—l(yQ)
Vor1(y1) Vo (y2)

U(p)(yuyz) =

Y

To(y1)  Tpa(ya)
») =| " !
T (y1, y2) ’7‘p+2(y1) T p+2(y2)

Wp(yl) Wp+1(y2)
w

42 — Ww®) - .
(Y1, 92) ’ (v, 42) Wpi1(y1) Wpii(y2)

4.3. Ejemplo g(0) = sen?(0)

Nuestro primer ejemplo seran las matrices pentadiagonales de banda las que genera el
simbolo ¢ : [0,27] — [0, 1], definido

g(0) = sen?(0).

La gréafica de g es:

3
o
g
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Por las férmulas de Euler (125),

1 —cos(26) R Y L

2 4+2 4

9(9)

Con el cambio de variable t = ¢'? € T se tiene que

Este ejemplo pentadiagonal tiene la particularidad de que la diagonal por encima y por
debajo de la diagonal principal es cero, es decir a; = a_; = 0.

113 Ejemplo. Si n = 6, entonces la matriz de Toeplitz que se considerara es

/2 0 —1/4 0 0 0
0 1/2 0 —1/4 0 0

~1/4 0 1/2 0 —1/4 0
0 -1/4 0 1/2 0 -—1/4
0 0 —1/4 0 1/2 0
0 0 0 —1/4 0  1/2

T@(CL) =

114 Observacién. Note que g([0,27]) = [0, 1], entonces por la Proposicién 80 se tiene

sp(T,.(a)) € (0,1), meN.

Polinomio caracteristico usando la formula de Widom

Para calcular el polinomio caracteristico de la matriz de este ejemplo, el primer camino
serd por medio de la férmula (4.3). Primero calculemos algunas expresiones que participan
en esta férmula. Para cada A € (0,1), la ecuacion g() = A tiene cuatro raices reales:

9)\, mw = 9)\, T+ 9,\, 2m — 9)\,

donde 6, = arcsin v/)\.

(2N T—0) T T+0y 27 —0) Sﬂ
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Por lo tanto para cada A € (0,1), la ecuacion a(z) = A tiene cuatro raices en la circunfe-
rencia unitaria:

=6 = —eT0 o= el g =0
Im
<1
Z2
Re
zZ3 24

Recordando la férmula de Widom para el caso pentadiagonal (4.3) se tienen los si-
guientes sumandos:

MLQ = (_1)n+14 COS2(0)\); M173 = (-1)”482i9>‘(n+2);
M, 4 = —4sen*(0)); My 3 = —4sen’(0));
L O Msy = (—1)" 4 cos?(0y).

Al sustituirlos en (4.4) y simplificar se tiene

—(—=1)"8 cos?(Ay) — 8sen?(Ay) + (—1)"8 cos(2(n + 2)0,)

D,(A—a)= P (2, 22 23, 21) . (4.8)
Ademas calculamos el polinomio de Vandermonde de las raices anteriores:
A(21, 29, 23, 24) = —64 cos?(0y) sen?(6)).
Por lo tanto
2
(2100
D,(A—a)= (4.9)
_sen((2p + 2)0) sen((2p + 4)0) § n=2pil.

42 sen?(20) ’
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Polinomio caracteristico usando la formula de Elouafi

Aplicamos la féormula de Elouafi separando los casos de la paridad del tamano de la
matriz. En el caso pentadiagonal el polinomio auxiliar es (4.7),

q(z) = bo + 202 To(x) = A = 1 4+ 2° = 2® — cos’(0),
donde usamos el cambio de variable A = g(f) con 6 € (0,7/2), las raices de g son
y1 = cos(f), Yo = — cos(f).

Calculemos los polinomios de Chebyshov correspondientes a las raices y; y y2, primero
los de primer y segundo tipo, usando las identidades trigonométricas del Lema 128:

(=1)P*!sen(p0)
sen(6)
Tps1(y2) = cos((p+1)(m — 0)) = (=1)P*" COS((P +1)0)
= (=1 Tpyalcos(8)) = (=1 Tpya(yn).

Up(y2) = Up(— cos ) = Uy (cos(m — b)) = = (=1 Uy (1),

Y finalmente los de tercer y cuarto tipo:

Vp(y2) = Vy(cos(m — 6)) = =) ) = cos (72r +pr— (2p + 1)2)

psen((p +1/2)0) »
SGH(@/Z) - <_ ) Wp(y1>7
L,cos((p + 3)0)
cos(g)

I
—~
|
—_
~—

= sen ((2]) +1)6/2 — p7r>

sen((p + 3)(7 — 0))
sen(%)

= (=1 V().

Wi(y2) = = cos((2p+1)0/2 —pm) = (=1)

Por lo tanto, los determinantes correspondientes son

U (g1, 2) = 2(=1)" Uy (1) Upsa (1) = 2(—1)1’86“(5%)1)0) (%)2 =

TP (y1,92) = 2(=1)" Tp(y1) T (1) = 2(=1)" cos((p + 1)8) cos((p + 2)6).
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Usando ademaés las identidades de la férmulas de Lema 128 y (B.2) obtenemos:

VO (y1, ) = (=1 Vy(y1) Woa (1) + (=17 Wy (1) Vit (1)
(—1)Pcos((p + %)9) sen((p + %)9) + sen((p + %)9) cos((p + %)9)]

g) cos(g)

sen(
pr15en(2p +2)0
sen(f) '
W@ (y1,y2) = (=P Woy(y1) Vpsr (1) + (=17 Wy (1) Vi)
(—1)P*cos((p + 2)6) sen((p +§)9) —I—esen((p + 2)0) cos((p + 3)0)]

sen(5) cos(5)

= 2(-1)

pr15en(2p + 2)0
sen(f)

= 2(-1)

Trabajemos el caso impar, Da,i1(A — a); el caso par es andlogo.

Do O a) = LEDP2U (1) Uper (y1)] - [(=1)"2 T 1 (1) Tpra ()]
2p+1( CL) 42p+1(y2 _ y1)2
[sen((p + 1)0) sen((p + 2)0)] - [cos((p + 1)0) cos((p + 2)0)]
42r=1 gen?(26) '

Resumiendo,
sen((2p + 2)0) sen((2p+4)€)’ § =2+l
Dy() —a) = 42r sen?(26) (4.10)
" sen?((2p + 2)6) L '
42+l gen?(26) o=

Note que coincide con la formula (4.9) deducida de la férmula de Widom.

Valores propios

Es fécil resolver la ecuacién D, (A —a) = 0 en este ejemplo. Tendremos los siguientes
casos:

1. El primer caso serd cuando n es par, es decir resolvamos la ecuacién Dy, (b) = 0. De
la férmula (4.8), se tendrd
cos(2(n +2)0,) = 1.

Note ademas que #, y m — #, toman el mismo valor en la solucién de la ecuacion
anterior, por lo tanto tendremos raices dobles, por lo tanto 6, = n’% y tomando en
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cuenta que 0 < 0y < 7, se sigue que k = 1,...,p = n/2. Asi, los valores propios
para este caso seran
km
AR = A = gen? .
2%k 2%k—1 nt 2

2. Ahora, consideremos el caso cuando n es impar, es decir Dy,1(b) = 0 y con la
identidad trigonométrica de la resta de cosenos Identidad (B.4)

cos(2(n + 2)0,) — cos(y) = sen((n + 3)0)) sen((n + 1)6,) = 0.
De aqui resultan dos subcasos:
» (n+3)0\ =kmcon k € Z, como 0 € (0,7/2) se tiene,

k 1
0< — < = 0< k< 2.
n+3 2’ P

Asik=1,...,p+ 1.
» Por otro lado, (n + 1)0, = kr

1
O<k<n;, O0<k<p+1

Asik=1,...,p.

Finalmente, para n = 2p + 1 los valores propios seran

n k
)\ék)_l = sen’ (n—fi’))’ E=1,....p+1
n k
)\gk)_SGHQ (n_z-l)? kzla P

Comprobaciones numéricas

En este seccion se muestran programas escritos en el lenguaje GNU Octave que com-
prueban las férmulas de ésta secciéon. Compararemos el determinante como lo hace la
computadora con la funcién det y con la férmula de Widom que se obtuvo en cada caso.
También hay un programa para el calculo de valores propios.

El primer programa, contiene a las funciones ya definidas en GNU Octave. El polinomio
caracteristico depende del tamano de la matriz n y de A € (0,1).
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function D = charpolsen(n, lambda)
c = zeros(n, 1);
(1) = lambda - 1 / 2;
(3) =1/ 4;
A = toeplitz(c);
D det (A) ;
endfunction

C
C

Ahora, otro programa que calcula el polinomio caracteristico, pero usando la férmula
de Widom. Como en la funcién anterior, los argumentos de la funcién son el tamafio de
la matriz n y A € (0, 1).

function D = charpolsen2Widom(n, lambda)
theta = asin(sqrt (lambda));
num = (-1)"(n + 1) % cos(theta) .” 2;
num = num + (=1)"(n + 1) = sin(theta) .~ 2;
num = num + cos (2 * (n+2) =~ theta);
den = -27(2*n+3) * (sin(2+xtheta) /2) .» 2;
D = num ./ den;

endfunction
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Ahora el programa que calcula los valores propios:

function evals = eigsen2m(n)
evals = zeros(n, 1);
if mod(n, 2) == 0,
p=n/2;
ind = (1 p)';
evals(2 » ind - 1) = sin(ind » pi / (n + 2))
evals (2  ind) = evals(2 * ind - 1);
else
p= (-1 / 2;
ind = (1 : p + 1)';
evals(2 » ind - 1) = sin(ind*pi/ (n+3)) .~ 2;
ind = (1 : p)';
evals (2 * ind) = sin(ind*pi/ (n+l)) .~ 2;
endif

endfunction
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4.4. Ejemplo g(0) = 4sen?(0/2) + 16 sen’(0/2)

En esta seccion se considera el segundo ejemplo pentadiagonal real y simétrico. Sera
la funcién generadora g : [0, 27] — [0,20]. Definida mediante la regla

g(0) = 4sen?(6/2) + 16sen*(6/2).

0

Usando el cambio de variable g(f) = a(e'?), con t = €' se escribe el stmbolo generador

Ccomo
a(t)=t"2 -5t 4+ 8 — 5t + 2

La grafica de g es:

20

115 Observacién. Puesto que a(T) = [0, 20], la Proposicién 80 afirma la siguiente con-
tencién propia:
sp(T,.(a)) C (0,20), neN.

La siguiente funcién calcula el polinomio caracteristico usando por las funciones pro-
pias de GNU Octave.

function D = polcarsimpleloop(n, lambda)

c = zeros(n, 1);
c(l) = lambda - 8 ;
c(2) = 5;

c(3) = -1;

A = toeplitz(c);
D = det (2);
endfunction
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Polinomio caracteristico usando la formula de Widom

En esta seccién, usaremos la formula de Widom para calcular el polinomio caracteris-
tico de este ejemplo, es decir, calcularemos el determinante a la matriz de Toeplitz que
genera el simbolo b = A\ — a. Las raices de A — a son:

donde

71 =€, zp=e M 23266)‘, 2 =e P,

VI+4x-1

2v2
<5+\/m+\/5+2)\+5\/1+4)\>
4 2v2 '

o) = 2arcsin

By = log

Im

Asi, su polinomio caracteristico segiin (4.5) es:

D,(A—a) =

con

(_ 1)n e(nt1)Bx

2

~ 2sen(ay) senh(By

P, (sen((n + 1ay — 27,) + B,

— e~ @B gen((n + 3)ay + 27,\)>,

Py =1—2e ™ cos(ay) +e %

sen ()

=arctg —————.
AT ATCE T cos(ay)

— e ) sen(ayy)

(4.11)
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Ejemplo g(0) = 4sen®(0/2) + 16sen*(0/2)

116 Ejemplo. Si n = 6, el determinante tendria la forma,

D6<)\ - CL)

A—38
5
-1

o O O

5
A—8
3
-1
0
0

-1
)
A—8
)
—1
0

0
-1
)
A—28
5
-1

0
0
-1
)
A—8
)

o O O

-1
5
A—28

Comprobaciones numéricas

Hagamos comprobaciones numéricas de las férmulas de la subsecciéon anterior. Primero
el programa que calcula ay:

function result = alpha (lambda)
result = 2 * asin(sqgrt (sqrt (l+4xlambda) -
endfunction

1) / (2+sqrt(2)));

Luego, tenemos el programa que calcula fy:

function result = betal (la)
sgrt (1 + 4x1la);
log(5/4 + r/4 + sqrt(5+2xla+5+r)/ (2xsqrt(2)));

r:
result =
endfunction

Este programa realiza los calculos, sin simplificar las raices, de la férmula de Widom
para el caso cuando hay dos raices reales y dos complejas.

function D = polcarWidomz (n, lambda)

z1l = exp(i » alpha(lambda));

z2 = exp (-1 x alpha(lambda));

z3 = exp(betal (lambda));

z4 = exp(—betal (lambda));

Ml = (zl*z2)"(n+2) * (zl-z2) + (z3-z4);

M2 = —(z1l*z3)"(n+2) * (z1-23) * (z2-z4);
M3 = (zlxz4)"(n+2) * (zl-z4) x (z2-z3);

M4 = (z2xz3)"(n+2) * (z2-z3) = (zl-z4);

M5 = —(z2xz4)"(n+2) * (z2-z4) * (z1-z3);
M6 = (z3%xz4)" (n+2) * (z3-z4) =+ (zl1l-z2);

num = M1 4+ M2 + M3 + M4 + M5 + Mob;

den = (z4-2z3) * (z4-2z2) * (zd-z1);

den = den * (z3-z2) * (z3-z1l) * (z2-z1);
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D = (-1)”n * num / den;

s endfunction

N

Ahora, calculemos el polinomio caracteristico usando Widom, con las funciones defi-
nidas anteriormente.

function D = polcarWidoml (n, la)
P = 1- 2 xcos(alpha(la))~exp(-betal (la))+texp (-2 * betal(la));

sl = sin((n+1l) % alpha(la) - 2 x gammaOl (la));

s2 = 2xexp (- (n+2) xbetal (la))*x (l-exp (-2+betal (la)) ) +*sin(alpha
(la)) /P;

s3 = exp (- (2*n+4) xbetal (la) ) *sin((n+3) ralpha(la) +2xgammall
(la));

num = sl + s2- s3;
den = sinh(betal (la))*Pxsin(alpha(la)) *2;
D = exp((n+l)«betal (la)) *num/den;
endfunction

Solucion aproximada de la ecuacién caracteristica usando el mé-
todo del punto fijo
Al querer resolver la ecuacién D,,(A—a) = 0 surgen problemas, ya que se tienen varios

sumandos en (4.11). Vamos a mostrar que algunos de estos sumandos son pequenos y se
pueden despreciar. Note que para todo A € (0,20) se tiene

3+5
9

By > log < ) ~ 0.9642,

por lo tanto los sumandos

2
Py e (AR (1 — e sen(an) y e TP sen((n 4 3)an + 27a),
A\

tienden exponencialmente a cero (de manera uniforme), por eso los vamos a despreciar.
Luego resolveremos la ecuacion

sen((n + 1)ay — 27,) =0,

es decir
(n+ 1)ay — 2y, = kr, ke€Z. (4.12)
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Hagamos el cambio de variable: x = . En términos de la variable nueva tenemos

5 —2cos(z) + \/21 — 20 cos(x) + 4 cos?(x)
2

ePa@) =

sen() )

~ = ) — t "B N
7(@) = Yg@) = arctan (eﬁgw — cos(z)
2sen(r)

= arctan .
5—4cos(x) + \/21 — 20 cos(z) + 4 cos?(x)

Reescribimos la ecuacién (4.12) con x como nueva variable:

(n+ 1)z —25(z) = k. (4.13)
Otra forma de la misma ecuacién:
Tr = fmk(ﬂf),
donde L 2 (2)
kT + 2v(x
fralz) = n+1

Como #(z) es una funcién suave de z, en particular su derivada es acotada, entonces la
derivada de J(x) serd pequena para valores grandes de n. Se puede demostrar que f, 5 es
contractiva en el intervalo cerrado [0, 7] para k = 0,1,...,n — 1, asi que se puede aplicar

el teorema del punto fijo. Denotemos por por xﬁc") (k=1,...,n) al punto fijo de f, 51,y
por 5\,(6") a la aproximaciéon correspondiente al valor propio:

X = o(af).
Luego denotemos por €™ al valor del error maximo, es decir

(n) _ .« (n) _ 3(n)
e = 11;1]?%1‘)% A

Y

donde A,ﬁ”) es el valor propio real.

En el articulo [4] se puede encontrar una justificaciéon més completa de los razona-
mientos escritos arriba y una demostracion que €™ decae exponencialmente cuando n
crece. Lo hemos comprobado con experimentos numéricos:

n 5 10 15 20 25
e 1303-107*|7.88-1077|3.2-107° | 1.58 - 107! [ 8.69 - 10~

Para valores mas grandes de n, los errores €™ son més pequeiios que los errores de
redondeo en la aritmética con precision doble (la cual se utiliza en GNU Octave).
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Cédigo que calcula los valores propios resolviendo la ecuacion

aproximada con el método del punto fijo

La funcién f,, , cumple con las condiciones del método del punto fijo, podemos progra-
mar el método, y calcular de manera aproximada los valores propios. Primero, definimos

a la funcion g:

function result = g(x),
result = 4 x sin(x / 2) .~ 2 + 16 x sin(x / 2) .~ 4;
sjendfunction

Luego, tenemos el programa que calcula 7:

function result = gammatilde (x)
numer = 2 * sin(x);
denom = 5 — 4xcos (x) + sqrt(21-20xcos (x)+4x(cos(x).%2));
result = atan(numer ./ denom);

endfunction

Y finalmente el programa que calcula los valores propios aproximados:

function lambdas = eigvalsaproxl (n)
Js = (1 : n)';
x = Jds + pi / (n + 1);
for s =1 : 20,

x = (js » pi + 2 x gammatilde(x)) / (n + 1);
endfor
lambdas = g(x);
endfunction

Polinomio caracteristico usando la formula de Elouafi

Por el teorema de Elouafi, de la matriz pentadiagonal simétrica se obtiene la siguiente

ecuacion cuadratica:

q(r) = 42* — 100 +6 — \.

Las raices de ¢(x) son:

D —+V14+4A 5+ V144X

nh=—> " Y2 = ]
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Notamos que y; € (—1,1) y o > 1. Introducimos dos variables auxiliares, ¢ € (0,7) y
v > (0 mediante las reglas:

y1 = cos(p), y2 = cosh(v).

De las formulas de Elouafi:

TP (y1,y2) = cos((p + 1)) cosh((p + 2)v) — cos((p +2)) cosh((p + 1))
1

=5 eP 2V (cos((p +1)p) —e " cos((p+2)p)

+ 0720 cos((p + 1)) — " cos((p + 2)))-

UP) (g1, o) = sen((p + 1)p) senh((p +2)v)  sen((p + 2)yp) senh((p + 1)v)

sen(p) senh(v) sen(p) senh(v)
9 e(p—i—2)y .
= SGH(QO) senh(u) Sen((p + 1)(20) —¢€ sen((p + 2)<p)

_ o p3) sen((p + 2)¢) — e~ 22 sen((p + 1)90)).

VO (1, o) = cos((p+1/2)¢) cosh(p +3/2)v  cos((p +3/2)p) cosh((p + 1/2)v)
’ cos(yp) cosh(v) cos(yp) cosh(v)

2 e(p+2)y

— cos(gp) cosh(l/) (COS((p + 1)@) + e—2(p+2)u Cos((p + 1)@) _ eV COS((p + 2)@)

— e @ cos((p + 2) ).

sen((p +1/2)p) senh(p +3/2)v sen((p + 3/2)p) senh((p +1/2)v)
cos(p) cosh(v) cos(p) cosh(v)

2 e(p+3/2)l’

= s/ sonb(oy2) (son((p+ 1/2)9) — e sen((p+ 1/2)¢)

— e Vsen((p +3/2)¢) + ¢~ sen((p + 3/2)¢) ).

W) (yh 3/2) =

Estas tltimas relaciones se obtuvieron usando los polinomios de Chebyshov y el Lema 3.2.
Luego, aplicando la férmulas de Elouafi a los determinantes de las matrices de Toeplitz
que genera el simbolo b = A — a, se obtienen dos casos:
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1. Tamafio par, Dyy(A — a):

—a) = V(p) <y17 y2) W(p) (yla y2)
D2p(>\ ) - 4(COSh(V) . COS(QO))Q )

2. Y de tamano impar, es decir Dg,i1(A — a):

Dopsr(A —a) = - (cosh(v) — cos(p))?

uw (Y1, 92) T®) (Y1, Y2)
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4.5. Ejemplo ¢(6) = sen(6/2)

En nuestro tdltimo ejemplo la siguiente funcién trigonométrica ¢g: [—m, 7] — [0, 1],

definida
0
- 4 (7
g(0) = sen <2> )

Note que g(8) = a(e'?), donde

t-1"
t) = , teT
alt) = o
Luego
020 =i 3 i L2i0

0) = = A
e T I B R T
Note ademas que
9(0) = g'(0) = g"(0) = g"(0) =0,  ¢“(0) > 0.

La grafica de g es:

117 Observacién. Sabemos que la imagen de g es [0, 1], por lo tanto, por la Proposi-
cion 80
sp(T,(a)) C (0,1) para todo n.

Polinomio caracteristico usando la formula de Widom

Ahora, sea A € (0, 1), resolvamos la ecuacién a(t) = A:

a(t) — X\ = 1§t2((t — 1) = 16M%) =

= (=20 —2VN)t+1) (£ =201+ 2Vt + 1),
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Las raices del polinomio <t2 —-2(1 - 2\/X)t + 1) son complejas, pueden ser escritas en
términos de el y e~ 1% donde

) = 2arcsen oy
En efecto, estos nimeros satisfacen las formulas de Viete:
elvemion =1 el eI = 2cos(ay) = 2(1 — 2sen?(@y/2)) = 2(1 — 2V/A).
Ahora las raices del polinomio (t2 —2(1 42Vt + 1) son e y e7#* donde

B := 2arcsenh V.
ya que su producto es 1 y su suma da:
M 47 = 2cosh(B)) = 2(1 + 2senh’(a,/2)) = 2(1 + 2v/A).

Llegamos a la siguiente descomposicién b(t) — A:

b(t) — A = 1§t2(t (¢ — o1 ) (¢ — ) (E— e P,

si definimos a las raices de b como z1, 29, 23, 24, entonces

oy B

z1 =€ zm=e =€ zyz=e"

Aqui la localizacién de estas raices:
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Utilizando la férmula de Widom 4.5 calculemos D,,(b), con b = A — a:

D )\ e(n+1)/8A 1 2
= ) g (sen((n + s — 20+
2
o e~ (1 — e ) sen(ay) — e @ sen((n + 3)ay) + 2%\).
A\
donde

Py =1—2e ™ cos(ay) +e

sen(a)

= arctg ————2—
A A geﬂA—cos(a,\)

118 Ejemplo. Asi las matrices de Toeplitz generadas por son pentadiagonales.
Para n = 6 el determinante para el simbolo definido b = A\ — a es:

Comprobaciones numéricas

A—3/8 1/4  —1/16 0 0 0
1/4 AX-3/8 1/4 —1/16 0 0
Dupy— | ~L/A6 14 x=3/8 1/4 —1/16 0
o) =1 —1/16  1/4 X-3/8 1/4  —1/16|
0 0 —1/16  1/4 X—3/8 1/4
0 0 0 ~1/16  1/4 X—3/8

Escribimos el programa que calcula GNU Octave para el polinomio caracteristico ge-
nerado por g(f) = sen(6/2), es decir es el programa de GNU Octave para realizar el

célculo de D, (XA — a).

o3

function D polcarsend (n, lambda)

C:

zeros (n, 1);

= lambda - 3 / 8;
=1/ 4;

= -1/ 16;

toeplitz(c);

det (2) ;
endfunction

Comprobaciones numéricas

Este codigo calcula el valor del determinante dado el tamafio de la matriz n y dado

A € (0,1). Primero, se definen las raices de 21, 29, 23, 24, sin simplificar.
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function D =
z1l = exp(i x alpha(lambda));
z2 = exp (-1 * alpha(lambda));
z3 = exp (beta(lambda));

z4 = exp(—-beta(lambda))

M1 = ((zl %= z2)"(n+2)

polcarWidomz2 (n, lambda)

* (zl1l-2z2) * (z3-z4);

)

)
M2 = —((z1l x z3)"(n+2)) x (z1-2z3) *x (z2-z4);
M3 = ((z1 = z4)"(n+2)) *= (zl-z4) * (z2-23);
M4 = ((z2 = z3)"(n+2)) * (z2-z3) * (zl-z4);
M5 = —((z2 * z4)"(n+2))* (z2-z4) * (z1l-z3);
M6 = ((z3 x z4)"(n+2)) * (z3-z4) * (zl-z2);

num = M1 4+ M2 + M3 + M4 + M5 + Mo6;

den = 16" (n) * (z4-z3) * (z4-z2) * (zd-z1);
den =den * (z3-z2) * (z3-z1l) * (z2-z1);

D = ((-1)"(n)) *num/den;

;lendfunction

Luego, tenemos el programa que calcula ay, By y 7a-

function result = alpha (lambda)
result = 2xasin((lambda)”~(1/4));
endfunction

function result = beta (lambda)
result = 2 x asinh((lambda)”(1/4));

;lendfunction
function resultat = gammaOl (lambda)
num = sin(alpha(lambda));
den = exp (beta(lambda))-cos (alpha (lambda));
resultat = atan (num/den);
endfunction

Y ahora finalmente tenemos el programa para la formula de Widom con las raices desa-
rrolladas:

function D = polcarWidomZ (n, lambda)
P =1 - 2 xcos(alpha(lambda)) rexp (-beta (lambda)) + exp (-2 *
beta (lambda)) ;
sl = sin((n+l) x alpha(lambda) - 2 % gammaOl (lambda)) ;
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s2 = 2xexp (- (nt+2) rbeta(lambda) ) x (1-exp (-2+beta (lambda)) ) *sin
(alpha (lambda) ) /P;
s3 = exp (- (2+«n+4) xbeta (lambda)) *sin ((n+3) xalpha (lambda) +2*
gammaOl (lambda) )
num = sl + s2— s3;
den = sinh (beta(lambda)) *Pxsin(alpha(lambda))*2." (4xn+1);
coef =exp ((n+l)xbeta (lambda) ) *num/den;
D = coef;
endfunction

Polinomio caracteristico usando la féormula de Elouafi
Usando en este ejemplo la formula de Elouafi, y la ecuacién (4.6), se obtiene:

2 x 1
T
q(z) T totA—3

Las raices de ¢(z) son:

y=—1+4+2VA, yp=—-1-2VA

Notamos que y; € (—1,1) y que y5 < 1. De manera anéloga introduciremos dos variables
auxiliares, ¢ € (0,7) y v < 0 mediante las reglas:

y1 = cos(yp), Y2 = cosh(v).
De las férmulas de Elouafi:

T® (y1,y2) = cos((p + 1)) cosh((p + 2)r) — cos((p + 2)¢) cosh((p + 1)v)
= 26742 (cos((p + 1)p) + ¢ P cos((p + 1)) — e cos((p + 2)¢)

— e P cos((p + 2)@)).

_ sen((p + 1)) senh((p + 2)v) — sen((p + 2)¢) senh((p + 1)v)
sen(p) senh(v)

u(p)(yh y2)

2 e(p+2)’/

- sen(yp) senh(v) (Sen((p +1)g) —e "sen((p+2)p)

B e—(2p+3)l/ sen((p + 2)90) . 6—2(P+2)V sen((p + 1)@)).
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cos((p+ 1/2)) cosh(p + 3/2)v — cos((p + 3/2)p) cosh((p + 1/2)v)
cos(p) cosh(v)

V(”)(y1,yz) =

2 elP+2)v

- cos(¢p) cosh(v) (cos((p+ 1)) + e cos((p + 1)) — ™ cos((p + 2)¢)

— o=@ 3 cos((p+2)y).

sen((p + 1/2)p) senh(p + 3/2)v — sen((p + 3/2)p) senh((p + 1/2)1)

(») =
W (y1, y2) sen(¢) senh(v)

2 e(p+3/2)V

= (/2] sonn(y 3y LS (p + 1/2)g) = e sen((p+1/2))

— e Vsen((p +3/2)¢) + ¢~ sen((p + 3/2)¢) ).

Estas tltimas relaciones se obtuvieron usando los polinomios de Chebyshov y el Lema 3.2
Luego, aplicando la férmulas de Elouafi a los determinantes de las matrices de Toeplitz
que genera el simbolo b = A — a, se obtienen los dos casos:

1. Tamafo par, Dyy(A — a):

—a) = V(p) (ylu 92) W(p) (yla y2)
D2p(>\ ) - 4(COSh(V) . COS(QO))Q )

2. Y de tamano impar, es decir Dg,1(A — a):

U (g1, y2) TP (41, 12)
(cosh(v) — cos(p))?

Dapa(A—a) = —



Apéndice A

Algunas propiedades de los
determinantes

119 Definicién (Determinante de una matriz). Sea A = [A4;;]7;_; € M;xn(C), es decir
A es una matriz n X n con entradas en C. El determinante de A se puede definir de la
siguiente manera:

detA = Z Sgn(@)Al,@(l) s Anﬁa(n), (Al)
PpESH
la suma es sobre todas las permutaciones del conjunto {1,2,...,n} y por consecuencia

contiene n! sumandos.

120 Definicién (Menor de una matriz). Sea A € M., (C), 1 < iy < ig < ... < i, <m,
1 <j1 <jo <..<Jr <mn, el menor de rango r de la matriz A, correspondiente a las
filas 71, 79, ...4, y las columnas j, j2, ..., J-, se define el determinante el determinante de la
submatriz Ay, i) (i1 jo,..r} Y S€ denota por

i G e b
. (]1 J2 e ]7“)
121 Definicién (Cofactor). Sea A € M,x,(C), p,q € {1,2...n}. El cofactor del elemento

(p,q) de la matriz A denotado por A, ,, se define como el menor correspondiente a las
filas {1,2,...,n} \ {p} v las columnas {1,2,...,n} \ {¢}, multiplicado por (—1)"*%

.....

~ 1 ... p—1 p+1, ... n
. (_1\ptg )
Apg = (1) My <1 ooq—1 g+1, ... n) (A.2)
p—1 p+1,

1 : :
Notemos que M4 <1 Z) es el determinante de la matriz ob-

q—1 q+1,
tenida al eliminar la fila p y la columna ¢ de A.
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Los siguientes dos resultados son conocidos y se pueden encontrar por ejemplo en el
libro [12].

122 Proposicién (Férmula de Cauchy-Binet). Sea A € M,,,,(C) B € M, ,(C), yp <
min{m, q}, entonces cualquier menor de orden p del producto de la matriz AB puede ser
representado por la Formula de Cauchy-Binet:

det((AB)ay) = > _ det Aygdet Bg,,
B

donde o = (aq, ..., ), con 1 <oy <...<op<m,y=(7,...,7) conl <y <...<
,Vpéqyﬂz(ﬁlvaﬁﬂﬁ Con1§51<'~-</8m§n-

123 Proposicion (Determinante de Vandermonde). Un determinante de orden n del tipo

1 1 1
(05) (6] .. (67
_| 42 2 2
ANag,...,an)=|a] a3 ... oF |,
ot af! an~!
donde oy, ...,q, son elementos de un campo, se llama determinante de Vandermonde.

Para cada n > 2 se tiene que



Apéndice B

Identidades trigonomeétricas e
hiperbdlicas

Las funciones trigonométricas se pueden definir de varias maneras equivalentes, una
de ellas es a través de la funciéon exponencial.

124 Definicion. Para todo z € C,

cos(z) = e+267 sen(z) = %
i
z —z Z_ g%
cosh(z) = © —i—2e , senh(z) = ¢ 5

125 Corolario (Férmula de Euler). Dado 0 € R,
e'? = cos(f) + isen(6).
Se daran algunas identidades trigonométricas e hiperbodlicas conocidas.

126 Lema. Para todo «, f € R, se tienen las siguientes relaciones trigonométricas

sen(a + ) = sen(«) cos(f) £ cos(a) sen(f), (B.1)
cos(a F ) = cos(a) cos(f) % sen(a) sen(f), (B.2)

2 cos(a) cos(f5) = cos(a + ) + cos(a — f3), (B.3)

cos(a) — cos(f) = —2sen (Oé;ﬁ> sen (a ; 5) : (B.4)

127 Lema. Para todo a,b € C,

2 cosh(a) cosh(b) = cosh(a + b) + cosh(a — b),
2 cosh(a) cosh(b) = senh(a + b) — senh(a — b).
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128 Lema. Para todo a € R, y k € Z



Apéndice C
Logaritmos de nimeros complejos

En esta seccion del apéndice recordemos algunas de las propiedades de logaritmos de
nimeros complejos (sin demostraciones). Estas propiedades son esenciales para la defini-
cién del indice de una funcion.

Recordemos que la funcion exponencial exp: C — C se puede definir de varias maneras
equivalentes, por ejemplo, mediante la serie

OOZTL

exp(z) =) —.
— n!

La imagen del eje real R bajo la funciéon = — exp(iz) es toda la circunferencia unitaria

T. El minimo niimero real positivo x tal que exp(iz) = 1 es 27 (esta propiedad se puede

aceptar como la definiciéon analitica del nimero 7).

129 Proposicién. El conjunto solucion de la ecuacion exp(w) =1 es 2niZ.

130 Proposicién. Para cada z en C\ {0} eziste una infinidad de nimeros w en C tales
que exp(w) = z. Estos nimeros se llaman logaritmos de z. Si exp(w;) = z, entonces para
cada m en Z tenemos exp(w; + 2mmi) = z. Al revés, si exp(wy) = z y exp(wy) = 29,
entonces existe un m en Z tal que

21— 29 = 2mmi.

El problema del calculo de logaritmos de un niimero complejo tiene una solucién muy
simple en el disco
1+4D={z€C: |[1-2| <1}

131 Proposicién (La serie de Mercator). Definimos la funcion log,: 1 +D — C como
la siguiente serie de potencias:
Z (1—2)"

loglz:—ZT, |z —1] < L.
n=1
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La serie converge absolutamente en 1+D, y la funcion log, tiene las siguientes propiedades:
1. log, es analitica en 1 +D; en particular, es continua en 1 + D.
2. log; 1 =0.
3. €'°81% = 2 para cada z € 1 +D.
4. —m < Im (logy 2) < 7 para cada z € 1+ D.

Seria comodo tener una funcién que a cada niimero complejo no nulo z le asigne un nu-
mero complejo w tal que exp(w) = z. Se trata de elegir un niimero w entre muchos con esta
propiedad, es decir, poner condiciones adicionales sobre w. En varios libros mateméaticos
y en la mayoria de los lenguajes de programacién se usa el convenio que —7 < Im(w) < 7

132 Notacién (El valor principal del logaritmo de un ntiimero complejo no nulo). Para
cada z € C\ {0} existe un tnico ntimero w en C tal que exp(w) =z y —7 < Im(w) < 7.
Este ntimero se llama el valor principal del logaritmo de z y se denota por log z.

Con la notacién log el conjunto solucién de la ecuacién exp(w) = z se escribe como
log(z) + 2miZ.

Por la Proposiciéon 131, log(z) = log,(2) para cada z € 1 + D.
Del punto de vista constructivo, la funcion log tiene un defecto muy serio porque no
es continua en los puntos del semieje real negativo. En efecto, si x < 0, entonces

, 1 , 1
lim log (a: + > =, lim log <a: — > = —m,
n—oo n n—oo n
. . o . o0 .
aunque ambas sucesiones (3: + i) LY (x — i) . tienden a .
n= n—=
De hecho, no se puede definir un logaritmo continuo en C\ {0}.

133 Proposicién. No eziste ninguna funcion continua ¢: C\{0} — C tal que exp({(2)) =
z para cada z € C\ {0}.

En estos apuntes evitamos la funciéon log y usamos las Proposiciones 130 y 131.



Apéndice D

Logaritmos continuos de funciones
complejas

En esta parte vamos a demostrar que para cada funciéon f € C([«, 5], C\{0}) existe un
logaritmo continuo, ademas es inico salvo sumandos multiplos de 27i. Dado un ntimero
z € C, denotemos por log(z) al logaritmo principal cuya parte imaginaria pertenece a
(—m, 7r]. El siguiente ejemplo muestra que la composicién log of no siempre es continua.

134 Ejemplo. Definimos f: [0,27] — C\ {0} mediante la regla
fla)=e".

Entonces
iz, six €0, 7;
log f(x) =
8 /(@) {ix —2mi, siz e (m27].
Notemos que
lim log f(x) =i, lim_log flz) = —im,
T—rTT

T—T

asi que la funcion logof no es continua. Por otro lado, la funcién
g(x) =iz
es un logaritmo continuo de la funcién f.

135 Proposicién (Existencia de un logaritmo continuo de una funciéon continua). Sea

f € C(la, B],C\ {0}). Entonces existe g € C([a, 5],C) tal que expog = f.

Demostracion. Definamos al niimero M como:

M= sup |f(z)|™"

az<p
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Por ser f uniformemente continua, existe § > 0 tal que para todo z,y € |«, ] tal que
|z — y| < & se cumple la desigualdad |f(z) — f(y)| < 757-
Construyamos una particién finita del intervalo [a, 3] de la siguiente manera:

”iﬁgﬂ’ xjia+jﬂ;a (j=0,...,n).

Entonces a =g <z <... <z, =0y

1
sup [£(x) ~ Flan)| < i
Tp—1<T<mTg
Por consecuencia, para cada k € {1,...,n} y x € [x)_1, x4,
| flz) |:|f(x)—f(5€k1)‘§ §}<1_
f(@p-1) | f (1) 2M|f ()] — 2
Para cada k € {1,...,n} definimos una funcion gy : [zx_1,xx] — C mediante la regla
: f(z)
=1 < x<
gk<x> 08, f(xk—1>7 Tp—1 ST > Tk,

donde log; es el logaritmo definido en la Proposicién 131 a través de la serie de Mercator.
Cada funcién g es continua, se anula en el punto z,_; y satisface la siguiente identidad
en [xg_1,xy):

f(@) = f(ze_r) eIk(T)

Ahora elegimos un logaritmo wy del nimero f(«) y construimos una funcién continua
g: [a, 5] — C pegando de manera natural los “trozos” gj:

wo + g1(7), sia<x<ua,
 Jwo+ gi(@1) + ga(2), sixy < < g,
glx) =4 .
wo + g1(x1) + go(x2) + ... + ge(x), siz,1 <z <}p.

En pocas palabras,

g(x) = wo + gr(x) + ZZ:: ai(xr), donde k= [n Z : Zﬂ : (D.1)
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Como g es continua en [xy_1, zx], entonces g es continua en (xy, xy). Veamos qué ocurre
en los puntos xy, con k € {1,...,n —1}:

k k

lim+g(x) = Wy + Ges1(Tr) + ZQZ(M) = wy + Zgl(xz),
Ty =1 =1

k—1
lim g(z) = wo + gr(zr +Zgl xy) —wo+Zgl xy).
T=Ty =1 =1

Por lo tanto g € C([a, 8],C). Finalmente mostremos que exp(g(z)) = f(x). Sea x €
[k, 2k11]. Elegimos k tal que = € [z, 251 1], entonces

exp(g(z)) = exp (wo + log, < /() ) - Zgl(xl)>

fa

e . V) e
)
)

(mk 1
(w2)  [(@p-1)
(1) flzpo)

asi e9(®) = f(z) para todo z € [a, ]. O

:f(xo) /z) Jo

f(xr-1) f(z0

En el caso de una funcién continuamente derivable a trozos, su logaritmo continuo se

pude construir por medio de una forma maés simple (véase construcciones similares en [14,
Teorema 10.10]).

136 Proposicion. Sea f € C([o,8],C \ {0}) una funcion continuamente derivable a
trozos y sea wo un logaritmo del nimero f(«). Definimos g: [a, B] — C como

' f(2)
0=t [ g

Entonces g es un logaritmo continuo de f.

Demostracion. La funcién g esta definida como una constante mas una integral con limite
superior variable de la funcién f'/f, y la dltima funcién es continua, excepto un nimero
finito £ de puntos. Por eso g es continua en [«, 5] y continuamente derivable en [o, ]\ E.
Ademas, para cada = € [, 5] \ E tenemos ¢'(x) = f'(x)/f(z).

Demostremos que exp(g(z)) = f(z) para cada = € [a, ]. Formemos la funcién auxiliar

hla) = AT,
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Entonces h es continua, h(a) =1y en cada x € (o, ) \ E

_ exp(g(z))g'(z)f(x) — f'(x) exp(g(x))
f* ()

por lo tanto A es la constante 1 y expog = f. [

h'(x) =0,

Naturalmente si g es un logaritmo continuo de f, entonces para cada m entero, la
funcion g + 2mm i también es un logaritmo continuo de f.

137 Proposicién. Sea f € C([a, f],C\{0}) y sean g,h € C([a, 5], C) tales que exp og =
f yexpoh = f. Entonces existe m € Z tal que g(x) — h(z) = 2mmi para cada x € |a, f].

Demostracion. Para cada = en [«, ] se cumple la igualdad

exp g(z) = exp h(r),

por eso g(x) — h(x) € 2nZ. Mas atn, definamos una funcién q: [a, 8] — Z de la siguiente
manera:

Como ¢ es continua en [«, ], la imagen de ¢ es un conjunto conexo. Pero la topologia de
7 es discreta y los conjuntos conexos no vacios son los unipuntuales. Por eso

q(lev, B]) = {mj},

para algin m € Z. Esto significa que ¢(z) = m para cada x € |«, 8], esto es, g(x) —h(z) =
2mmi para cada = € [«, f]. ]
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