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Abstract

Suppose that H is a reproducing kernel Hilbert space of functions defined on the
upper half-plane IT C C. Let V be the algebra of translation-invariant bounded linear
operators acting on H that commute with all translation operators. We determine
when the algebra V is commutative.

In the commutative case, we construct a unitary operator R that “diagonalizes”
the elements of V, i.e. RSR* converts into a multiplication operator for any S in V.

This work generalizes many results previously found by Vasilevski, Grudsky, Ka-
rapetyants, Hutnik, Hutnikové, Loaiza, Lozano, Ramirez—Ortega, and Sanchez- Nun-

garay.
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Resumen

Sea H un espacio de Hilbert con nicleo reproductor de funciones definidas sobre
el semiplano superior II C C. Denotemos por V al dlgebra de todos los operadores
lineales acotados invariantes bajo traslaciones horizontales que actian en H y que con-
mutan con todos los operadores de traslacién. En este trabajo determinamos cuiando
el dlgebra V es conmutativa.

En el caso conmutativo, se construye un operador unitario R que “diagonaliza” a
los elementos de V), esto es, RSR* se convierte en operador de multiplicacién, para
cualquier S en V.

Este trabajo generaliza algunos resultados previamente obtenidos por Vasilevs-
ki, Grudsky, Karapetyants, Hutnik, Hutnikovd, Loaiza, Lozano, Ramirez—Ortega y
Sanchez—Nungaray.
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Introduccion

En este trabajo se estudia el dlgebra de operadores lineales acotados invariantes
bajo traslaciones horizontales que actian en H y que conmutan con todos los ope-
radores de traslacién, donde H es un espacio de Hilbert con ntcleo reproductor de
funciones definidas en el semiplano superior II C C; a saber, se determina cuando
dicha algebra es conmutativa.

El estudio de la teoria de operadores en espacios de Bergman y otros dominios, de
manera intensa en anos recientes (véase p. ej. [29,30]), revela la relacién estrecha que
existe entre esta y otras areas como la teoria de aproximacién o la mecanica cuantica
(véase p. ej. [15]), por mencionar algunas. En general, las propiedades de estos ope-
radores suelen ser bastante complicadas. No obstante, es posible estudiar esta clase
de operadores mediante algunas subclases “especiales”, por ejemplo, operadores in-
variantes bajo ciertas simetrias. Tal es el caso, por ejemplo, estudiado por Dawson,
Olafsson y Quiroga-Barranco (2015, [5]), el cual se aborda con dominios y grupos de
transformaciones mucho més generales pero solamente con espacios de Bergman de
funciones analiticas.

Se sabe y es facil ver que los operadores de Toeplitz radiales en el espacio de Berg-
man A?(D) son diagonales con respecto a la base de monomios y generan un algebra
C* conmutativa. En 1999, Vasilevski [26] encontré otra dlgebra C* de operadores
conmutativa no trivial en el espacio de Bergman. A saber, él consideré operadores
de Toeplitz invariantes bajo traslaciones horizontales en el semiplano superior II, y
construyé un operador R: A%(I1) — L?(R,) que “diagonaliza” tales operadores, es
decir, los convierte en operadores de multiplicacion. Posteriormente, Vasilevski y otros
matematicos han obtenido resultados similares para otras clases de operadores, otros
espacios de funciones, y otros dominios [7,12,18,20]. En ese sentido resulta pues, el
esquema propuesto en este trabajo, exitoso, ya que generaliza algunos de estos resul-
tados.

En el Capitulo 1 se introduce el concepto de espacio de Hilbert con nicleo repro-
ductor y se estudian algunas de las propiedades principales, tales como la existencia
y unicidad. A través de una base ortonormal se calcula el nicleo reproductor y se
introducen algunos ejemplos que nos seran ttiles para nuestra tesis, tales como los
espacios de Bergman sobre distintos dominios, entre otros.

En el Capitulo 2 se estudian los operadores de multiplicacién en L?(X, i), donde
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(X, ) es un espacio de medida, con simbolo generador en L*°(X, u). Se demuestra
que un operador es de multiplicacion si y solo si conmuta con todos los operadores de
multiplicacién por caracteres. Como una herramienta se utiliza la topologia débil-* y
se muestra que el conjunto de caracteres del grupo R es denso en L*°(R) con dicha
topologia. Asimismo se introduce la transformada de Fourier y se describe la relacién
de ésta con el proceso de diagonalizacion.

En el Capitulo 3, se estudia el algebra V de los operadores lineales acotados inva-
riantes bajo traslaciones horizontales y que conmutan con los operadores de traslacion.
Debido a que los elementos de esta algebra actiian en espacios de funciones definidas
sobre el semiplano superior IT := R x R, se estudia la transformada de Fourier del
nicleo reproductor sobre la primera coordenada. Se demuestra el resultado principal,
Teorema 3.4.2, el cual es un criterio de conmutatividad del &lgebra V.

Finalmente, en el Capitulo 4 se presentan algunos ejemplos en los cuales es posible
aplicar el esquema desarrollado en el Capitulo 3, y que han sido ya objeto de estu-
dio de varios autores: Vasilevski, Grudsky, Karapetyants, Hutnik, Hutnikova, Loaiza,
Lozano, Sanchez-Nungaray y Ramirez Ortega.

Esta tesis estd basada fundamentalmente en las ideas de Egor Maximenko, Crispin
Herrera Yanez y Gerardo Ramos Vazquez; sin embargo y a pesar de que su trabajo
ain no ha sido publicado, los resultados principales fueron expuestos en el Congre-
so Nacional de la Sociedad Matematica Mexicana 2018. Nuestra labor ha consistido
principalmente en la verificacién de tales resultados, asi como la revisién de otros
auxiliares, y la escritura.



Capitulo 1

Espacios de Hilbert con
nucleo reproductor

En este capitulo nos introduciremos a la teoria elemental de los espacios de Hilbert
con nucleo reproductor (EHNR).

En la Seccién 1.1 revisaremos algunos conceptos y resultados auxiliares de los
espacios de Hilbert. Posteriormente, Seccién 1.2 y Seccion 1.3, estudiaremos algunas
propiedades del nicleo reproductor, y la construccién de este a partir de una base
ortonormal, respectivamente. Veremos también algunos ejemplos en distintos espacios
de funciones, Seccién 1.4, en los cuales se calcula el ntcleo reproductor de manera
explicita. Finalmente, en la Seccién 1.5, mencionaremos algunos conceptos bésicos
sobre algebras de operadores.

1.1. Sobre espacios de Hilbert

Definicién 1.1.1. Un producto pre-interno sobre un espacio vectorial complejo X es
una forma sesquilineal hermitiana semidefinida positiva (-, -): X x X — C, esto es,
para cualesquiera x,y,z € X y a € C se tiene

(i) (z+y, z)=(z,2) +(y, ),
(ii) (ax,y) =afz,y),
(iii) (z,y)

)

T, )=

(y,z),
(iv 0.
Un producto interno es un producto pre-interno definido positivo, es decir, si z # 0,

entonces {(x, =) > 0.

Definicién 1.1.2. Una seminorma en un espacio vectorial es una funcién || - || : X x
X — C, tal que para cualesquiera z,y € X y a € C,

(i) [zl =0,

(ii) fJazel] = fe [l2[],
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(i) [l +yll < [lz]l +[lyll-

Un producto pre-interno en un espacio vectorial induce una seminorma dada por

el = v/ (2, x).

Si ademds, (-, -) es un producto interno definido positivo, entonces | - || es una
norma.

Definicién 1.1.3. Un espacio de Hilbert es un espacio con producto interno el cual
es completo con respecto a la norma inducida.

Ejemplo 1.1.4. El ejemplo estdndar de espacio de Hilbert, y que estaremos usando a
lo largo de este trabajo, es H = L?(X, i), el espacio de funciones cuadrado integrables
en el espacio de medida (X, u) (o, méds precisamente, las clases de equivalencia de
funciones cuadrado integrables, identificadas c.t.p.), con el producto interno dado por

<f,g>=/Xf§du.

Ejemplo 1.1.5. Para un conjunto S, sea p la medida de conteo en S. Denotaremos
a L2(S, u) por £2(S), asi, £2(N) es el espacio de sucesiones cuadrado sumables.

De aqui en adelante, denotaremos a los elementos de un espacio de Hilbert H por
f,9,h,...; esto debido a que trabajaremos principalmente con espacios de funciones.

Definicién 1.1.6. Diremos que dos elementos f,g en un espacio de Hilbert H son
ortogonales si ( f, g) = 0, lo cual denotaremos por f L g. Si A es un subconjunto de
H, sea

At ={feH:(f,g)=0 Vge A}

Llamaremos a A+ el complemento ortogonal de A.

Notemos que A~ es un subespacio cerrado de H, lo cual se sigue de la continuidad
del producto interno.

Se sabe que en un espacio con producto interno X se satisface la desigualdad de
Schwarz, esto es, para cualesquiera =,y € X,

(2, y)| <l - [lyll -

Proposicién 1.1.7 (Criterio de dependencia lineal). Sean H un espacio con producto
interno y f,g € H. Entonces, f y g son linealmente dependientes si y solo si

(gl =11 gl (L.1)

Demostracion. 1. Supongamos primero que f, g son linealmente dependientes.
Si f = 0, entonces (1.1) se satisface trivialmente. Si f # 0, entonces existe a € C\ {0}
tal que g = af, luego,

[CF = 1CF s af) =1l IF17 = 11 et = 11 g -

4
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2. Supongamos ahora que se cumple (1.1).
Si f = 0, es evidente que f,g son linealmente dependientes. Consideremos pues, el

caso f #0. Sea h = <|“C|7];”f2>f, entonces
2 2
lg— Al = g2 — 200 I ey e g2 4 g2 =,
il 7l
asi que g — h = 0. Luego,
(g,f)
- f. O
Tk

Definicién 1.1.8. Diremos que la familia (¢;)icr es ortogonal si ¢; L ¢; para cuales-
quiera i,j € I, con ¢ # j. Diremos ademds que tal familia es ortonormal si es ortogonal
y todos los ¢; tienen norma 1, i.e. para cualesquiera i,j € I, (;, ¢;) = 0; ;. Se dice
que una familia ortonormal maximal en un espacio de Hilbert H es una base ortonor-
mal.

Definicién 1.1.9. Diremos que un subconjunto A de un espacio con producto interno
H es total si
span (A) = H.

Proposicién 1.1.10 (Criterio de totalidad). Sea A un subconjunto de un espacio
con producto interno X . Entonces:

(i) Si A es total en X, entonces no existe elemento no nulo f € X tal que sea
ortogonal a todo elemento de A, esto es, f € A+ implica que f = 0.

(ii) Si X es completo, la condicidn anterior es suficiente para la totalidad de A en
X.

La demostracién de este resultado se puede consultar en [15, Teorema 3.6-2].
Recordemos que si un elemento f en un espacio de Hilbert H es tal que { f, f) =0,
entonces f = 0.

Proposicién 1.1.11. Sea H un espacio de Hilbert. Si f € H es tal que (f,g) =0
para toda g € H, entonces f = 0.

Demostracion. Si { f, g) = 0 para toda g € H, basta con tomar g = f, es decir,

(f, f)=0, luego, f =0. 0
Proposicién 1.1.12. Sean f,ge H. Si (f, h) = (g, h) para toda h € H, entonces
f=g

Demostracion. Si (f, h) = (g, h), entonces, por la linealidad del producto interno
se tiene que (f —g¢g, h) = 0 para toda h € H, luego, por la proposicién anterior,
f—g=0. O

Para un espacio de Hilbert H, denotemos por H* al espacio dual de H, el cual estd
conformado por todos los funcionales lineales acotados de H en C.

Dentro de la teoria de espacios de Hilbert, es posible describir a los elementos del
espacio dual mediante el resultado siguiente:
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Teorema 1.1.13 (de representacién de Riesz-Fréchet). Sean H un espacio de Hilbert
y ¢ un elemento de H*. Entonces, existe una unica g € H tal que

o(f)=(f.9), V[ eH
Mds ain, |g| =[]l

La demostracion de este resultado puede hallarse en libros de anélisis funcional,
tales como [4, Teorema 3.4] y [15, Teorema 3.8-1].

Sobre isometrias lineales en espacios de Hilbert

A continuacién consideraremos dos espacios de Hilbert 71 y Hs con sus respectivos
productos internos (-, )z, v (-, - )3,- A su vez, tales productos internos inducen las
respectivas normas [ - [[;,, v || - ||, -

Denotaremos por B(H1,Hs2) al conjunto de operadores lineales acotados de H; en
Ho. Si Ho = Hy, tal conjunto serd denotado tinicamente por B(H1).

Definicién 1.1.14 (Isometria lineal). Sean H; y Hs dos espacios de Hilbert. Diremos
que un operador W: H; — Hs es una isometria lineal si preserva el producto interno,
esto es,

(W, Wa)hn, =(f, 9)m Vf,g€H.

Es inmediato que si W es una isometria lineal, entonces W € B(H1, H3). En efecto,

IWEIZ, = (WE W = (f = If11Z, -

Proposicion 1.1.15. Sean Hy y Ho dos espacios de Hilbert, y S,T: H1 — Ho ope-
radores tales que para todo f € Hy y g € Ha se tiene que (Sf, g)u, = (Tf, 9 )9,
entonces S =T.

Demostracion. En virtud de la Proposicién 1.1.12, para cada f € H; se tiene que
Sf=Tf, luego, S=T. O

Proposicion 1.1.16. Sea S: Hi — Ho un operador lineal. Entonces existe un inico
operador lineal T: Ho — H1 tal que para todo f € Hi y g € Ha, se tiene que

<Sfag>7'lz :<f7Tg>H1'

Demostracion. Consecuencia inmediata del Teorema 1.1.13 y de la Proposicién 1.1.15.
O

Definicién 1.1.17 (Operador adjunto). Sea T: H; — Ha un operador lineal. Defi-
nimos el operador adjunto de T como el operador T*: Ho — H; tal que, para todo
J €M1y g€ Ha,

<Tf7 g>7-12 = <f7 T*g>7-l1'

Observacion 1.1.18. Recordemos que el operador adjunto tiene las siguientes propie-
dades. Para cualesquiera operadores lineales S, T: H1 — Hs, a € C:

(i) (S+T)* =85*4+T7,
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(ii

(iii

T =aT,
=T,
1= = 171,

(a
(T
(iv

(v

Proposicion 1.1.19. Sean H1 y Ho espacios de Hilbert, W : H1 — Ha una isometria
lineal, y W* su operador adjunto. Entonces

)
)
)
)

17T = |7

(i) W*W es el operador identidad I, .
(ii) El operador P := WW™* es la proyeccién ortogonal en W(H1) C Ha, esto es,

a) P es idempotente: P2 = P,
b) P es autoadjunto: P* = P.

(iii) La imagen de W coincide con la imagen de P y en consecuencia puede ser
descrita como el conjunto de puntos fijos de P, i.e

W(Hl):P(Hg):{ge’ng szg}.

(iv) El operador W*|p(y,) es un isomorfismo isométrico de P(Ha) en H;.
Demostracion.

(i) Sean f,g € Hi, entonces de 1.1.14 y 1.1.17 se sigue que

(W W[, g, =(W[f, Wag)u, =(f.9)
En virtud de la Proposicién 1.1.15, se concluye que W*W = Iy, .
(i) a) P2=(WW*(WW*)=WW*W)W* = WW* = P,
b) P* = (WW*)* = (W*)*W* = WW* = P
(iii) Mostremos primero que P(Hz) = {g € Ha: Pg = g}.
C) Sea g € P(H>), entonces existe f € Ho tal que Pf = g, luego
Pg=P(Pf)=Pf=Pf=g.
D) Sig € Hy cumple que g = Pg, entonces g € P(Hs).
Mostremos ahora que W (H1) = P(Hz).

C) Sea g € W(H1), entonces existe f € H; tal que W f = g, de tal manera
que
Pg=PW[f)=WW)W[f=WWW)f=Wf=g,
es decir, g € P(Ha).
D) Sig e P(Hz), existe h € Ha tal que g = Ph = (WW*)h = W(W*h), pero
W*h € Hy, luego g € W(Hq).
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(iv) Ya sabemos que W es una isometria. Pongamos S = W*|p(y,), y mostremos
que S~ =W. Sea f € H1, entonces

SWf=5SW[f)=WWf)=WWf=f,
y por otra parte, si g € W(H1) = P(H2), entonces
WSg=W(W"g) = (WW?")g = Pg =g,

pues P deja fijos los puntos de su imagen. O

1.2. Espacios de Hilbert con nicleo reproductor

Definicién 1.2.1. Sea H un espacio de Hilbert de funciones sobre un conjunto X.
Una familia (K,),ex € HX se llama nicleo reproductor (NR) de H si cumple la
propiedad de reproduccion, esto es, para cualesquiera z € X y f € H,

f@)=(f, Kz). (1.2)

Proposicién 1.2.2 (Propiedades del nicleo reproductor). La familia de funciones
(Ky)zex tiene las siguientes propiedades:

(i) K
(i) Ky(x) = Ky(y) para cada z,y € X,
i)

(iii) || K| = v/ K (x) para cada x € X.

Demostracion. Sean z,y € X, entonces

y(2) = (K, , K ) para cada z,y € X,

(i) Basta con tomar f = K, en (1.2),

(ii) Aplicando la propiedad hermitica y el inciso anterior, se tiene

Ky(m) = <Kya K.)= <K17Ky> = K (y).

(iii) Aplicando nuevamente el inciso (i),

K|l = VK., K, ) = VK (). 0

Proposicién 1.2.3. Si un nicleo reproductor (K;)zex en H existe, es inico.

Demostracidn. Supongamos la existencia de otro nucleo reproductor (K. ).cx para
‘H. Luego, para cualesquiera z,y € X,

Ko (y) = (K, Ky) = (Ky, K) = Ky(z) = Kz(y),
pues K, y K. satisfacen (1.2). O

Definicién 1.2.4. Sean X un conjunto y ‘H un espacio de Hilbert de funciones sobre
X. Dado = en X, definimos el funcional evaluacion E, : H — C por

E.(f) = f(x), vV feH.

8



Capitulo 1. EHNR

A partir de aqui, en algunas partes de este trabajo denotaremos al nicleo repro-
ductor como NR.

Teorema 1.2.5 (Existencia del NR). FEl nicleo reproductor (K,)zex existe si y solo
si el funcional evaluacion E, es acotado para cada x € X.

Demostracion. Supongamos primero que el NR existe y veamos que el funcional eva-
luacién es acotado. En efecto,

BNl = 1F@)| =1(f, Ka)| < I E,

luego,
[Ea|l < [|K2]l-

Msés atin, si tomamos f = K,, el inciso (iii) de la Proposicién 1.2.2 implica que

B (Ko)| _ [ Ka(2)]
e | [peey

1Bzl > = [[Kall-

Por lo tanto
1Bzl = [ Kzl -

Por otra parte, por el Teorema de representacién de Riesz-Fréchet 1.1.13, existe una
dnica g € H tal que para toda f € H

E.(f)=(f,9)

Luego, basta tomar K, = g. O

Corolario 1.2.6. Si H posee NR, toda sucesion de funciones (fn)flo=1 que converge
en norma o f € H, converge también puntualmente, es decir, para cada x € X

Demostracion. Supongamos que (f,),., converge a f, i.e. ||f, — f|| = 0 si n — oo.
Luego, por el Teorema 1.2.5, para cada x € X, F, es continuo, es decir,

lim f,(z) = f(x).

n—oo

Proposicién 1.2.7. La familia (K,).cx es un sistema total.

Demostracion. Sea f € H tal que (f, K, ) =0. Como (K,),ex satisface (1.2), para
cada x € X se tiene que

asi que f = 0. Luego, en virtud de la Proposicién 1.1.10, (K,),cx es un sistema
total. 0
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1.3. Construccién del NR
a partir de una base ortonormal

Lema 1.3.1. Sea (¢n)nen una base ortonormal en un espacio de Hilbert H de fun-
ciones sobre un conjunto X, con nicleo reproductor (K,)yecx. Entonces

= on(y) enl). (1.3)
n=0

Demostracion. Como (¢, )nen €s una base ortonormal en H, cada elemento f € H
tiene una tnica expansién convergente con respecto a la norma de H. De hecho,

F=Y_(f,¢n)en
n=0

Luego, por el Corolario 1.2.6, para cada = € X,

f(z) :Z<f’ ©n ) Pn(T). (1.4)
n=0
Tomando f = K, en (1.4),
Ky(x) = Z <Kya ©On ) Pn(r) = Z (¢@n, Ky> on(r) = Z ©n(Y) n(T). O
n=0 n=0 n=0

De ahora en adelante se utilizara la notacién EHNR como abreviaciéon de espacio
de Hilbert con ntcleo reproductor.

Proposicién 1.3.2. Sea H un EHNR separable, encajado en L*(X, ). Sea (Ku)zex
el NR de H. Entonces

K dim(#H), siH es de dimension finita,
400, si H es de dimension infinita.

Demostracion. Sea (¢;)jes una base ortonormal de #, en virtud de (1.3) se tiene
que

/K ) du( /Z% ) () dp(x Z/Isag )| dps()

JjeET jeg
_ Z L= J#(T), st T es finito,
B oy | +oo  siJ es infinito.
J

1.4. Ejemplos de EHNR

Espacio de Bergman en el disco

Denotaremos por A%(D) al espacio de Bergman sobre el disco unitario, el cual
consiste de todas las funciones analiticas en I, pertenecientes a L?(ID) con la medida
usual de Lebesgue dA(z) = dzdy, z = z+iy, donde D es el disco unitario en C [27,29].

10
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Teorema 1.4.1. Para cada z € D, el funcional evaluacion E, es acotado en A*(D).

Demostracion. Sean z € Dfijoy D, , = {w € C: |z—w| < r}. Denotemos a la funcién
indicadora de un conjunto A por 1 4. Por el teorema del valor medio [16, Seccién VIII]
se tiene que

1
ﬂ@:uww%ANﬂdem,

de donde
< —_
1)) € == [ .. () Fw)] dAGw)
1/2
17, ) (/ f(w)]? dA(w )
e L I7C)
7r_1 /2
= /
= Cr ”sz )
lo cual demuestra que E, es acotado. L

Teorema 1.4.2. El espacio A*(D) es completo.

Demostracion. Sean (fy),-, una sucesién fundamental en A%*(D) y R € (0,1). Por el
Teorema 1.4.1, para todo z € Dy r

115 (2) = fi(2)| < Crllf; = filly

lo cual implica convergencia uniforme en Dy g. Asi, existe h € A?*(D) tal que para
cada R € (0,1), fnlp, n converge uniformemente a h|p, ., cuando n — oco. Esto

implica que an‘DO,R - h|DU,RH2 — 0.
Por otra parte, g .= lim f, € L?(D), es decir,
n—oo
”fn*g”QHO y an|Do,ng|Do,R||oo*>Ov

cuando n — oo. Por lo tanto,

10 = gll, 0 v 2120 = 91D0.slly =0

cuando n — oo.
Finalmente, haciendo R — 1 y aplicando la desigualdad de Minkowski, se tiene
que

lg = Rlly <llg = fally + lfn = hlly = 0,

cuando n — oo; es decir, g = h c.t.p. Esto demuestra que h € L?(D), luego A?(D) es
completo. O

Corolario 1.4.3. El espacio A*(D) es un EHNR.

11
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Proposicion 1.4.4. El sistema de funciones

k
wk(z) = \/;Zklv kels,

forma una base ortonormal en A?(D).

Demostracion. Veamos primero que (¢x)rez, es una familia ortonormal. En efecto,
tomemos z = re'?, asi

T S
(i) = Y2 [ 15T aag)
T Jp
- 27 1
_ \/Jk/ /rj—le(j—l)iark—le—(k—l)iQrdrde
™ Jo 0
- 27
_ vk 1 / QU=R)i0 49
0

T j+k

ViE
SR L
itk F

Sean ahora f € A%(D) y k € Ny, entonces
(Foo) = [ F& 00 dAG)
Como la serie de Taylor

flz)= Z an2"
n=0

converge uniformemente en compactos de D, digamos K = Dy g, donde R € (0, 1), se
tiene que

| 10AE 146 =3 e [ o) dae)
K =0 K
De nuevo, tomando z = re'? y R — 1, se sigue que

(fpn)= ak—l/DZk_ltpTZ) dA(2).

Por lo tanto, si { f, pr ) = 0 para toda k € Z,, entonces a1 = 0 para toda k € Z,
es decir, f = 0. Luego, en virtud de la Proposicién 1.1.10, la familia (¢x)rez, es un
sistema total en A?(D). O

Corolario 1.4.5. El niicleo reproductor en A*(D) estd dado por

1

K.(w) = A= ws)?’

w,z € D. (1.5)

12
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Demostracion. En virtud de (1.3), y de la Proposicién 1.4.4, se tiene que

Ka(w) = 3 oalehn() = i:jﬁ\/fwl

= % Zn(zw)"_l — % Z (n+1)(Zw)" = - wa)Q
n=1 n=0

Espacio de Bergman en el semiplano superior

Denotaremos por A2(II) al espacio de Bergman sobre el semiplano superior, el cual
consiste de todas las funciones analiticas en el semiplano superior II C C y cuadrado
integrables, con la medida usual de Lebesgue.

Sean D y G dominios simplemente conexos en el plano complejo C cada uno con
una frontera suave.

Lema 1.4.6. Sea w = a(w) un biholomorfismo del dominio D sobre el dominio G.
Entonces

K2 (w) = K£ (w) - o' (w) - o/ (2),

donde KD y KCG denotan los nicleos reproductores de A*(D) y A?*(G), respectiva-
mente.

Demostracion. Supongamos que el sistema (pr(2)), <y s una base ortonormal para
el espacio A%(G). Utilizando un cambio de variable, podemos escribir

i = /G o3(w) Prl@) dA(w) = /D o5(a(w)) Pr{a(w) of (w) a(w) dA(w).

Esto es (pn(a(w))a/(w)), oy es una base ortonormal para A?*(D). Usamos esta
base ortonormal para escribir al niicleo reproductor

er(a(w)) o (w) pr(a(2)) o/(2)

M

K2 (w)

O

a(w) = L] (1.6)

13
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el cual es un biholomorfismo del semiplano superior II sobre el disco . Pongamos
¢ = a(z) y w= a(w). Entonces, en virtud del Lema 1.4.6, el niicleo reproductor para
el semiplano superior tiene la forma

K (w) = KZ(w) - o/ (w) - o/ (2)

_ 1 21 —2i
W(l*ﬁ%)z (’U.)+1)2 (2—1)2
1
= — 1.7
m(w —z)? (17)

Espacio de Bergman ponderado en el disco

Sean —1 < A < +o00,y
dAx(z) = A+ 1) (1= 2]?)* dA(z),

donde dA(z) = dady =rdrdé.

Denotaremos por Ai(ID)) al espacio de Bergman ponderado en el disco, el cual
consiste de todas las funciones analiticas en D y cuadrado integrables con respecto a
la medida dAy(z2).

Lema 1.4.7. Si A € R, entonces

™

14+ A

:/ (1- |z\2))\ dA(z) < o0
D

sty solo si A > —1. Luego,

/D dAy(z) = .

Demostracion. Tomando coordenadas polares,

1 o 1
/(1—|z|2))\ dA(z)z/ (1—7“2)/\ rdr d9=27r/ (l—rz)/\rdr
D 0 0 0
1 A1t
_ R N (I—r)
—7r/0 1-—r)"dr=-7 T

. 00, A< -1,
T+ D)7, A > 1.

Proposicién 1.4.8. Para A\ > —1 el espacio A3 (D) es cerrado en L*(D,dA,).

Demostracion. Veamos primero que para A en R, y R € (0, 1), existe una constante
Cr positiva tal que
() < Crlfllo (1.8)

14
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para toda f analitica en D y para todo z € D. En efecto, sean z €e Dy R < 1— |z|,
entonces

e ), A

- Ll )

e (L rra - e aaw)” ([ o=k aaw)

1—|z|
2

|f(2)] <

(1— )= dA(w)

1
2

Asi, tomando en particular R =

_ -1
se tiene que (1 — \w|2) ! < (1 _ %) .

De tal manera que

e DU (Y ) ([ s ann)
=Cr||fllz, -

Sea entonces (f,),., una sucesién fundamental en A3 (D). Por lo anterior, se tiene
que para todo z € Dy g

1£i(2) = fu(2)] < Crllf; = fullgn

lo cual implica convergencia uniforme en subconjuntos compactos de D. Luego, el

resultado se sigue al aplicar un procedimiento andlogo al del Teorema 1.4.2. O
Lk+24+ A
Proposicién 1.4.9. El sistema de funciones pi(z) = m,zk, ke€Zt es

una base ortonormal en A3 (D).

Demostracion. Por medio de coordenadas polares, se tiene que

1 27
(2", 2M) = / A+1)(1- 7”2)/\7“”*’”“ dr / elm=m)0 qp

0 0

0, sin #m,
= n!T(A+2) .
T——————  sin=m.
F(n+A+2)
La propiedad total se demuestra de manera similar a la 1.4.4. O

Lema 1.4.10. Seap >0 y z € C tal que |z| < 1. Entonces

(1—|—z)_pzz M 2",
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Por lo tanto, por (1.3) y en virtud del Lema 1.4.10, el nticleo reproductor en A3 (D)
estd dado por
1= T(n+A+2) 4

KDx - = Sk
2 (w) w4 nT(A 1 2) ws

= 1 (1-— wE)_’\_2
1
T r(1—wp) 9

Espacio de Bergman ponderado en el semiplano superior

Para A > —1, sea
dAx(z) = 2* (Im(2))" dA(z).
Denotemos por Ai (IT) al espacio de Bergman ponderado en el semiplano superior,

el cual consiste de todas las funciones analiticas en Il y cuadrado integrables con la
medida dA,.

Proposicién 1.4.11. Sean D y E conjuntos no vacios, H1 un EHNR sobre E, con
niicleo reproductor (K1) .cp y Ho un espacio pre-Hilbert de funciones sobre D. Su-
pongamos que A es un operador unitario de Hi en Ho tal que

(Af)(2) =p(2)f(e(2)) (€D, feH),

donde p: D — E y p: D — C. Entonces, H = A(H1) es un EHNR, y el nicleo
reproductor en H estd dado por

K. (w) = plR) KM (p(w))p(w). (1.10)

Demostracion. Debido a que A es un operador unitario y que H; es un espacio de
Hilbert, entonces A(#H1) es también un espacio de Hilbert. Afirmamos pues, que la fa-

milia (K,).ep es un nicleo reproductor de H. En efecto, nétese que K, = p(z )AKZL(;)

es un elemento de H, pues p(z) € C. Sean ahora f € H arbitraria, entonces existe
g € Hi tal que f = Ag. Luego, para z € D,

F(2) = p(2)9(0(2) = p(=) (g, KP4, Yoy = pl(2)( Ag, AKH Yy = (f, K. Ypg. O

Consideremos la transformacién de Mobius « : IT — D dada en (1.6). Apliquemos

V2

w+1

A2
la Proposicién 1.4.11, con p(w) = ( ) . Luego, el niticleo reproductor en

A3 (IT) estd dado por
K™ (w) = p(w) K3, (a(w)) p(z)
[ A+2 (w)z -\ [ V3 A2
S \w+i ( 2i(z —w) > z—1i

i)\+2

~ (1.11)
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Espacio de Fock

Denotaremos por F2(C) al espacio de Fock, que consiste de todas las funciones
enteras y cuadrado integrables con la medida gaussiana

dup(z) = eI dA(z).
Proposicién 1.4.12. El espacio F2(C) es un subespacio cerrado de L*(C, dp).

Demostracion. Sea R > 0. De las propiedades de las funciones analiticas se tiene que
para todo z € Dy g

flz) = f(w) dA(w).

Do,r
Debido a que du es una medida de probabilidad, lo anterior implica que

FOI < Crllfl . V2 € Dog.

Sea entonces (fy,),-; una sucesién convergente en F2(C). En particular, (f,) ., es
una sucesion de Cauchy, y por lo anterior, se tiene que

1fi(2) = fu(2)| < Crlfj = fell p2cy» V2 € Do,r.
Luego, la sucesién (f,(2))5%; es uniformemente convergente en Dy . Asi,
If = 9||L2(c,du) — 0,

para alguna g € L?(C, du), y por otra parte, || f — || — 0 en subconjuntos compactos
para alguna h analitica en C. Finalmente, si K es un compacto en C, entonces

l9lx = hlxllz2c) < lglx = falkllz2c) + 1fnlx = Rl 72y = 0,

es decir, g = h ctp. Por lo tanto, F2?(C) es cerrado. O

Afirmamos que el conjunto {1, 22,23, ...} es un conjunto ortogonal en F?(C). En
efecto, tomemos z = re'?, asf

(2", 2") = Az”ﬁdu(z)

oo 27
:/ T"erefrzrdr/ e(n—m)ifdo
0 0

=7 0pnm / rtm o= o dp
0
:WF(TH_Tm—l-l) On,m

Notemos que I'(n + 1) = nl, para n € Z. Luego, el sistema de funciones ¢, (z) =
\/ﬁz” es ortonormal, més atin, (¢,,) es una base para F2(C). Asf, en virtud de (1.3),

el nucleo reproductor tiene la forma

=3 2

n=0

w1
WD) Lz (1.12)

il
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Espacio de ondiculas

Sean 1: R — R una funcién cualquiera y (A, a) € Ry x R. Denotemos por ¢ , a
la funcion

Ura(r) = \%w (x;a> VaeR. (1.13)

Definicién 1.4.13 (Condicién de admisibilidad). Diremos que una funcién ¥ €
LY(R) N L?(R) es una ondicula admisible (o simplemente ondicula) si

T 2
/ [T =1, VaeR\ {0},

donde U es la transformada de Fourier de la funcién .

Definicién 1.4.14 (Transformada de ondicula continua). Sea ¥ € L'(R) N L*(R).
Definimos la transformada de ondicula continua asociada a la funcion ¥ como el
operador Wy : L?(R) — L?(R, x R) tal que para cada funciéon f € L?*(R) y cada
()\7 a) S R+ X R,

Wa ) a) = (f Ura)rom = / (@) Tra(@) de, (1.14)

donde V) , denota la accién de Ry x R sobre ¥ descrita en (1.13).
Tomemos Hy = Wy (L2(R)). Sea la familia (K(A,a))

que para cada (u,b) € Ry x R,
Kona) (1,0) = (Uaas Ypup) = WaVira) (1, 0). (1.15)

Proposicion 1.4.15. La familia de funciones (K(/\,a))

(\a)eRy xR © HEE tal

(M a)ERy xR es un nicleo repro-

ductor en Hy.

Demostracion. Sea g € Hy arbitraria. Luego, g = Wy f para alguna f € L?(R).
Entonces, para cualquier (A, a) € Ry xR

g(/\’a) = (W‘I’f) (Ava) = <f7 \I’/\,a>
= <W‘I’f’ W‘P\II)\’G> = <W‘Pfa K()\,a)>
= <ga K(A,a)>' O

Espacio de Bergman armonico en el semiplano superior

Notemos que el espacio de Bergman A2(IT) puede ser descrito de manera alter-
nativa como el subespacio cerrado de L?(ID) que consiste de todas las funciones que

satisfacen la ecuacién 9 5 5

Denotaremos por A2 (I1) al espacio anti-Bergman sobre el semiplano superior, el
cual consiste de todas las funciones anti-analiticas en L2(II), i.e, todas las funciones

que satisfacen la ecuacién
0 0 0
2—f=|5 -1 =0.
0z <8x ' 8y> ;=0
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De lo anterior, denotaremos por H2(II) al espacio de Bergman armdnico en el
semiplano superior, esto es, el subespacio cerrado de L?(IT) que consiste de todas las
funciones complejo-valuadas f(z) = u(z) +1iv(z), con v y v funciones real-valuadas,
tales que

o*f 0°f
Alf) ==+ =0,

donde z = x +1iy.
De lo anterior, se tiene que el espacio de Bergman armoénico es la suma directa del
espacio de Bergman y del espacio anti-Bergman, esto es,

H2(IT) = A%(I) & A%(II).
Luego, el NR en H2(II) est4 dado por

1 1
Kaw) = = — o (1.16)

Espacio de Bergman polianalitico en el semiplano superior

Denotaremos por A2 (I1) al espacio de funciones n-analiticas, esto es, funciones

f(x,y) que satisfacen la ecuacién
a n
— 1.17
(5) 7=0 (117)
con z =x +1iy.

Consideremos ahora el espacio A%n)(H) de funciones n-analiticas puras, es decir,
A7 () = AZ(I) 0 (A2, (1)
={f e AL(ID): f L A;_,(ID)}.

El espacio A?n) (IT) es un EHNR. M4s aun, se sabe que el NR [27, Teorema 3.4.1]
esta dado por

n N — ne1 [W—wW T rz-z\"
K ><w>=K?<w>ZZﬁj,kl(w_z> (z—w) ’

donde )
n—1 — (_1)j+k ( TL' ) (.7 + k+ 1)'

ik Gk (=) (n— k)

Espacio de Bergman en el dominio de Siegel

Sea B™ := {2z = (21,...,2,) € C": |2|2 = |z1|> + - - - 4 |2,|® < 1} la bola unitaria
en C". Usaremos la notacién C* = C"~! x C, de tal manera que z = (2/, z,,), donde
2 = (21,...,2n-1) €C"L 2z, € C.

Denotemos por D,, al dominio de Siegel en C™ definido como

D, ={z=(¢,2,) € C" ' xC: Im(z,) — |2']* > 0}.
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La transformada de Cayley ¢ = w(z), dada por

2k

=i , k=1,...,n—1,

s ll—l—zn "
.1_Zn

=i

es un biholomorfismo de B™ en D,,. Su transformada inversa z = w™1(¢) estd dada
por

21k
= — k=1,.. -1
2k 1_1<na y y TV )
1+i<n
2 = B
]-_lgn

Denotemos ahora por A?(B") y por A?(D,,) a los espacios de Bergman sobre B"
vy D,,, respectivamente; esto es, las funciones analiticas y cuadrado integrables sobre
B™ y D, respectivamente.

Se sabe que el nicleo reproductor en la bola unitaria [30] estd dado por

n 1 1
K; (2) = = — . (1.18)
¢ (1 - <Zv <>)n+1 (1 - 22:1 Zka)n+1

En virtud de la Proposicién 1.4.11, es posible calcular el nticleo reproductor en el
dominio de Siegel D,,, a través del nicleo reproductor en la bola unitaria, a saber,
éste estd dado por

KD (v) = p(w) K2,y (0(0)) p(0),

donde, en este caso, u,v € D,, ¢ = w? es el biholomorfismo descrito arriba,

) . Esto es

p: D,, — C estd dada por p(u

K= <1+1un> ( 5w (1—2ivn>n+l

_ ( ) L (i)l —iv) e
(1 +1un)(1 —ivy) Al (s (g )
1

(25 = (v w)™

/—\

1.5. Sobre algebras de operadores

A continuacién abordaremos algunos resultados elementales que usaremos en esta
tesis sin hacer énfasis en las demostraciones debido a que no es el objetivo principal
en este trabajo. No obstante, los detalles sobre tales resultados pueden hallarse en
libros bésicos de &lgebras de operadores, tales como [3,14,28] y otros.

Definicién 1.5.1. Un espacio vectorial normado (4, || - ||) sobre C es un dlgebra nor-
mada si es un algebra y la norma es submultiplicativa, esto es,

eyl < llzll-llyll,  Va,y e A
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Diremos ademas que A es unitaria o que tiene identidad si existe e € A tal que
ex = x = xe para todo z € A.

Asumiremos que A es asociativa y conmutativa.

Definicién 1.5.2 (Algebra de Banach). Un dlgebra normada es un dlgebra de Banach
si el espacio normado (A, || - ||) es un espacio de Banach.

Ejemplo 1.5.3. El ejemplo maés simple de algebra de Banach es A = C, con la norma
llz|l = |z| (el médulo de z).

Ejemplo 1.5.4. Sea H un espacio de Hilbert. Entonces B(#) es un algebra de Banach
con la norma de operadores, el producto dado por la composiciéon de operadores y con
el operador identidad I como unidad.

Notemos que si H = M,,(C), entonces se tiene el dlgebra de matrices n x n sobre
C, con el producto usual de matrices.

Definicién 1.5.5 (Algebra C*). Un dlgebra C* es un algebra de Banach A con una
operacién x: A — A, tal que satisface las propiedades siguientes para todo z,y € Ay
a,beC:

(a) (z7)" ==,
(b) (az + by)* = ax* + by*,
(c) (zy)" =y a~,
(@ fla*a] = llz]>
Cualquier aplicacién x — z* que satisface (a), (b) y (c) es llamada involucidn.
Ejemplo 1.5.6. A =C con z* = Z es el ejemplo més simple.
Ejemplo 1.5.7. A= L>®(R) con f* = f es un &lgebra C* conmutativa.
Ejemplo 1.5.8. A = B(#) con la operacién adjunta usual como involucién es un
algebra C*.
Teorema 1.5.9 (Gelfand-Neumark). Toda dlgebra C* es isomorfa a una subdlgebra

de B(H), donde H es un espacio de Hilbert.

Definicién 1.5.10. Sean H un espacio de Hilbert y M un subconjunto de B(H),
definimos el conmutador de M como

M ={TeB(H): TS=ST VSeM}

Diremos que un subconjunto M de B(H) es autoadjunto si para cualquier T' € M se
tiene que T* € M.

Definicién 1.5.11 (Algebra de von Neumann). Un dlgebra de von Neumann o dlgebra
W* es una subdlgebra A autoadjunta de B(#H) tal que A” = A.

Observacion 1.5.12. Es posible caracterizar a las dlgebras de von Neumann como
aquellas subdlgebras de B(#) que son autoadjuntas y cerradas bajo la topologia débil
de operadores (TDO), la cual abordaremos en el siguiente capitulo. Ademds, a través
de la construccién GNS se verifica que un dlgebra C* es una subdlgebra de B(H) que
es autoadjunta y cerrada con la topologia generada por la norma. Por lo tanto, se
concluye que un dlgebra C* contenida en B(?) que es unitaria y ademds cerrada en
la TDO es un dlgebra de von Neumann [28, Sec. 14].
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Capitulo

Caracterizacion de los
operadores de multiplicacion

En este capitulo estudiaremos el dlgebra C* de operadores de multiplicacién con
simbolos acotados y la relacion de éstos con la transformada de Fourier.

En la Seccién 2.1 haremos énfasis en la propiedades de los operadores de multi-
plicacién. En la Seccién 2.2, revisamos algunos resultados elementales sobre espacios
topolégicos, principalmente bases topolégicas, con las cuales, en la Seccién 3.3 descri-
biremos la topologia débil-*, en L>°(R), as{ como la convergencia a través de redes. A
continuacion, en las Secciones 2.3 y 2.4, nuestro objetivo serd mostrar que el espacio
generado por las combinaciones lineales de los caracteres del grupo R es denso en
L>(R) con respecto a la topologia antes mencionada. Posteriormente, en la Seccién
2.5, veremos algunos criterios del operador de multiplicacién, principalmente a través
de la conmutatividad con multiplicadores por caracteres, con lo cual finalizamos en
la Seccién 2.6.

2.1. Operadores de multiplicacion

Consideremos un conjunto X, .# una o-élgebra de subconjuntos de X y una
medida p definida sobre % . Denotaremos simplemente por (X, i) al espacio de medida
conformado por la terna (X, %, ).

Definicién 2.1.1 (Operador de multiplicacién en L?(X,u)). Dado b € L>®(X, u),
definimos el operador de multiplicacién con simbolo b como My: L*(X, u) — L?(X, )
mediante la regla

(M f)(x) = b(z) f(x).
Notemos que si b € L>=(X,u) y f € L*(X, ), entonces
J IR @ dute) = [ @ dute) < B [ 1@ dnte) < -+oc.
luego,
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1Mo < 1[Il » (2.1)
de tal manera que M, € B(L?(X, u)).

Proposicién 2.1.2 (Aritmética de los operadores de multiplicacién). Sean a,b €
L™ (X, pu) y A € C, entonces:

@

) Moo = My + Mo,
(ii) Mo = AM,,
(iti) Mo My = May,
(iv) M
Demostracién. Sean a,b € L®(X, ), A€ Cy f,q € L*(X, ).
(i) Moyof = (a+b)f =af +bf = Mof + Myf = (Mo + My) f.
(ii) Mxof = (Aa)f = Aaf) = AMaf.
(ili) (MoMy)f = a(bf) = (ab)f = Mayf-
)

(iv) Notemos que
(Mif.g) = (f Mag) = [ ) Vag@) dnto) = [ (o)) ) dua)

- /X a(@) () (@) = /X M f (2) 9(@) du(z) = ( My, g),

para todo f,g € L?(X, i), luego M} = M.

Proposicién 2.1.3. Sean (X, u) un espacio de medida p o-finita, b: X — C una
funcion p-medible y S € B(L*(X,p)) tal que Sf = bf para cada f en L*(X,p) N
L>®(X, p). Entonces b e L=(X,u), ||bl = 1IS]| ¥y S = M.

Demostracion. Ya que p es o-finita, entonces existe una sucesién (Y )ken de espacios

de medida finita tal que X = U Y}, mas atn, es posible tomar los Y disjuntos a

keN
pares.

Sea D = {z € X: |b(z)| > |S||}. Consideremos los conjuntos Zy, = {x €
Yii: [b(z)] = ||S]| + £}, los cuales son de medida finita puesto que son subconjuntos
de Yy. Sea fin = 1z, ,; entonces, para cualesquiera k,n € N,

1finlls = 1(Zrn) < p(Yi) < +o0,

asi que fr.n, € L?(X, 1) N L>®(X, ). Por otra parte,

1 2
10l = 105l = [ 1P dnto) = (5 +11) lZin)
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IS fronlly < 1S 1(Zsesn),

de tal manera que

1 2
(3 +11) utZea) < SIP n(Z),

luego, u(Zy ) = 0. Pero D = U Z n, es decir, p(D) = 0.

k,neN
Por lo tanto, [|b]|,, < ||S]|, mas atn M, estd bien definido y es acotado, de donde
S = M, en L*(X, u) N L®(X, i), el cual es denso en L?(X, p). O

Proposicién 2.1.4. Sea (X, i) un espacio de medida o-finita . Sea S € B(L*(X, 1))
tal que SMy = MyS para toda b € L™(X, ). Entonces existe a € L>=°(X, u) tal que
S =M,.

Demostracion. De manera analoga a la demostraciéon anterior, es posible hallar una
sucesion (Y )ren de conjuntos disjuntos a pares tal que X = U Y%, donde p(Yy) <

keN
+00. Sea ay = Sly,, luego

ly,ax = My, Sly, = SM,, 1y, = Sly, = ay.
Sea ahora f € L?(X,u) N L>(X, ) tal que fly, = f, entonces
Sf = S(f].yk) == SMflyk == MfS]_yk = Mfak = akf,

asi, de la Proposicién 2.1.3 se tiene que [|ax|, < ||S]|. Definamos ahora a: X — C
mediante la regla

a(z) = Z ag(x).

keN

Por otra parte notemos que cada f en L%(X, u) N L>(X, u) se puede descomponer en
la serie ortogonal convergente en L?(X, ) siguiente:

kEN
Como S es un operador lineal acotado,
Sf=Y Sy f) = arf
keN keN

Finalmente, si x € X, elegimos j € N tal que = € Yj. Asi, para cualquier m > j, se
tiene que

Luego, la serie Zakf converge en L?(X,u) a af, de lo cual se concluye que S =

keN
M,. O
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2.2. Sobre espacios topologicos

A continuacion, revisaremos algunos conceptos y resultados elementales de espa-
cios topoldgicos, que utilizaremos en lo que resta de este capitulo. Es posible hallar
el resto de los detalles en cualquier libro estandar de topologia, o que contenga los
rudimentos de espacios topolégicos, por ejemplo [19,23].

Definicién 2.2.1. Sea J un conjunto no vacio y > una relacién binaria. Decimos
que la pareja (7, =) es un conjunto dirigido si la relacién > es simétrica y transitiva,
y cualquier par de elementos de J tiene cota superior.

Definicién 2.2.2. Una red en un conjunto X es una funcién n € X7, donde J es
un conjunto dirigido y X arbitrario.

Definicién 2.2.3. Sea z = (z;);c s una red en un espacio topoldgico (X, 7) y y € X.
Entonces se dice que el punto y es el limite de la red x, y se denota por hrg x; =1y, si
JE

y solo si cualquier vecindad abierta de y contiene al menos un punto de la red. Esto
es,

lmzj=y <<= (VA7) (@ €T)(Vizj) €4,

J
donde 7y :={Aer:ye A}

Proposicién 2.2.4. Sean (X,7) un espacio topldgico, Y C X y z € X. Entonces
z € clos (Y') si y solo si existe una red (z;);cg enY tal que Jller%(x]) =z.
Demostracion. Supongamos primero que z € clos (Y). Sea J = 7., donde la relacién
binaria estda dada por A,B € J, A= Bsiysolosi AC B. Para cada A € J elegimos
x4 € ANY, asi, formamos la red (x4)acs en Y. Si A,B € J, con B = A, entonces
B C A, luego xp € A, es decir, }EEH}(“) = z.

Supongamos ahora que existe una red (z;);es en Y tal que hrr} x; = 2. Sea
Jje

A € 7,. Entonces, existe jo € J tal que para todo j = jo z; € A, pero x;, € A, luego,
z € clos (Y). O

Proposicién 2.2.5. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Sean Y y Z subconjuntos de
X tales que Z C Y, clos(Y) =X yY Cclos(Z). Entonces clos (Z) = X.

Demostracion. Como Z C Y, entonces clos (Z) C clos (V) = X.
Para la otra contencién, basta con observar que X = clos (YY) C clos (clos (Z)) =
clos (Z). O

Definicién 2.2.6. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Una coleccién de conjuntos B
de 7 es una base para 7 si dado A € 7, existe (Ba)acr C B tal que A =J,; Ba.

Proposicién 2.2.7. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y B una coleccion de conjuntos
de 7. Entonces B es una base para T si y solo si para todo A € T y para todo x € A,
existe B € B tal que x € B C A.

Demostracion. Supongamos primero que B es una base para 7. Entonces, para A € T,
existe (Ba)acr C B tal que A = (J,c; Ba, luego, si © € A, existe ag € I tal que
x € B,, C A.

Sean ahora A € 7y x € A. Sea B, € Btal que x € B, C A, luego A =J,c 4 B,. O
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Proposicién 2.2.8. Sea B una base para la topologia 7. Entonces
(i) X se puede escribir como unidn de elementos de B,

(ii) la interseccion de dos elementos de B se puede escribir como unidn de dos
elementos de B.

Proposicién 2.2.9. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y B C 2% tal que satisface (i)
y (i) de la Proposicion 2.2.8. Entonces

ri={acx:3ccB a=Jc},

es una topologia en 7 y B es una base de 7, donde | JC = {z: 3C € C, x € C} =
Ucec C- Diremos que B es base para una topologia en X (o base topoldgica). Diremos
ademds que T es la topologia generada por B.

Demostracion. Es claro que B C 7. De (i), se tiene que X = |JB, luego X € 7.
Ademés, es inmediato que ) € 7. Si C € 7, es facil ver que | JC € 7. Mostremos
entonces que si Ay, Ay € 7, entonces A1 N As € T

Para Aj, As, existen C1,Co C B tales que Ay = JC1 v Aa =JCa, luego AyN Ay =
(UC1) N (UC2) € 7, pues es interseccién de dos abiertos. O

Proposicién 2.2.10. Sean X un conjunto, S C 2% y
B:= {BCX: 3F C S, F finito, B:ﬂf}

y 7 la topologia que corresponde a B, es decir, la topologia generada por B. Entonces
B es base para una topologia en X. Si T es la topologia generada por B, entonces T es
la topologia mds gruesa que contiene a S.

Demostracion. Veamos que se satisfacen (i) y (ii) de la Proposicién 2.2.8. En efecto,
(i) Basta con ver que € = X.

(ii) Sean Bj, By € B, entonces existen respectivos Fi, Fo C S finitos, tales que
Bl = ﬂ]:l y BQ = ﬂfg, pero B1 n Bg = ﬂ(]:l U .7:2)

O

Definicién 2.2.11. Sean X un conjunto, ((Yj,7;))jes una familia de espacios to-
poldgicos y (fj)jes una familia de funciones tal que para todo j € J, f; € YJ-X. Sea
T la coleccién de todas las uniones de intersecciones finitas de los conjuntos fjfl(Bj),
para todo j € J, con B; € 7;. Entonces T es una topologia en X. Més atn, es la to-
pologia mds débil o gruesa con respecto a la cual todas las funciones f; son continuas.
Llamaremos a T la topologia débil en X inducida por la familia (f;);er.

Equivalentemente, diremos que T es la topologia més gruesa o débil que contiene
al siguiente conjunto:

S={ACX:(3jeJ)@Ber;), A=f (B}
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Definicién 2.2.12 (Espacio vectorial topoldgico localmente convexo definido por una
familia de seminormas). Sean V' un espacio vectorial complejo y (p;);cs una familia
de seminormas en V tal que para todo z € V' \ {0}, existe j € J tal que p;(x) > 0.
Definimos sobre V' la topologia T como la topologia con respecto a la cual son continuas
las funciones ¢, ;(y) == p;(y — x).

Para esta topologia, el siguiente conjunto es una base:

B:{apj_l(ﬂ))—&—x:oze@,jej, x €V},
donde D= {z e C: |z] < 1}.

Definicién 2.2.13 (topologia débil-*). Sean V un espacio de Banach y V* su espacio
dual. Para cada @ € V definimos la funcidn evaluacion 1, : V* — C por ¢, (p) =
o(x). La topologia débil-* en V* se define como la topologia més gruesa entre todas
las topologias con respecto a las cuales todas las funciones ¢, son continuas.

Observacion 2.2.14. La topologia débil-* es la topologia del espacio vectorial local-
mente convexo asociada a la familia de seminormas.

2.3. Topologia débil-* en L

Denotemos por p a la medida de Lebesgue en R y usemos la notacién L'(R) y
L>(R) en el sentido usual. Es bien sabido que L*°(R) es isométricamente isomorfo
al espacio dual de L*(R). De hecho, dada una funcién f en L'(R), se define ¢y :
L>*(R) — C por

osa) = [ fadn

Es evidente que ¢y es un funcional lineal. Mas atn, ¢ es acotado con respecto a la
norma || - || .

Conforme a la definiciéon general de topologia débil-* en el dual de un espacio
vectorial topoldgico (Definicién 2.2.11), la topologia débil-* en L*°(R) es definida
como la topologia més gruesa en L*°(R) tal que para cada f en L*°(R) el funcional
@y es continuo.

Explicitamente esta topologia puede describirse como sigue. Dada una funcién a
en L°°(R), un subconjunto finito F' de L'(R) y un ntimero ¢ > 0, pongamos

Usre ={be L*[R):VfeF, |ps(b—a)| <c}.

Definamos entonces T como la familia de subconjuntos de L>°(R) siguiente. Un con-
junto A pertenece a T si y solo si para todo a en A existe un subconjunto finito F' de
LY(R) y un nimero € > 0 tal que U, p. C A.

Afirmamos que T es una topologia en L>°(R). En efecto, si b € L>®(R), y

By = {Upr.: F C L'Y(R) finito y £ > 0},

entonces T es la topologfa inducida por (Bp)per~r). Se dice que T es la topologia
definida por la familia de seminormas {¢s : f € L'(R)}. Notemos que a través de
esta construccion se definen los espacios topoldgicos localmente convexos. Ademés,
la familia (By)pcr~(r) forma un sistema de bases locales, es decir, para cada b en
L>(R), los conjuntos {Up, .} forman una base local de T en b.
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Proposicién 2.3.1. La topologia T es la mds gruesa en L™ (R) respecto a la cual los
funcionales ¢, con f € L*(R), son continuos.

Demostracion.

a) Sea T una topologia en L>°(R) para la cual el funcional ¢¢ es continuo para
cada f € L'(R). Sean a € L*(R), F C L*(R) finito y € > 0, entonces

Ua,F,E = n va
fer

donde Vy :={b e L>®(R) : |ps(b—a)| < €}. Sin embargo, notemos que

beVy & gpb—a)eeD &  ¢rd) €prla)+eD
& be w;l(gaf(a) +eD).

Luego,
Uare = ) ¢7"(¢5(a) + D).
fer

Asi que U, g € T. Por tanto, T C T'.

b) Sean ahora f € L'(R) y a € L®(R). Veamos que ¢ es continua en a. Sin
embargo, si € > 0y b € U, (5., entonces [pr(a) — ¢r(b)| <e, ie.,

@5 (Ua,isy.e) € psla) +eD. O

Sean b € L>®(R) y (a;)jes una red en L>(R). De aqui en adelante escribiremos
aj ——* b o solamente a; — b si (a;);es converge a b en la topologia T.

JjE
Proposiciéon 2.3.2. Sean b € L>(R) y (a;)jes una red en L>°(R). Entonces, a; — b
si y solo si para todo f € L'(R),

lim a;) = b).

jej‘Pf( i) = »s(b)
Demostracion. Supongamos primero que a; — b. Entonces, para todo A € T, existe
jo € J tal que para todo j = jo, a; € A. Sean entonces f € L'(R) y € > 0; de la
definicién existe jo € J tal que para todo j = jo, a; € Uy q5y.c, i-e.,

lor(a;) —@r(d)| < e.

Por otro lado, sea ahora a € Ty, entonces existen F' C L!(R) finito, pongamos
F={f1,...,fp}, vy € >0 tales que Up . C A. Ademds, existen ji,...,J, € J tales
que para todo k € {1,2,...,p} y para todo j = ji, |¢y.(a;) — ¢y, (b)| < e. Como J

es un conjunto dirigido, existe jo € J cota superior de {ji,...,Jp}, de tal manera
que para cualesquiera j = joy f € F, |ps(a;) — ¢s(b)| < ¢, i.e. para todo j > jo,
aj € Ub)F’E C A. O
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2.4. Densidad en L*° de las funciones suaves
de soporte compacto

Denotemos por Cy(R) al conjunto de todas las funciones continuas y acotadas
R — C dotado con la norma del supremo. Es facil ver que este conjunto esta encajado
en L (R): a cada funcién a en Cp(R) le corresponde su clase de equivalencia.

Recordemos que para una funcién a : R — C, se define el soporte de ésta como

clos({z € R:a(x) # 0}).

Denotemos por C.(R) al conjunto de todas las funciones continuas R — C con soporte
compacto.
Dado un subconjunto E de R, denotemos por 1g a su funcién caracteristica.

Proposicién 2.4.1. Sea a € L>°(R). Entonces, al|_g 1) — a cuando L — oo.

Demostracion. Para cada f € L'(R) se tiene

lor(a—ali_y )l = )/Rf(a —alj_j) d#'

< / |faldp
R\[—k,k]

<ol [ 1710
R\[=k,k]

)

Sea ahora hy = f1g\[_k - Notemos que para todo x € R,

lim hy(z) = 0.

k—o0

Ademas, |hi| < |f]. En virtud del Teorema de Convergencia Mondtona,

[ istans i [ julau=o.
R\[—k, k] k—oo Jg

Asi que, dado € > 0, es posible hallar k € N tal que fR\[_k . |fldp < =5—. Final-

lallo

mente, si L > k, entonces

erla-atiop)l <ol [ Afldu<al, [ (flde<e
R\[-L,L] R\[—k,k]

O

Lema 2.4.2 (Teorema de continuidad de la integral). Sea f: R — C una funcion
integrable. Entonces, para todo € > 0 existe § > 0 tal que, para cada 'Y C R medible,

con p(Y') < 4, se cumple
‘/ fdu‘ﬁ/ [fldu <e.
Y Y

La demostracién de este resultado puede hallarse en [22, Teorema 9.6].
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Lema 2.4.3 (Teorema de Luzin). Sea E C R un subconjunto medible y f: E — C
una funcion medible. Entonces, para cada 6 > 0 existe un subconjunto cerrado F C E,
con W(E\ F) < § tal que f|F es continua.
n
Demostracion. Se probara primero para funciones simples. Sea & = Zalej una
=1
funcién simple, con E; N E; =, si i # j. Fijemos § > 0. Como Ej es riledible, existe
un conjunto cerrado F; C Ej; tal que

Luego,

es cerrado y u(E\ F) < 0.

Si E es acotado, entonces F;; es compacto; luego, dist (Fj, Fy) > 0, si j # k. Ya que
¢ es constante en cada F, se sigue que £|r es continua. Si £ no es acotado, considere
los conjuntos

E,={zcE: k<|z| <k+1}. (%)

Sea ahora f: E — C una funcién medible arbitraria. Tomemos (£, )necn una sucesion
de funciones simples tal que &,(z) — f(z) para cada x € E. Fijemos § > 0. Por el
caso anterior, para cada n € N es posible hallarun cerrado F,, C F tal que

0
H(EN\ Fp) < it

y &n|r, es continua. Si E es acotado, ya que p es una medida de Radon y por el
teorema de Egorov, existe un cerrado Fy C E tal que

)
n(E\ Fo) < 3
y &, converge uniformemente a f en Fy. Definimos F' = ﬂ F,,. Entonces F' es
n=0
cerrado, ya que F), lo es para cadan € N; y
e\ r) - (U m)) <3 s <o
n=0 n=0

Asi, como &,|F, es continua, entonces &,|r es continua; a que &, converge uni-
? n ? ’

formemente a f en F, se tiene que f|p es continua. Finalmente, si F no es acotado,

basta considerar los conjuntos Ej; (). O

Lema 2.4.4 (Teorema de extensién de Tietze). Sean F un subconjunto cerrado de un
espacio normal X y f: F — C una funcion continua. Entonces, exriste una funcion g
continua en X con valores en C tal que g|p = f. Ademds,

sup |g(x)| = sup | f(z)].
rzeX zelF
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Demostracion. Sea f: F — C una funcién continua, donde F' es un subconjunto
cerrado de un espacio normal X. Pongamos f = u + iv, donde u,v: F' — R; luego,
tales funciones son continuas. Supongamos primero que u(z) > 0 para cada z € F.

u
Pongamos n = T y notemos que n: I — (0,1) C [0, 1] es una funcién continua.
u
Por el lema de Uryson, existe una extensién continua ng: X — [0,1] de n.
Pongamos ahora B = 55 *({1}) y notemos que B es cerrado. Ademds, como 0 <
no(z) < 1 para cada = € F, se tiene que BN F = (. Una vez mds, por el lema de
Uryson, existe una funcién continua £: X — [0, 1] tal que £(¢) = 1 para todo ¢ € F,

y &(b) = 0 para todo b € B. Notemos ahora que la funcién w = /0 es una

1—¢&no

extension continua de u a todo X con valores en R.

Para el caso general, tomamos u: F' — R y escribimos, u = u* — u~, donde u™* y
u~ son funciones continuas y no negativas. Luego, por todo lo anterior, existen dos
funciones continuas &, &> que extienden a ut y u™, respectivamente. Asi, notemos
que g1 =& —&: X — R es continua y g;|r = u. Andlogamente para la funcién v, es
posible hallar una funcién continua go: X — R tal que go|p = v.

Finalmente, notemos que la funcién g .= g1 +igs: X — C es una funcién continua
tal que g|p = f. Més atin, por construccién de g, se tiene que

+

sup |g(z)| = sup | f(z)].
reX zeF

O

Corolario 2.4.5. Sean f € L*(R) y L,e > 0. Entonces, existe g € C.(R) tal que

19lloe = £l ¥
p{ze[=L, L]: f(z) # g(x)}) <e.

Demostracion. Aplicamos el Teorema 2.4.3 en [—L, L] y encontramos un conjunto
cerrado F C [—L, L] tal que u([—L, L]\ F) < € y f|r es continua. Tomemos F; =
F U {—2L,2L} y definamos f;: F — C mediante la regla

_ f(x)7 stz € F,
fi(x) = { 0, size{-2L,2L}.

Aplicamos ahora el Teorema 2.4.4 en [—2L, 2L] y obtenemos una funcién continua fs.
Definamos ahora ¢g: R — C mediante

fa(z), six € [-2L,2L],
9(z) = { 0, sizeR\[-2L,2L)

Finalmente, es evidente que g € C.(R), y |9l = |fl - O
Proposicién 2.4.6. C.(R) es un subconjunto denso de (L*°(R),T).

Demostracion. Sean b € (L*°(R),7), e >0y fi,..., fm € L*(R). Encontramos en-
tonces L > 0 tal que para todo 5 € {1,...,m},

foe < 7L
-z, 40l
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Aplicamos ahora el Corolario 2.4.5 en [—L, L] y hallamos una funcién a € C.(R) tal
que |la| ., < ||b||,- Pongamos E = {x € [-L,L]: a(x) # b(x)}, entonces u(E)

Luego,

)
<6

pr(a—b)| = ‘A<ab>fj du‘
S/R\[_LLJ(a—b)fjldw/[_L \El(a—b)fjldqu/E(a—b)fjldu

)

< 2|b]

+0+2b|

= 4||b|| > 4Hb||

O

Definicién 2.4.7. Una funcion de prueba ¢: R — C es una funcién con soporte
compacto e infinitamente suave. Denotemos por CZ°(R) al conjunto de todas las
funciones de prueba.

Proposicién 2.4.8. C°(R) es denso en C.(R).

Demostracion. Sea f una funcién no negativa de clase C°(R) tal que / fdp =1

Entonces la sucesion (gi)ren definida por gi(z) := kf(kz) es una sucesién de Dirac,
ie.

. VzeR, VYkeN, g(z)>0;
i. VEeN, [iogdp=1;

i V>0, fp g9k du o

Dada una funcién a € C.(R), afirmamos que la convolucién gi * a pertenece a C.(R).
En efecto, tomemos x € R tal que (g * a)(z) # 0, es decir,

(g1 * @) (z) = / g(y) a(z — ) dy #0,

luego, existe y € R tal que gx(y) a(x—y) # 0. Asi que y € supp (gx) y *—y € supp (a),
de donde z € supp (gx) + supp (a). De tal manera que

{z € R: (g * a)(x) # 0} C supp (gx) + supp (a).
Ademsds, como supp (gx) v supp (a) son conjuntos cerrados, se sigue que
supp (gx * a) C clos (supp (gx) + supp (a)) = supp (gx) + supp (a).
Por lo tanto, gi xa € C.(R) y la sucesién (g * a)ren converge a a uniformemente. [J
Proposicién 2.4.9. C°(R) es denso en (L*°(R), T).
Demostracion. Se sigue del resultado anterior y de la Proposicién 2.2.5. O
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2.5. Densidad en L* de las combinaciones lineales
de caracteres
Mostraremos ahora que el conjunto de combinaciones lineales de caracteres es

denso en (L*°(R), 7).
Sabemos que dado ¢ € R, la funcién F : R — T definida por

Ee(z) := ¥ 167 (x €R)

es un carater del grupo R, mds atin, cada caracter tiene esta representaciéon. Ademads,
la funcién

P:R >R
§— E¢

es isomorfismo y homeomorfismo.

Notemos que E¢ € Cp(R) para cada £ € R. Denotemos por £ al espacio generado
por {E¢ : £ € R}, ie,

£ = {aecb(R):ameN, 3¢, ,6m ER, HAl,...,AmeR;azz/\kEgk}
k=1

=span{FE; : { € R}.
Luego, de manera natural, se tiene que

E — Cp(R) — LZ(R).
Nuestro objetivo es mostrar que € es denso en (L (R), ).

Proposicién 2.5.1. Sean ¢,d € R, con ¢ < d, f :[c,d] = C una funcién continua-
mente diferencialble e integrable, y p € N,

ar=c+—k  (ke{0,1,....p—1}).
Para cada k € {0,1,...,p— 1} sea S algzin punto en [ag, agy1]. Entonces
d
[ 1@ ) 1 (2:2)
Demostracion. Notemos que
d r=1 Lapy
fae=y [ rea
¢ k=0 Y%k
Luego,
d p—1 Oék+1 Q1
f(€) (Br)| = §)d¢ — f(Br) d§
/ 5[ ron-g [
p—1 Qg1
=D ANTGEVERED
k=0 v %k
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Por el Teorema del Valor Medio, |f(£) — f(Bk) < |€ — Bil ||.f/]| &+ luego,

[ e puae- /B He-mace [ (e

~(Br—a)? + (tht18k)?

2 2
< (a1 — o) (B — o) 4 (apg1 — o) (rr18k)
- 2 2
< M < 1 <d_ C>2.
- 2 -2 p

De tal manera que

p—1 Qg1 p—1 d— 2
)3 MNTCEVCSTED SEI C= TS

k=0 k k=0 p

Por lo tanto,

(d_c)2 /
ST, 1Nl -

f(Br)

O

Proposicién 2.5.2. Sea a € C°(R). Entonces a es un elemento de la cerradura de
& en la topologia T.

Demostracidon. Sea b := a. Entonces, por la férmula de inversién

alz) = / b(€) Fe(x) de. (2.3)

Para cada m € N, denotemos por Oém7]§ a IOS puntos
- i (k [[ 2 Sﬂ)
« B m + S (), m .
m,k m2

Ahora, para m € Ny k € [0,2m3 — 1] es posible hallar un S, k € [k, G k+1]
tal que

[@(Bmp)l = minfa(§)].

&€ m ks0m, k1]

Definimos u,,: R — C como

om3—1

1 —~
U = ﬁ Z a(ﬂm,kEﬁm,k) € .

k=0

Afirmamos que u,, — a cuando m — oco. En efecto, fijemos g € L!(R) y estimemos
la funcién u,, definida arriba, asi como la diferencia a — u,,. Apliquemos ahora la
Proposicién 2.5.1, con f(&) = b(&)e®™ 1% p = 2m3, ¢ = —m y d = m. Notemos que
F1(&) =V (€) e 128 1amize®™ 17 b(¢), luego

1 Moo < N0 llo 27 1] 1Bl o -
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Por otra parte, si |z| < L para algin L € R, entonces
C i
la(@) = um (@) < — (18]l + 2L [1Bl]o)-

Asi, por (2.2):

m ; 2m)?
[ b= a - (o) < S+ 2810l L)
o m
y
1
o) @ < [l (W 2w B, (24)
R\[—m,m)] m

Ahora, para |z| > L, estimemos u,,(x) de la siguiente manera
2m3—1 2m3—1

1 amk+1
i ()] < DB )] Z/ ()] dé < [l

m3
k=0
Notemos ahora que |a(z)| < [|b]|;, luego,

|a(z) — um ()] < 2[b]]; - (2.5)

Asi, para cada m € Ny cada L € Ry, aplicamos (2.4) para |¢| < L y (2.5) para
|x| > L, y obtenemos

3

9l — um)] < / i — al |g] dps + / i — a |g] ds
[-L R\[-L,L]
< I]_(L,m) + Ig(L,m) + Ig(L),

donde
L(L,m) = g, / b g,
R\[—m,m]
1
(L m) = (. +27L 0]..)

I(L) = 2|, /R\[ Isldn

)

Basta tomar L > 0 tal que I3(L) < §. Luego, hallamos mg € N tal que I;(L,m) +
Ir(L,m) < 5 para cada m > mg.
Asi pues, para cada m > mg se tiene que
$gla— wm)| < = 0
Proposicién 2.5.3. £ es denso en (L*°(R), T).

Demostracion. Se sigue de la Proposicién 2.2.5. O
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2.6. Ceriterios del operador de multiplicacion

Denotemos por TDO a la topologia débil de operadores en B(L?(R)) y por M al
conjunto de todos los operadores de multiplicacién con simbolos generadores acotados:

M = {M,: be L=(R)}.

Proposicién 2.6.1. Sea b € L>=(R) y (a;)jes una red en L>(R). Entonces M,,
converge a My en la topologia débil de operadores si y solo si (a;)jey converge a'b en
la topologia <.

Demostracion. (i) Supongamos primero que (M, );jcs converge a M, en TDO. Sea
h € L'(R). Entonces h se puede escribir como h = fg, para algunas f,g € L*(R).
Luego (Mg, f, g) — (Myf, g), lo cual implica que ¢p(a;) — ¢n(b). Como h fue

arbitraria en L'(R) se concluye que a; —— b.

JjET
(ii) Supongamos ahora que a; —j\ b. Afirmamos que (M,;) converge a M; en
JE ’
TDO. En efecto, fijemos f,g € L?(R) y pongamos h = fg. Luego ¢n(a;) — ¢n(b), lo
cual implica que (Mg, f, g) = (Mypf, g). O

De la Proposicién 2.6.1 resulta importante resaltar el corolario siguiente que sub-
raya la importancia de la topologia T.

Corolario 2.6.2. Sea la funcion A: L*°(R) — M tal que b — M,. Entonces, A es un
isomorfismo isométrico de dlgebras C*. Mds ain, A es también un homeomorfismo
del espacio topoldgico (L™ (R),T) en M considerado con la topologia inducida por la
TDO.

Demostracion. Consecuencia de las proposiciones 2.1.4 y 2.6.1, y de las propiedades
aritméticas del operador de multiplicacién (Proposicién 2.1.2). O

Proposicién 2.6.3. Sea X un subconjunto de B(L*(R)) y Y la cerradura de X con
respecto a la TDO. Entonces, el centralizador de Y coincide con el centralizador de
X.

Demostracion. Notemos que si S conmuta con cada elemento de ), entonces, en
particular, S conmuta con cada elemento de X'. Supongamos entonces que S conmuta
con cada elemento de X' y que T es un elemento de ). Por demostrar que ST =T'S.
Para ello es suficiente mostrar que para cualesquiera f,g € L?(R)

(STf,9)=(TSf,9) (2.6)

Sean f,g € L?*(R). Como T € ), existe una red (U;)jes en X tal que converge a T
en la topologia débil de operadores. Luego

(TSf,g)=(T(5f),9) =]1ierg<Uj(Sf), g) =Jh’erg<(Uj5)f7 g)
= Jherg ((SUj)f,9)= ]l,l'erg<S(Ujf)  9) = }ferf%Ujf, S*g)
=(Tf,S"g)=(STf,g).
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Teorema 2.6.4. Sea S € B(L*(R)) tal que para todo & € R, SMp, = Mg, S .
Entonces S € M, es decir, existe b € L™(R) tal que S = M.

Demostracion. Pongamos X = {M: £ € £}. Sabemos de la Proposicién 2.5.3 que
& es denso en (L*°(R), ). Luego, por la Proposicién 2.6.1, la cerradura de £ con la
topologia débil de operadores coincide con M. Ademds, por hipdtesis, el operador S
conmuta con todos los elementos de X'. Por tanto, por la Proposicién 2.6.3, S conmuta
con todos los elementos de M. Finalmente, aplicando le Proposicién 2.1.4 se concluye
que S € M. O

Corolario 2.6.5. Sean Q un subconjunto medible de R y S € B(L*(R)), tales que,
para todo £ € R,
ME&\QS = SME&\Q'

Entonces, existe b € L>(Q) tal que S = M.

Demostracion. Sea T: L?>(R) — L?(R) tal que para toda f € L?(R) y para toda
zecR

(S(flo)) (x) size

(Tf)<x):{0 siz e R\ Q.

Entonces
ITfI* = /Q T f(2))* dz = IS(flo)* < ISI2 11 flell”,

de donde || Tf|| < [|S]|||f]- Luego, T € B(L*(R)).
Sea ahora £ € R, si z € ),

(MpTf)(x) = Ee¢(2)(Tf)(x) = E¢(x)S(fla)(z)
= Mg, ,S(fla)(x) = SMEg, |, (flo)(z)
= S(Mg)|a(z) = (TMg, f)(z).

Asi que Mp T = TMEg, para toda £ € R. Por el Teorema 2.6.4, existe by € L>(R)
tal que T' = b;. Basta con tomar b := b1|q. Luego S = M,,. O

2.7. La transformada de Fourier

Para nosotros es importante notar que R es una grupo abeliano localmente com-
pacto y que la medida p es invariante bajo traslaciones; en otras palabras, y es una
medida de Haar [23, Teorema 5.14].

Recordemos que dado § € R, la funcién E¢: R — T, tal que para cada x € R,

Eg(z) = o*™i7,

es un caracter del grupo R
Definimos la transformada de Fourier F;: L*(R) — L*°(R) mediante la regla

(F 1)(€) = /R Fe(@) £(x) dpu(a).
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Se sabe [6] que para cada f € L'(R) N L?*(R) se cumple la identidad de Plancherel
|Fiflls = |Iflly, v por ello el operador lineal F; se puede extender a un operador
unitario F': L?(R) — L?(R), conocido como transformada de Fourier-Plancherel.

Dado a € R, denotemos por S, al operador de traslacién que actia en L?(R)
mediante la regla

(Saf)(x) = f(x — a).

Afirmamos que
FS,F* = Mg_

-

En efecto, sean f € L?(R) y a € R. Entonces
(FS.0)(€) = [ (SaP)a)e % duta) = [ flo = @)e > duo).
R R

Haciendo v = x —a, se tiene que (F.S,f)(§) = (E_Ff)(), ie., FS, = E_,F, lo cual
equivale a (2.7).

Observacion 2.7.1. Un operador A € B(L?(R)) es llamado multiplicador de L?(R) si A
conmuta con S, para todo a € R. Se sabe que [17, Teorema 4.1.1] la transformada de
Fourier—Plancherel convierte a cada multiplicador de L?(R) en un operador de multi-
plicacién en L?(R). Luego, de (2.7), esto es equivalente al hecho de que los operadores
de multiplicacién que actiian en L?(R) se caracterizan a través de la conmutatividad
con multiplicaciones por caracteres.

Proposicién 2.7.2. Sea A € B(L*(R)) tal que S,A = AS, para toda a € R. Entonces
FAF* e M.

Demostracion. Pongamos B = FAF*. En virtud del Teorema 2.6.4, basta con ver que
BMpg_, = Mg_, B, para todo a € R, donde Mp__ estd dado por (2.7). Sea a € R,
entonces

BMp_, = (FAF*)(FS,F*) = FAS,F* = FS,AF* = (FS,F*)(FAF*) = Mg__ B,

luego, existe b € L>°(R) tal que B = My, es decir, FAF* € M. O
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Capitulo 3

Diagonalizaciéon de los
operadores invariantes bajo
traslaciones

En este capitulo suponemos que H es un espacio de Hilbert con nticleo reproductor
sobre el dominio IT = R x Ry, tal que es invariante bajo traslaciones horizontales,
y estudiamos los operadores lineales acotados que actian en H y conmutan con las
traslaciones horizontales. Bajo ciertas condiciones adicionales construimos un opera-
dor unitario R: H — L?(2) que “diagonaliza” a todos los operadores invariantes bajo
traslaciones horizontales, es decir, los convierte en operadores de multiplicacion.

En la Seccién 3.1 introducimos la clase V de operadores que serd nuestro objeto
de estudio, a saber, todos los operadores lineales acotados que actian en H y que
conmutan con los operadores de traslacion. Veremos ademds, ciertas consideraciones
(suposiciones 1-5) que nos permitirdn justificar resultados posteriores. En la Seccién
3.2 nos enfocamos en la imagen del espacio H bajo la transformada de Fourier con
respecto al primer argumento para, posteriormente, introducir una nueva algebra de
operadores W en dicha imagen y que serd isométricamente isomorfa a V', Seccién
3.3. Mostramos en la Seccién 3.4, el teorema principal de este trabajo, el cual es un
criterio de conmutatividad del dlgebra V. En la Seccién 3.5 mostramos los operadores
unitarios que nos convertiran a los elementos de 1V en operadores de multiplicacion.
Finalmente, en la Seccién 3.6, aplicamos nuestra construccién a operadores de Toeplitz
con simbolos que dependen tnicamente de la coordenada vertical.

Muchas ideas de este capitulo estdn basadas en trabajos del Dr. Vasilevski y
de otros autores, pero en la forma actual fueron propuestas por los asesores de la
tesis, Dres. Egor Maximenko y Crispin Herrera Yanez. Estas ideas fueron discutidas
y verificadas en las reuniones del autor de la tesis con los asesores y con el M. en C.
Gerardo Ramos Vazquez.
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3.1. Transformada de Fourier del nicleo reproduc-
tor

En las primeras tres secciones de este capitulo vamos a introducir a nuestros obje-
tos de estudio poco a poco, poniendo también algunas condiciones (Suposiciones 1-5).

Igual que en el Capitulo 2, denotemos por p a la medida de Lebesgue en R y por
F al isomorfismo de Fourier-Plancherel del espacio L?(R).

Suposicion 1. Sea F, una o-dlgebra sobre Ry y sea v: F, — [0, +00] una medida
o-finita.

Denotamos por p X v al producto de las medidas p y v.

Suposicion 2. Supongamos que H es un EHNR sobre el dominio IT =R x R, con el
producto interno inducido de L*(II, u x ). Denotemos por (K(; y))(z,y)emn al nicleo
reproductor de H.

En otras palabras, los elementos de H son funciones II — C. Estas funciones son
cuadrado integrables respecto a la medida p X v y cumplen con algunas otras propie-
dades, dependiendo del espacio H. El producto interno en H esta definido mediante
la regla

(f g>:::J{[f<z,y>g(x,y> du(z) du(y).

Para cada funcién f, perteneciente al espacio H, se cumple la propiedad de reproduc-
cién:

fmwaémm@@wwwwm@»

Suposicion 3. Supongamos que el espacio H es invariante bajo traslaciones horizon-
tales, esto es, si f € H, a € Ry g(z,y) = f(x — a,y), entonces g € H.

Definicién 3.1.1. Dado a en R, denotemos por V, al operador que actua en H
mediante la siguiente regla:

(Vo) y) = flz = a,y).
Proposicion 3.1.2. Para cada a en R, el operador V, es un operador unitario.

Demostracion. Gracias a la Suposicion 3, el operador V, estd bien definido. Méas aun,
debido a que la medida de Lebesgue p es invariante bajo traslaciones, obtenemos

HVNHf/\foy»dm ) duly /uxfaw|m<wwu
/quyldMu+a<h /ﬁfuy|%m<>m4>—nﬂm

O

Sea V,: H — H el operador restricciéon de V, tanto en el dominio como en el
codominio.

Definicién 3.1.3. Denotemos por V al conjunto de los operadores lineales acotados
que actian en H y conmutan con las traslaciones horizontales:

V={SeB(H): VYVaeR V,5=S5V,}
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Gracias a la propiedad V,V, = V4 = V},V,, las mismas traslaciones V, pertenecen
al conjunto V. Ademés, de la Proposicién 3.1.2, se tiene que V) = V.-l =V_,.

Proposicion 3.1.4. V es un dlgebra W*.

Demostracion. Notemos que V es una subalgebra de B(H), mds adn, afirmamos que
V es autoadjunta, luego es un algebra C*. En efecto, si A € V, entonces A*V, =
(Vo A)* = (AV_,)* = V,A*, luego A* € V.

Resta probar que es cerrada en la TDO. Sean A € closypo (V) v B € B(H). Sea
(Dj)jes una red en V tal que converge a A en la TDO, i.e, ]herg D; = A. Entonces,

para cualesquiera f, g € H, se tiene que

(BAf,g)=(Af,B"g) =]1,1’61g<Djf7 Bg) =]h’enjl<f, D;B*g)
= jll’erg<f7 (BDj)"g) = Jll’gg(f, (D;jB)*g) = jlierrjl<Dj(Bf) . 9)
=(ABf,g),

es decir, A € V. Por lo tanto, V es un algebra C* cerrada en la TDO, de donde se
sigue el resultado. O

Nuestro objetivo es estudiar los operadores de la clase V. Como se sabe, del andli-
sis armoénico, la transformada de Fourier es la herramienta principal para estudiar
objetos invariantes bajo traslaciones. En nuestra situacién, las traslaciones se aplican
respecto a la direccién horizontal, por eso consideramos la transformada de Fourier
en la direccién horizontal. Sea ®: L*(T, u x v) — L*(I, u X v),

(®f)(E,y) = / e 25 f(1 ) dp(x). (3.1)

M4s precisamente, el operador ® estd definido por la férmula (3.1) para funciones
suaves de soporte compacto, sin embargo, debido a su propiedad isométrica, es posible
extenderlo a un operador unitario en el espacio L*(IL, u x v).

Notemos que el espacio L?(II, u x /) se puede ver como el producto tensorial de los
espacios L2(R, u) y L*(R,, v), y a su vez el operador ® se puede ver como el producto
tensorial de la transformada de Fourier—Plancherel F' por el operador identidad I:

P =F®Il.

En esta tesis no explicamos el concepto del producto tensorial de espacios de
Hilbert y por eso evitamos usar la notacién F ® I.

La Suposiciones 2 y 3 implican que el nicleo reproductor del espacio H tiene la
siguiente propiedad.

Proposicién 3.1.5. Para cualesquiera x,u en R, y,v en Ry, se tiene que
Kz (u,0) = Ko (u — z,v). (3.2)
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Demostracion. Basta con aplicar la propiedad reproductora en el lado derecho en (3.2),
esto es

Ko,y (u—x,0) = (VaKoy)(u,v) = (VaKoy , Kuw)
<K0y7 V_ Kuv> = <V7wKu,v7 KO,y)
= (

Vo2 Ku0)(0,y) = Kyo(z,y)

= K, 4 (u,v).
O
Corolario 3.1.6. Para cualesquiera a,x € R, y € Ry,
VaKay = Koty (3.3)
Demostracion. En virtud de la Proposicién 3.1.5,
(VaEKgy)(u,v) = Ky y(u—a,v) = Ko y(u — 2 — a,v) = Kgyqy(u,v).
O

Apliquemos entonces el operador ® al nticleo reproductor. Gracias a la Proposi-
cién 3.1.5, es suficiente trabajar con K(g ). Sin embargo, para que la transformada de
Fourier de K (g ,) esté bien definida en cada punto y sea continua respecto al primer
argumento, pongamos una suposicién adicional:

Suposicion 4. Supongamos que para cada y,v en Ry,

[ 1B (. 0)] da) < o6,

y para cada y € Ry

/]R+ ( /]R K 0.5) (1) du(u)>2 (o) < +00.

Denotemos el dltimo supremo por .

Definicién 3.1.7. Para cualesquiera £ en R y y en Ry, definimos L¢y: Ry — C
mediante la siguiente regla:

Leyfv) = [ 7271 Ko (u.0) du).

En otras palabras,
Lf,y(v) = ((I)K(O,u))(fv U)'
Finalmente, pongamos una condicién adicional sobre L:

Suposicidn 5. Supongamos que

swp [ [ [Ley (0 duty) du(w) < +oc.
¢eR JRy JR,

Denotemos a este supremo por C.
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Mostremos que la funcién L tiene propiedad hermitica en el siguiente sentido.

Proposicién 3.1.8. Sean £ € R, y,v € Ry.. Entonces

Lew(y) = Le y(v).

Demostracion. Empezamos con la definicién de L y hacemos el cambio de variable
t=—u:

Tey() = / I Ko g) dpu)
:/e_2ﬂit£ K(O,U)(_t?y) dILL(t)
R

Luego notamos que K ) (—t,y) = K4 (0,v) = Koy (t,v), por la propiedad
hermitica de K y por la Proposicién 3.1.5. O

3.2. La imagen del EHNR después de aplicar
la transformada de Fourier

Sea P: L2(II, u x v) — L?(II, u x v) la proyeccién ortogonal sobre H:

(P9 = (2 Ka) = [ 700K (0] dp(w) dv(o)
Usando la Proposicién 3.1.5, podemos escribir P en la siguiente forma:
PNy = [ [ 10)Eo(e =) dute) duo) (3.4)
+
Ahora la integral interior se ve como una convolucién, de tal manera que resulta
natural esperar que la expresion se simplifique al aplicar la transformada de Fourier.

Proposicién 3.2.1. Para cualquier a € R, PV, =V, P.

Demostracion. Sean a € R, f € L?(II) y (x,y) € II. En virtud del Corolario 3.1.6 y
de la definicién de P,

(Van)(x,y) = (Pf)(x_ a,y) = <f’ Kw—t%y)
= <fﬂ V*GKII?»?J> = <Vaf, KI,U> = (PVaf)(,T,y)
O

Definicién 3.2.2. Denotemos por H al espacio ®(H) que se obtiene al aplicar al
espacio H la transformada de Fourier respecto a la primera variable, y denotemos por
P al operador ®PP*, es decir,

~

H = D(H), P = oPd*.

Proposicién 3.2.3. P es una proyeccion ortogonal en L*>(IL, p x v), y su imagen es

H.

45



Capitulo 3. Diagonalizacion de operadores invariantes

Demostracion. En efecto,

P2 — PP*OPI* = PPDP* = P

~

asi que P es una proyeccién ortogonal.
Si g € P(L?(I, 4 x v), entonces

g = Pg=®(Pd*g) € B(H).
Si ahora, g € ®(H), entonces ®*g € H, y
Pg=®Pd*g = dd*g=g. O

Mostremos que el operador P se puede calcular en términos de las funciones L¢ ,
introducidas en la Definicién 3.1.7.

Proposicién 3.2.4. Para cualquier g en L2(I1, uxv) y para casi todos ¢ € R, y € R,

(Pae.n) = [ ale.0)Tey ) dv). (35)
En otras palabras, R
(Pg)(f,y) = <g(£a ) > Lﬁxy >L2(R+,V)' (3'6)

Demostracion. Denotemos por A al operador lineal definido por el lado derecho de
(3.5):

(Ag)(E,y) = / 9(6,0) ey (0) dv(v).

Ry

Recordemos que x, y C son los supremos de las Suposiciones 4 y 5, respectivamente.
1. Mostremos primero que el operador A es acotado. Por la desigualdad de Schwarz,

[(A9) (&, »)l < Ml9(&; 2@y LeyllL2 @, -

Tomamos ahora el cuadrado en ambas partes de esta desigualdad e integramos sobre
IT. Aplicamos el teorema de Tonelli y la Suposicién 5:

/ / (Ag) (€, ) du(y) du(€)
R JR,

S/R||9(§7')H2L2(R+,u) (/R+ I Leyll 2, ) dV(?J)) dpu(§)

<c / 196, 0y da€)
= CHQHLZ(H,HXV)'

Luego, A € B(L?*(II, u x v)), més atin || A < v/C.
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2. Nuestro objetivo es demostrar que P = A, es decir, P = A®. Como OP y
A® son operadores lineales continuos, es suficiente mostrar que ®Pf = ADf para
cualquier f que pertenezca a algiin subconjunto denso de L?(II,u X v). Vamos a
suponer pues, que f es acotada y se anula fuera de un rectangulo de la forma X x Y,
donde p(X) < 400 y v(Y) < +00. Se sabe [24, Teorema 3.13] que las funciones con
estas propiedades forman un subconjunto denso en L?(II, u x v/). Acotemos la siguiente
integral triple:

= + [ ol 10} due) duta) dvo),

Primero escribimos |K, ) (u, v)| como | K (g ) (z—u,y)|, hacemos el cambio de variable
t = x —u y aplicamos el teorema de Tonelli:

- + 1) 1K 6 0)] it ) o)

-/ W) ([ 100l av(0)) avte) duto)

Ahora aplicamos la desigualdad de Schwarz (en la integral sobre v), y la Suposicién 4:

J<n, / ( / At dv<v>> dpa(u).

Debido a las suposiciones sobre f, la tltima expresién es finita.
3. Finalmente, verifiquemos que ®Pf = A® f, aplicando el teorema de Fubini.

(BPF)(E.y) = / / / e 271 f(u, 0) R oy (0) di(v) dpa(ur) dp(r)
_ / / 2T ()
Ry JR
([ Koyt~ 1.9) aute) ) dutu) o)
R
- / (F)(&,0) Leo(y) dv(v)
- / (F)(&.0)Tey(0) du(v) = (ABF)(E,v).

En la pentltima igualdad aplicamos la propiedad hermitica de L (Proposicién 3.1.8).

O
Corolario 3.2.5. Para cualquier g en H y para casi todos £ € R, y € Ry,
960 = (9(6). Ley) o = [ a6 0Ty (o). (37
+
Demostracion. Se sigue de las Proposiciones 3.2.3 y 3.2.4. O
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Observacion 3.2.6. Notemos que la integral (3.7) es sobre R, no sobre R xR, luego,
no es posible hablar de una propiedad reproductora y por consiguiente, H no es un
EHNR. No obstante, bajo ciertas condiciones que veremos mas adelante, podremos
ver a H como tal.

Proposicién 3.2.7. Para cualesquiera y,v en Ry y para cualquier £ en R,

Ley(v) = (Ley, Lew)r2ry)- (3.8)
Demostracion. Basta tomar g(§,y) = Le¢y(v) = (PK(q,4))(§,v), la cual pertenece a
ﬁ, y aplicar el Corolario 3.2.5. O

Proposicién 3.2.8. Para todo £ € R y para toda y € Ry,
Ley(y) = HL&y”m(R” :/]R |L£,y(v)|2 dv(v). (3.9)
+

Demostracion. Basta con aplicar la férmula (3.8) con v = y. O

Definicién 3.2.9. Dado ¢ € R, definimos el operador Pe: L2(R,) — L*(R, ), me-
diante la regla

(Peh)(y) = (h, Ley ) r2r,)- (3.10)
Proposicion 3.2.10. Para todo & € R, el operador ﬁg es una proyeccion ortogonal.

Demostracion. 1. Sea h € L?(Ry). Mostremos primero que }352 = ﬁg, aplicando la
Proposicién 3.2.7 y el teorema de Fubini.

(P2h)(y) = (Pe(Peh))(y) = ( Peh, Le, ) = / Peh(v) Le , (v) dv(v)

Ry
-/ Tey(0) dv(v)
Ry
/Hh h(w) V Lew(0) Tey (0) du(o >] du(w)

= / hw) Lg 1 (y) dv(w) = / h(w) Le o, (w) dv(w)
Ry Ry

= (h, Ley) = (Pe)(w)-

2. Sean ahora hy,he € L?(R,). Mostremos que ]35* = ]35. En virtud de la Proposi-
cién 3.1.8 y aplicando nuevamente el teorema de Fubini,

/ h(w) Te(w) do(w)
Ry

ha(y) dv(y)

(Pehy, he) = Pehy(y) ha(y) dV(y)Z/R [/R h1(v) Ly (v) dv(v)

Ry

—/ﬂh o) U ha(y) Lo () dv(y >] av(v) —/ﬂh b (v) Peha(o) dv(v)
= (hy, Pchy).

Por lo tanto, ]352 = ﬁg y 185* = ﬁg, es decir, ﬁg es una proyeccion ortogonal. O

48



Capitulo 3. Diagonalizacion de operadores invariantes

Definicién 3.2.11. Sea £ € R, definimos
He == Pe(L*(Ry,v)).

Proposicién 3.2.12. La familia de funciones (Le¢ y)yer, es un nicleo reproductor
en He, el cual es un subespacio cerrado de L*(Ry,v), generado por {Le¢,:y € Ry}

Demostracion. Es inmediato que ﬁg es subespacio cerrado de L?(R,v), puesto que
es imagen de la proyeccién ortogonal Pe, més atin, es completo. Entonces, si h € H,

h(y) = (Pe)(y) = (b, Ley)r2w,)- (3.11)

Lo cual significa que la familia (L¢ ) ycr, es un nticleo reproductor de ’;q&. Finalmente,
en virtud de la Proposicién 1.1.10, el subespacio generado por el nicleo reproductor
coincide con el espacio de Hilbert correspondiente, es decir,

He = span ({Le,y: y € Ry }). O

Proposicion 3.2.13. Para todo £ € R,

dim(fe) = [ Ley(w) dvly) (3.12)

Ry

Demostracion. En virtud de que (Lg¢ y)yer, es un nicleo reproductor, basta con apli-
car la Proposicién 1.3.2. O

3.3. Operadores invariantes bajo traslaciones en H

Dado a € R, denotemos por W, al producto tensorial Mg, ® I, i.e. el operador
que acttia en L?(IT) mediante la regla

(Wa9)(&,y) = Ea(§)g(&,y). (3.13)

Proposicion 3.3.1. Para cada a € R, el operador W, tiene las propiedades siguien-
tes:

(i) PV, D* =W_,.

(i) W, es un operador unitario en L*(II).

(iii) H es un subespacio invariante de Wi, .
Demostracion. Recordemos que E,(¢) := e*™1%¢ luego

(i) Basta con demostrar que ®V, = W_,® para algin subconjunto denso de H. En
efecto, sea f € L?(IT) N L(II) arbitraria. Entonces,

(BVof)(E,y) = /

e 2T (g —a,y)dz = / e 2mHE(E) £y, y) du
R

R

— / e 2mIEU £y y) e 2T gy = 2T IEDEDf (£ y)
R

= (W_a®f)(&,y)
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(ii) De la definicién de ® y de la Proposicién 3.1.2; se tiene que W, es producto de
operadores unitarios, luego, W, es unitario.

(iii) Veamos que para todo a € R, Waﬁ - H. Notemos que si g € ﬁ, entonces
Pg = g; luego, en virtud de la Proposicién 3.2.1 se sigue que

PW,g = (BPD*)(PV_,B*)g = PPV_,B*g = OV_,Pd*g
= (DV_,®*)(PPD*)g = W,Pg = W,g.

O

Dado a_€ R, sea el operador Wa: H — 7-7, definido por Wag = W,g. En otras
palabras, W, es la restriccién de W, tanto en el dominio como en el codominio al
subespacio invariante H.

Asi pues, denotemos por W al conjunto de todos los operadores lineales acotados
que actuan en H y conmutan con W, para todo a € R, esto es

W={AeBH): VacR, W,A=AW,}

Asimismo, sea d:H—Hel operador unitario tal que &Df = ®f para toda f € H,
es decir, ® es la restriccién de ® tanto en el dominio como en el codominio.

Proposicién 3.3.2. PVP* = W, esto es, si A €V, entonces DAD* € W, ysi Be
W, entonces ®*B® € V. En particular, las dlgebras W* V y W son isométricamente

isomorfas.

Demostracion. Se sigue de la Proposicién 3.3.1 y de la definicién de V. O

3.4. Criterio de conmutatividad
Denotemos por 2 al subconjunto de R siguiente:
Q= {¢ € R: dim(H¢) > 0}.
Lema 3.4.1. FEl conjunto § es abierto en R.

Demostracion. Sea £ € §). Entonces encontramos o € Ry tal que L¢ ,, # 0, es decir,
Le¢ y, (yo) # 0. Como la funcién definida en Ry tal que 1 + Ly 4, (yo) es continua,
encontramos ahora una vecindad NV de £ tal que para cada n se cumple que L, , (yo) #

0, luego, ﬁg # {0}, ie. dim(’}?[g) > 0. O

Teorema 3.4.2. Si se satisfacen las Suposiciones 1-5, entonces las condiciones si-
guientes son equivalentes:

(a) Para todo € € R, dim(ﬁg) <1
(b) Para todo £ € R y para todos y,v € Ry,
|Le.y (0)* = Le,y (y) Le o (v). (3.14)
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(¢c) Existe una familia (q¢)ecq en L2(Ry,v) tal que la funcion Q x Ry — C, donde
(&,v) = ge(v), es medible; y para todo £ € R y para todos y,v € Ry,

Ley(v) = qe(y) ge(v). (3.15)
Demostracion. (b) = (a) : Supongamos que se cumple (3.14), entonces

2 2
{Ley s Lew)I* = [ Leyll” [ Le ol

luego, de la desigualdad de Schwarz, se desprende la igualdad, es decir, L¢ y v Le o
son linealmente dependientes. Como los elementos y,v son arbitrarios y el conjunto
{L¢,y: y € Ry} es un sistema total en He, se concluye que dim(He) < 1.

(¢) = (b) : Supongamos ahora que se cumple (3.15), luego,

|Le.y (0)* = lae(n)?lae (v)]* = Le y (y) Le o (0).

(a) = (c) : Si dim(ﬁg) =0, basta con tomar g¢(v) = 0 para todo v € Ry. Supon-
gamos pues que dim(ﬁg) = 1. Mediante un razonamiento analogo a la demostracién
del Lema 3.4.1, para cada £ € ) encontramos un punto y¢ € R, y una vecindad
N del punto ¢ tales que, para todo 1 € N¢, Ly, (ye) # 0. Notemos que la familia
(Ng)eeq es una cubierta abierta de Q. Por otra parte, como € es un subconjunto de
R, se tiene que § es segundo numerable, luego, es un espacio de Lindelof [19, Teore-
ma 30.3]. Por lo tanto, es posible hallar una subcubierta numerable (N, Jken de €.

Pongamos ahora
Vi =Ne, \ [ UM, |
i<k
luego, Y; es una particién de 2. Dado n € €, encontramos k € N tal que n € Y}.
Definamos ahora la funcién ¢, mediante la regla

Ln,ygk (v) Ln,ygk (v)

Ln,ygk (yfk)

qn(v) =
|

ey

Notemos que para cada y € Ry, la funcién Y — L*(R,) tal que n qn €s
continua en Yy, asi, por Tonelli-Fubini, la funcién (n,v) — Lmygk es medible en
Y x R4, para todo k € N, luego es medible en su unién €2 x R,.. Por tanto, la funcién
(n,v) = qn(v) es medible en Q x R, . Finalmente, si y € R, entonces la funcién L, ,
es un multiplo de la funcién Ly,ye, » para algin k£ € N, de tal manera que

o Lmygk (y) Lmygk (v)

my( )= M 2 = qW(y) qW(U)'
(P2

2 ,Y¢,, (v) =

,Yey,
O

Observacion 3.4.3. Si se satisfacen las Suposiciones 1-5 y el Teorema 3.4.2, entonces,
para cada & € R, la funcién g¢ estd determinada de manera tinica por una constante.
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Recordemos que V es el dlgebra W* de operadores lineales acotados invariantes
bajo traslaciones en . A continuacién mostraremos que si dim(#¢) > 1 para algin §
en R, entonces V es no conmutativa. Sin embargo, en virtud de la Proposicién 3.3.2,
basta con probar que W es no conmutativa.

Lema 3.4.4. Sean & € R, y1,y2 € Y tales que las funciones Le¢, y, Y Le¢yy, s0n
linealmente independientes. Entonces, existe una vecindad abierta U de &y tal que,
para todo § en U, las funciones L¢y, y Ley, son linealmente independientes.

Demostracion. Sea h(§) el determinante de Gram de las funciones L¢ ,, ¥ Le y,. En
otras palabras, definamos h : R — C mediante la regla

L Le .y, Vr2 (L Le oy, Y2
(€)= det |$Lev s Lewn Jr2@y) (Lews s Leys J12®y)
(f) {< LE»y2 ) L57y1 >L2(R+) <LE»y2 ) Li,yz >L2(R+)

Ley, (Y1) Ley, (y2)
=det |50 Y1 . 3.16
|:L57y2 (yl) L&ZJZ (yQ) ( )

Debido a que las entradas de la matriz anterior son funciones continuas de &, la
funcién h es continua. Mas atin, para la independencia lineal de las funciones L¢ ,, y
Le,,, es necesario y suficiente que h(&) # 0. Esto demuestra el lema. O

Proposicion 3.4.5. Sean &y, y1 y y2 como en el Lema 3.4.4. Pongamos

ce = ”Lg'yl|‘L2(R+>||Lf’y2||L2(R+)’ St ||LE411||L2(]R+) ||L£7y2||L2(R+) #0;
0, en otro caso.

Definamos A, B: H — H mediante

(A9)(&,y) = e g(&y2) Ley, (), (B9)(&,y) = ce (& y1) Le,y, (y)-
Entonces A,B €W y AB # BA.

Demostracion. 1. Supongamos que g € H. Afirmamos que Ag € L*(I) y || Ag|l, <
llgll5- En efecto, si c¢e # 0, entonces

l9(6 )| 2z, ) ]
(A9) (& 9| < cell9(& M 2y 1 Eewall g,y e ()] = Lt

)

”Li’yl”L?(RJr)

luego,

| 10 €0 avty) < laté. e,

y [14glly < llglly- R R
2. Supongamos que g € H. Veamos que Ag € H. Si c¢ # 0, entonces

(PAg)(&,2) = (Ag(&, ), Lex dramey = ce9(€,y2){ Ley, » Le= ) raes)
= ceg(§,y2) Le y, (2) = (Ag)(§, 2).

Sice = 0, es inmediato que la igualdad se satisface. Por tanto, ﬁAg = Ag,ie. Ag € H.
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3.Seana eRyge€ H. Entonces

(AWag)(€,y) = ceg(&,y2) Le,y, (v) E(a, &) = (WaAg)(€, ),

asi que AW, = W, A.

Lo anterior demuestra que A € W. De manera andloga se puede demostrar que
BeWw. R

4. Probemos ahora que AB # BA. Para cualesquiera ¢ € H y £ € R, tales que
ce # 0, se tiene que

9(&,y1) Le 4, (2) 9(&,y2) Le y,(2) .
Lf,zn (yl) ’ Lﬁ,yz (y2)

Notemos que de la condicién de que Lg¢, 4, v Lg,,y, son linealmente independientes,
se tiene que h(&y) # 0, donde h estd definida por (3.16). Sean v y 8 en C tales que

et sl B ]

(ABg)(&,y) = (BAg)(&,y) =

luego, se tiene que

O‘Lfoy?ﬁ (yl) + ﬁLEmyz (yl) 7& 0, aL&o,M (y2) + 5L§0,y2 (y2) 7& 0. (3'17)

Definamos gg: II — C por
90(57 Z) = O‘L&’yl (Z) + ﬂLf,yg (Z)

Es evidente que gy € H puesto que es una combinacién lineal de las funciones (&, z) —
Ly, (2) vy (€, 2) = Le y, (2), ademés las desigualdades (3.17) implican que go(§,y1) #
0y go(&,y2) #0. Ya que c¢ y go(§, 2) dependen continuamente de &, es posible hallar
una vecindad U de &y tal que para todo £ en U

C§ 7& 07 90(573/1) 7& 07 g()(gny) 7& 0.

Afirmamos que ABgy # BAgg. En efecto, si ABgg = BAgy, entonces para casi todo
& en U se tendrian las igualdades de funciones siguientes:

90(&: y1) s = 90(&: y2) .

Le.y, (yl) i Le y, (y2) e
Por lo tanto, para casi todo £ en U, las funciones L¢ ,, y L¢,, son linealmente de-
pendientes, lo cual contradice el Lema 3.4.4. O

3.5. Diagonalizacién de operadores invariantes
bajo traslaciones
Recordemos que € es el conjunto de todos los £ en R tales que dim(ﬁg) > 0. En

otras palabras, por la Proposicién 3.2.13, es posible escribir tal conjunto de la manera
siguiente:

Q= {f eR: /R Le(y) dv(y) > 0} . (3.18)
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Supongamos que para cada & en {2, g¢ es una funcién tal que satisface la condicién
(c) del Teorema 3.4.2. Notemos que ¢¢ estd normalizada, es decir,

laelzqe,) = [ las(@)P dvlo) = [ Leu(w) dvte) = dim(e) = 1. (319)

R+

Ademés, si g € H, para cada & en Q la funcién ge(&, ) pertenece a ﬁg y es un
multiplo de g¢, i.e. g(¢,v) = h(€)ge(v) para alguna h € L*(2). Denotemos por N a la
correspondencia h +— g, de tal manera que h podra ser reconstruida de g a través de
N*. En otras palabras, definimos N: L?(Q) — L?(II), mediante la regla

ae(y)h(), §€Q;

0, EeR\ Q. (3:20)

(Nh)(&: ) :{

Proposicién 3.5.1. El operador N es una isometria lineal, y su adjunto N*: L*(II) —
L2(Q) estd dado por:

(N*w)(£,y) = / @ w(E,v) du(v). (3.21)

Mds aiin, NN* = P y N(L2(Q)) = H.

N*

(1) r2(1) L2(9)
P ]3 I
LA(m —2 12 S

Figura 3.1: Relaciones entre los operadores ®, N, P, ﬁ, R.

Demostracion. Veamos primero que N es una isometria. En efecto, debido a la pro-
piedad (3.19), se tiene que

INGIa = / / 14e ()2 19(6)P dv(y) du(e / 19O d(E) = 19l 2

Sea T el operador definido por el lado derecho de (3.21). Mostraremos que N* = T.
Sean g € L?(Q) y w € L%(IT). Aplicando el teorema de Tonelli y la desigualdad de
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Schwarz se tiene que

/Q 1O el ol )] A x 1) (3.)

= Ig(§)|</ qu(y)llw(&y)ld'/(y)) dp(§)
Q Ry

< [ 10O Naelzz e, 106 saca.y 6)
< ||g||L2(Q) ||w||L2(H) < +00. (3.22)

Asi pues, en virtud de (3.22), y aplicando el teorema de Fubini,
(Vg wheza = [ [ aclu)o©utEn) dviy) aue)
+

- /ﬂmmdu@
= (9, Tw)r2(),

lo cual demuestra que N* = T Por otra parte, de (3.21) y (3.15), para £ € Q, y € R4
yg€L}QxRy)

(NN*g)(€.y) = / 4e (1) @9 (€, v) dv(v) = / Le, (0)g(&,v) du(v),

es decir, NN* = P. Lo anterior implica que N(L2(Q2)) = H. En efecto,

# = P(L*(I)) = NN*L*(I) € N(L3(Q)) = NN*N(L*(Q)) € P(L* (1)) = H.

Definimos R: L*(II) — L*(Q) mediante la regla
R:=N"90.

Entonces, el operador adjunto R*: L?(Q) — L?(II) estara dado por
R* = ®*N.

Sea R: H — L%(Q), la restriccién de R a H.

Proposicién 3.5.2. El operador R* es una isometria lineal, R*(L2(Q)) = H, y R es
un operador unitario de H en L*(Q).

Demostracion. Debido a que R* es composiciéon de isometrias lineales, es inmediato
)

que es también una isometria. En virtud de la Proposicién 3.5.1, NN* = P, luego,

para cada f en H, se tiene que

f=3"0Pf =®*POf = D*NN*®f = R*(Rf),
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es decir, H C R*(L?(2)). Ahora, si h € L?(f2), entonces
R*h = ®*Nh=®*NN*Nh = & PNh = PO Nh = P(R*h) € H,
de donde R*(L?(f2)) = H. Finalmente, tomando la restriccién del operador R a H, se

tiene que R es un operador unitario. O

Proposicién 3.5.3. Sea a € R. Entonces, N*W,N = Mg_|,,

Demostracién. Probemos que para toda funcién h € L?(Q), W,Nh = NMg,),h. En
efecto,

(WaNR)(& v) = Ea(§)(NR)(E,v)
B 627”5“(],5(1))11(1))7 si € e
o, si€eR\ Q.
_ Jas) (Mg, ,)h(&v), sieQ,
o, si¢ R\ Q.
= (NMEalnh)(€7v>

O
Proposicién 3.5.4. Sea a € R. Entonces, RV,R* = Mg__|,-
Demostracion. De la Proposicion 3.5.3 se sigue que
RV,R* = N*®V,®*N = N*W_,N = Mg_,-
O
Corolario 3.5.5. Sea a € R. Entonces RV, R* = Mg_ -
Demostracion. Se sigue de la Proposicién 3.5.4. O

Teorema 3.5.6. Si se satisfacen las Suposiciones 1-5, y la condicion (a) del Teo-

rema 3.4.2. Entonces el operador R es un isomorfismo isométrico entre los espacios
de Hilbert H y L?*(Y), y para cada A en V el producto RAR* es un operador de
multiplicacion en L?(Q).

Demostracion. Sea A € V. Pongamos B = RAR*. En virtud del Corolario 3.5.5, para
cada a € R,

BMp,|, = RAV_,R*RV_,AR" = My, B,

es decir, B conmuta con Mg, para cada a € R. Por el Corolario 2.6.5, existe o €
L>(Q) tal que B = M,, i.e B€ M. O
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3.6. Diagonalizacién de los operadores de Toeplitz
con simbolos generadores invariantes

Definicién 3.6.1 (Operador de Toeplitz). Dado ¢ € L*°(II), definimos el operador
de Toeplitz con simbolo generador ¢, como el operador T, € B(H) tal que

To(f) = P(ef) = PM,f.

Proposicién 3.6.2. Sean ¢, " € L>(II) y A € C. Entonces el operador Ty, es lineal
y satisface:

() Torer =Tp + T,
(i) The = ATy,
(iii) Tray, = Idp.
(iv) Ty = Ts5.
Demostracion. Las propiedades (i), (ii) y (iii) son consecuencia directa de las propie-
dades del operador de multiplicacién (Proposicién 2.1.2).
Mostremos entonces que se satisface (iv). Sean f,g € H, notemos que Pf = f y
Pg =g, luego,
(T3f,9)=(f,Tpg)=(f, PMyg) =(Pf, Myg)=(f, Myg)
:<M¢fag>:<M¢faPg>:<PM¢fag>:<T¢fag>v
es decir, T, = Tg. O
Cabe mencionar que en general los operdores de Toeplitz no conmutan, es decir
T, Ty # Ty, luego, no es posible hallar una férmula simple para T, T, .
En la proposicién siguiente calcularemos la funcién espectral del operador T}, bajo

el supuesto de que la funcién ¢ depende unicamente de la segunda componente, es
decir, de la componente en R .

Proposicién 3.6.3. Sea 1 € L?(R.). Definimos ¢ € L*(II) mediante p(x,y) =
¥(y). Entonces,
RT,R* = M.

Yo
donde 7y : 8 — C estd definida por

V(€)= 5 O(y)lge(y)|* dv(y). (3.23)

Demostracion. Debido a que la funcién ¢(z,y) no depende de z, el operador M,
conmuta con ®, luego

PPM,0* = DPO* DM, 0* = POM,d* = PM,,.
Més atin, para toda h € L?(Q)
RT,R*h = RPM,R*h = N*®PM_,®*Nh
= N*P®M,®*Nh = N*PM,Nh = N* M Nh.
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A través de las formulas para N*, M, y N, se puede ver que

(N* M, Nh)(€) = / 2@ () (1) 1() dy = 7 (€) h(©).

Ry
Por lo tanto, }}T@E* =M,,. O

Denotemos ahora por V7 al conjunto de los operadores de Toeplitz de la forma
T,, donde ¢ estd dada como en la Proposicién 3.6.3, y por VT al dlgebra C* generada
por V7. Denotemos por G a la subédlgebra C* de L*> generada por el conjunto

Go = {m: ¢ € L=(Ry)}.

Corolario 3.6.4. FEl dlgebra C* VT es la imagen del dlgebra C* G con respecto al
isomorfismo isométrico A. El dlgebra C* VT es débilmente densa en V si y solo si el
dlgebra C* G es densa en L™ (Q) con respecto a la topologia débil-*.
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Capitulo 4
Ejemplos

En este capitulo presentamos varios ejemplos de espacios invariantes bajo tras-
laciones horizontales en los cuales es posible aplicar nuestro esquema desarrollado
en el Capitulo 3, y que ya han sido trabajados por otros autores. Nétese que en
algunos casos, logramos obtener mayor informacion, puesto que nuestro proceso de
diagonalizacion ocurre no solo para operadores de Toeplitz con simbolos generadores
invariantes bajo traslaciones, sino también para cualesquiera operadores invariantes
bajo traslaciones.

4.1. Espacio de Bergman en el semiplano superior

Recordemos que, de acuerdo con el Capitulo 1, el espacio de Bergman en el se-
miplano superior, H := A?(II), consiste de todas las funciones analiticas y cuadrado
integrables en II := R x R. Sabemos que el nicleo reproductor en este espacio tiene

la forma
1

m(w — )2

K,(w)=-
Identifiquemos a z y a w con las parejas (z,y) y (u,v), respectivamente, luego, el
ntcleo se puede reescribir asi

1
m((u— ) +i(v +y))?

Ky y(u,v) = —

Notemos que H es invariante respecto a las traslaciones horizontales.

Lema 4.1.1. Sean a € R y b € R, entonces

—iax ) —ab 0:
/ei_dx: mae” %, a > 0; (4.1)
® (¢ +1D)? 0, a<0.
Demostracion. Tomemos g(z) = e~ %%, entonces la funcién (g_ix)b)Z tiene una sin-
x+i
gularidad de orden 2 en xyp = —ib. Asi, por el teorema del residuo y el lema de Jordan
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se tiene que

efiaa: efiaa:
o _dz=  _dr=-2rig/(~ib
/R(x—i—ib)Q “ REEO/W wripeE &= g (=ib),

para alguna curva adecuada g tal que contenga en su interior al punto —ib. O

-2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1 15 2 -2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1 15 2

Figura 4.1: Los valores absolutos de las funciones Ko 1 y Ki,1.

En la Figura 4.1 se muestran las funciones (u,v) — |K1)(u,v)| y (u,v) —
|K(1,1)(u,v)|. EI color rojo corresponde a los valores grandes, y el azul a los valores
pequenos. Se ve que

Kay =UiUq,).

Lema 4.1.2. Sea H = A*(Il). Entonces
Ley(v) = dnge 2™ 15 (9).

Demostracion. En virtud de que H es invariante bajo traslaciones, y de acuerdo con la
Definicién 3.1.7 y la Proposicién 3.1.5, es posible hallar L¢ ,, aplicando el Lema 4.1.1,
con a =21y b=v+y, luego

i 1 .
Ley(v) = | Kiy(u+iv)e ?miee du_/_ - e ity
ev(v) /R 4 ) r T((u+iv)+iy)?

e—2mitu 4ﬂ.§e—2ﬂ'£(y+v) £>0
[ s 620
z m(uti(v+y))? 0, £<0.

Teorema 4.1.3. Si H = A?(II), entonces
(1) Q= R-H

ii) para cualesquiera € € ), y € Ry, se tiene que L¢ , = qe(y) qe(v), donde
+ &y 3 3

ge(v) =24/ e 2TV

(iii) V es conmutativa,
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qe(2) 4 (3)

Figura 4.2: Gréfica de la funcién g¢(v) = 2¢/7€ =27, donde el pardmetro v es fijo,
v =2y v = 3, respectivamente.

q2(v) q5(v)

Figura 4.3: Gréfica de la funcién g¢(v) = 2y/7€ e~ 2™, donde el pardmetro & es fijo,
& =2y & =5, respectivamente.

(iv) si o € L*(Ry), entonces la funcién espectral v, definida por la férmula (3.23)
estd dada por

Yo (&) = 4né [ o(v)e ™ du. (4.2)
Ry

Demostracion. En virtud del Teorema 3.4.2, basta con aplicar el Lema 4.1.2. O

Observacion 4.1.4. La férmula (4.2) coincide con Vasilevski [26, Teorema 3.1], salvo
cambios de variable; ver también [27, Teorema 5.2.1]. Cabe mencionar que Herrera
Yanez, Maximenko y Vasilevski, hallaron que el algebra C* generada por los opera-
dores de Toeplitz que acttian en A2(IT), con sfmbolos verticales, es conmutativa y es
isométricamente isomorfa a cierta algebra de funciones acotadas con valores complejos
en la semirrecta positiva, véase [10].
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4.2. Espacio de Bergman armodnico
en el semiplano superior

Tomemos ahora el espacio de Bergman arménico en el semiplano superior H =
H2(II), que consiste de las funciones arménicas en IT := R x R.. En virtud del teorema
de Riesz 1.1.13 es posible descomponer tal espacio en una suma ortogonal H; & Ho,
donde, de acuerdo al Capitulo 1, H; es el espacio de Bergman A2(I1); y Ho es el
espacio anti-Bergman .22(1_[). Maés ain, sabemos que el H es un EHNR, donde el
ntcleo estd dado por

1 1

Kl =~ ~rm—a

Andlogamente al ejemplo anterior, identificamos a z con (z,y) y a w con (u,v) para
obtener
1 1

w((u—a) +i(w+y)?  w((u—2)—ilv+y)?
Asi mismo, como en el caso anterior, H es invariante bajo traslaciones horizontales.
Lema 4.2.1. Sea H = H?(II). Entonces,
Le y(v) = dr?|gle 28l (g e R).
Demostracion. Procediendo de manera analoga al Lema 4.1.2,

L _ K“ : —2mifu :/ _ _ —2mifu
(V) / vl o) T du ( (w —2)? w(w—z>2>e a

/ e—27ri§u 4 / e—27‘ri§u d

=) -—————sdut [ ————— du

g (uti(v+y))? r (u—i(v+y))?
{47r§ e 2mély+v) £>0,

B 4r| e 2mlEl(ytv) £<o,
= 4r|€|e 2l ytv)

KLy(uv U) =

Teorema 4.2.2. Si H = H?*(II), entonces
(i) Q =R,

(ii) para cualesquiera & € Q, y € Ry, se tiene que L¢ y = qe(y) ge(v), donde
ge(v) = 2/ [¢] e 2Tl
(iii) V es conmutativa,

(iv) sio € L>®(Ry), entonces la funcion v, definida por la férmula (3.23) es simétri-
ca y estd dada por

V0 (§) = 70 (I€]) = 4r[¢] A o(v) e T do. (4.3)

Observacion 4.2.3. En este ejemplo, la férmula (4.3) coincide con los resultados ob-
tenidos por Loaiza y Lozano [18, Teorema 4.16].
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4.3. Espacio de Bergman polianalitico puro
en el semiplano superior

Consideremos, para n € N fijo, el espacio ‘H de las funciones n-analiticas puras
sobre el semiplano superior, .A%n) (IT), definido en el Capitulo 1.

Lema 4.3.1. Sea H = .A%n) (TT), el espacio de Bergman de funciones n-analiticas
puras sobre I1. Entonces,

Ly (v) = 2800 —1(28y)ln—1(280) 14 (),
donde €,,_1(z) = e~ 2% L,,_1(2); y Ly, es el polinomio de Laguerre de grado k.

Demostracion. Recordemos que tal espacio estd definido a través de las ecuaciones
diferenciales (1.17), de tal manera que a través de la transformada de Fourier de éstas,
Vasilevski hallé [27, Seccién 3.4] una férmula para el operador P = PPP*, el cual
acttiia mediante (3.5), de tal manera que si ¢ € A?n) (IT), entonces

(@ Py)(z,y) = /R(PsO)(E,y) e2mige ¢
= / 14(£) 26 €n—1(28y) (/ w(&,v)ln_1(28v) dl/> e?mitT ¢
R R,

— [ [ 1026612 0l (260) 271 v i
R JR,

- /H (€Y Ly (€) 2 b1 (269) U1 (260) 27 1E7 dE
= <907 @K(my) >7

donde ¢,,_1(z) = e 27 L,_1(2), y Ly es el polinomio de Laguerre de grado k.

O
Teorema 4.3.2. Si H = A%(Il), entonces
() 0 =R,,
(ii) para cualesquiera § € Q, y € Ry, se tiene que L¢ , = ng(v), donde
6e(v) = V2%l 1(260) 1, () (v>0),

(i) V es conmutativa,
(iv) si o € L™(R,), entonces 7, estd dada por

10(§) =26 [ o(v)(ln-1(26v))* dv. (4.4)

Ry

Observacion 4.3.3. La férmula (4.4) fue hallada por Ramirez—Ortega y Sénchez—
Nungaray [20, Teorema 3.2]. Por otra parte, Hutnik, Maximenko y Miskova, estu-
diaron de manera més detallada este caso en [13].
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4.4. Espacio de Bergman polianalitico
en el semiplano superior

Consideremos ahora el espacio
H=Hi D Has ® - ® Hm,

donde H,, es el espacio del ejemplo anterior. Asi que
Ley(v) = 1r, (€)26e W)Y " L, 1(26y) Lo -1 (280).
n=1

Notemos que para cada £ > 0, por la ortonormalidad de los polinomios de Lague-

e,

/R e =3 / ) dy =,

es decir, dim(’}-Alg) = n. Por lo tanto, de acuerdo con el Teorema 3.4.2 el algebra V es
no conmutativa.

Observacion 4.4.1. Nétese que Ramirez—Ortega y Sdnchez—Nungaray [20], encontra-
ron una subalgebra no conmutativa de operadores de Toeplitz.

4.5. Espacio de ondiculas

Recordemos que el espacio Wy (L?(R)), donde Wy, estd definida por la férmu-
la (1.15), es un EHNR, en el cual el niicleo reproductor estd dado por

Kﬂﬁ,y(u)v) = <'(/Ju,v7 VYuy >L2(1R)-

Notemos que

(Puw s Yoy ) 12(R) = /R Py (2)un(2) dz = szv /R v (52) v (59 ez

= &Aw(?)wdt: (Yo s Yuso),

luego, Ky y(u,v) = Ko y(u — z,v).

Lema 4.5.1. Sea H = 1(L?(R)). Entonces,
Le y(v) = Vyo(F) (y&) (F) (vE).-
Demostracion. De las férmulas (1.13) y (1.15), haciendo un cambio de variable z =
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t —u y aplicando el teorema de Tonalli-Fubini, se sigue que
Le y(v) = /RKO’y(u, v) e 2TIUE dy
Ry pAE S
— leiv/R (/Rzp(j) ) () e2miug du> dt
= jy*u/ﬂﬁ(;) (/Rw(;j)e?““”)E dz> dt
- () ([ ee)

= VI(FY) (y€) (FE)E).

Teorema 4.5.2. Si H = Wy (L*(R)), entonces

(i) Q=R

(ii) para cualesquiera § € Q, y € Ry, se tiene que Ly = qe(y) ge(v), donde

ge(v) = Vv (F)(v),

(iii) V es conmutativa,

(iv) sio € L®(Ry), entonces la funcion vy, definida por la formula (3.23) estd dada
por

o do

o

(€)= / o (0)] (F) (wE) (4.5)

Observacion 4.5.3. La férmula (4.5) fue descubierta por Hutnik y Hutnikovd [12].

4.6. Espacio de Bergman sobre el disco unitario

En algunos ejemplos es conveniente transformar tanto el dominio de funciones
como el espacio de Hilbert. De tal manera que en la proposicién siguiente vamos a
suponer que la transformacion entre H' y H estd dada mediante una sencilla regla:
un cambio de variable y una multiplicacion por algin peso; de tal manera que nos sea
posible calcular el nicleo reproductor en H.

Sea entonces H; = A?(D) el espacio de Bergman sobre el disco unitario ), provisto
con la medida de Lebesgue usual en el plano dTA. Como vimos en el Capitulo 1,
férmula (1.5), el niicleo reproductor estd dado por

1

e S
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Sean G el grupo R/(27Z) con la medida de Haar normalizada v (identificamos a G con
[0,27)), el grupo de caracteres G = Z con la medida de conteo 7, E(u+2nZ,§) = elus
parau € Ry £ € Z, y sea Y el intervalo [0,1) con la medida d)\( ) = v dv. Definimos
p:GXY =-Dyp:GxY — C por

p(u,v) =ve'™,  plu,v) =V2m,

en otras palabras, p(u,v) es el cambio a las coordenadas polares.
Dada f en H1, a través de coordenadas polares, se tiene que

112, = /f )? dA(z / / )2 20 dv du
1115, |f(2)] =2 Joom Jom, )l

=/ DI 0 o2 d(w x A) = | A,
GxY

Aplicamos entonces la Proposicién 1.4.11, y convertimos a H; en cierto EHNR H
sobre G x Y con el nicleo reproductor dado por

1

My _
Ko y(u,0) = p(z,y) K () P 0P (Uav)*m-

Nétese que de este modo, convertimos operadores de rotacién que actian en A2 (D)
en traslaciones V, (a € G) que actiian ahora en 7.

Formalmente este caso no se cubre por la construccién descrita en el Capitulo 3
debido a que aqui G = R/(27Z). No obstante, es posible aplicar un andlogo de tal
esquema, puesto que se cumplen las condiciones técnicas.

Lema 4.6.1. Sea H el EHNR descrito arriba. Entonces

Ley(v) = 2(6 + 1) (y)* 1nyy (€)-
Demostracion. Apliquemos la transformada de Fourier con respecto a la primera coor-

denada a la funcién Ko ,(u,v), es decir, para cada £ € Z, calculemos el {-ésimo coefi-
ciente de Fourier. En virtud del Lema 1.4.10,

Le,(v) = 1/% e :i (k + D(yv)" /Qweiuc—s)u du
&y )y (1—yvelv)? T 0

k=0
=D 2(k+ 1)(y0)" Sre = 2(6 + 1) (y0) Ly, (€).
k=0

Teorema 4.6.2. St H es el EHNR del lema anterior, entonces
(i) © = No,
(ii) para cualesquiera § € Q, y €Y, se tiene que L¢ , = qg(y) ¢(v), donde
ge(v) = V/2(E+1)v¢
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(iii) El dlgebra W* de operadores radiales en A?(D) es conmutativa,

(iv) sio e L®(Ry), entonces la sucesion de eigenvalores de un operador de Toeplitz
radial estd dada por

o) = 26+ 1) / o(0)?* 1 dv = (£ +1) / o(VArEdr (£ €Ny). (46)

Observacion 4.6.3. En este caso, los resultados obtenidos pueden obtenerse de una
manera mas directa debido al hecho de que los operadores radiales son diagonales en
la base de los monomios (/€ + 1 25)2";0 (vista en la Proposicién 1.4.4). Sin embargo,
a través de nuestro esquema, este ejemplo es similar a [27, Capitulos 4, 6], donde
L?(D, u) se descompone en L?(R/(27Z))® L?([0,1], rdr), y la transformada de Fourier
sobre R/(27Z) se aplica a la ecuacién que define a A%(D).
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