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Reporte global

Justificacion

La Transformada Discreta de Fourier tiene una diversidad de aplicaciones, por lo que se
estudia su aplicacidn a matrices de Toeplitz.

La aplicacion del algoritmo de Levinson-Durbin en los modelos lineales autorregresivos
segun Akaike (1973) " es probablemente la contribucidn mas significativa en el campo del
andlisis por computador digital de series temporales.”

Objetivos
1. Estudiar y programar la Transformada Rapida de Fourier.

2. Estudiar la multiplicacion de una matriz de Toeplitz por un vector usando la Trans-
formada Rapida de Fourier.

3. Estudiar el calculo de los valores y vectores propios de matrices circulantes.

4. Estudiar y programar el algortimo de Levinson-Durbin.

Marco Teodrico

En el dlgebra lineal, una matriz de Toeplitz, denominada as( en honor a Otto Toeplitz, es
una matriz cuadrada con todas sus diagonales de izquierda a derecha paralelas numéri-
camente, para el estudio de sus propiedades es necesaria la revision de temas auxiliares
necesarios para el desarrollo de la presente investigacion.

En 1946 N. Levinson introdujo un procedimiento iterativo para determinar la transfor-
mada inversa de una funcién. Este procedimiento se conoce actualmente como algoritmo
de Levinson-Durbin. El procedimiento utilizado por Durbin en 1960 para la solucion de
ecuaciones de Yule-Walker para el caso de una serie, fue extendido por Whittle (1963) y



Robinson (1963), Akaike (1973) y otros consideraron el problema de la inversién de blo-
ques de matrices de Toeplitz, que conecta directamente con el procedimiento de Levinson-
Durbin. En otras areas de aplicacidn como la estimacion espectral autorregresiva (Burg
1967, 1975) y la estimacién del orden de modelos ARMA (Akaike 1970, Shibata 1976,
Hannan 1980).

Desarrollo

Se escribieron apuntes para desarrollar los temas planteados en los objetivos. ELl trabajo
final consta de 7 capitulos y tuvo como objetivo introducir un tipo especial de matrices
que hoy en dia tiene gran importancia en diferentes areas de las matematicas y fisica, la
matriz de Toeplitz, es aquella que es constante a lo largo de las diagonales paralelas a
la diagonal principal.

Sin embargo, no se puede comenzar el estudio de ellas sin detenerse un poco en las
cosas que dieron origen a la teorla de estas matrices, se muestran algunos resultados de
este tipo de matrices, ast como algunas de las aplicaciones que se generan gracias a sus
propiedades.

En el capitulo 1 se presenta la Transformada Discreta de Fourier y su inversa, presen-
tando antes algunos conceptos y herramientas necesarias para el desarrollo del mismo,
como lo son la forma polar de nimeros complejos, las raices de unidad y algunas de sus
propiedades. El capitulo 2 estd dedicado a la Transformada Réapida de Fourier, as( como
su implementaciéon en lenguaje Mathematica.

Propiedades y aplicaciones de las matrices de Toeplitz se presentan en los capitulos
posteriores, en el cap(tulo 3 se habla del producto de una matriz de este tipo por un vector
via el producto de los polinomios. En el capitulo 4 se habla de un tipo especial de matriz
de Toeplitz, la matriz circulante y algunas de sus propiedades.

Finalmente en los ultimos 3 caplitulos se presentan algunas aplicaciones de este no-
vedoso tépico.

Conlusiones

Formar parte de un proyecto de investigacion trae consigo ensefianzas utiles en cuanto
a una formacién académica mas completa, nos fomenta el desarrollo y la utilizacidon de
nuevos conocimientos, ast como nos fortalece de un modo productivo y competitivo en el
ambito de investigacidn.

El participar en este proyecto para mi fue una experiencia sumamente enriquecedora
porque tuve la oportunidad de integrar conocimientos en diversas areas de las ciencias y
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otras dreas como el uso de la programacidn. Entre las destrezas puedo sefalar la redaccidn
de informes, exposiciones, preparacion de gréficas, uso de BIEX, y busqueda de informacién
tanto en la biblioteca como electronicamente. Durante el transcurso de la investigacién se
aprenden conceptos nuevos y se reaprenden otros conceptos olvidados tal vez por falta de
llevarlos a la practica.

Asimismo se aportaron beneficios sociales al proyecto de investigacion, el principal fue
apoyar en las bases tedricas de ésta y la formacion de recursos humanos. Por otra parte,
el presente trabajo fue publicado en la pdgina del director de proyecto por lo que este
material puede resultar Gtil para estudiantes de educacidn de nivel superior y a la comu-
nidad interesada en el estudio de la Transformada Discreta de Fourier y sus aplicaciones,
o a los interesados en el analisis y procesamientos de sefales, procesos estacionarios y
analisis de series de tiempo.

La tematica de matrices de Toeplitz y sus propiedades resulté totalmente nueva en
mi formacidon académica, sin embargo ya contaba con una nocidn de las aplicaciones
desarrolladas en el presente pero desconociendo algunas bases tedricas, por lo que me
resultd aun mas interesante el desarrollo de los temas aqui planteados, pues conocimientos
adquiridos en cursos anteriores fueron de gran utilidad para la comprensién de los mismos.
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Introduccion

El presente trabajo tiene como objetivo introducir un tipo especial de matrices que hoy en
dia tiene gran importancia en diferentes dreas de las matemdticas y fisica, la matriz de
Toeplitz, es aquella que es constante a lo largo de las diagonales paralelas a la diagonal
principal.

Sin embargo, no se puede comenzar el estudio de ellas sin detenerse un poco en las
cosas que dieron origen a la teor{a de estas matrices, se muestran algunos resultados de
este tipo de matrices, ast como algunas de las aplicaciones que se generan gracias a sus
propiedades.

En el capitulo 1 se presenta la Transformada Discreta de Fourier y su inversa, presen-
tando antes algunos conceptos y herramientas necesarias para el desarrollo del mismo,
como lo son la forma polar de nimeros complejos, las raicces de unidad y algunas de sus
propiedades. El capitulo 2 estd dedicado a la Transformada Réapida de Fourier, ast como
su implementacién en lenguaje Mathematica.

Propiedades y aplicaciones de las matrices de Toeplitz se presentan en los capitulos
posteriores, en el cap(tulo 3 se habla del producto de una matriz de este tipo por un vector
via el producto de los polinomios. En el capitulo 4 se habla de un tipo especial de matriz
de Toeplitz, la matriz circulante y algunas de sus propiedades.

Finalmente en los ultimos 3 capitulos se presentan algunas aplicaciones de este no-
vedoso tépico .






Capitulo 1

Transformada discreta de Fourier

La relacidn existente entre la transformada de Fourier a través de funciones senoidales,
cosenoidales y la exponencial, proviene de la identidad de Euler, es por ello que a conti-
nuacidn se introducen conceptos que resultan una herramienta primordial en el desarrollo
de la tematica.

1.1. Conjunto de nimeros complejos

Si se considera la ecuacidon 2% + 1 = 0, puesto que para todo a € R se tiene que a >0 y
1 > 0, entonces siempre a?+1 > 0y, por lo tanto, la ecuacién 2% +1 = 0 no tiene solucién
en R. De donde a partir de éste, se construye un nuevo conjunto, al que se denomina
conjunto de los niimeros complejos, en el cual la ecuacién planteada anteriormente se
puede resolver. Este nuevo sistema numérico aumenta las posibilidades aritméticas. A
continuacidn se presenta un resumen de este conjunto.

Definicion 1.1.1. Se considera el producto cartesiano R x R, es decir, el conjunto formado
por todos los pares ordenados (z,y), donde = € R y y € R. Es dtil mencionar que
(x,y) = (u,v) si y solamente si x = u y y = v. Denotaremos al conjunto R x R por C.

Se define la adicidon en este conjunto de la siguiente manera:

((z,9), (w,v), — (z,9)+ (u,v)
(2, y) + (w,v) = (x +u,y +v).

+:CxC—C

Y la multiplicacién como:

((x,y),(u,v)), — (:p,y)-(u,v)

(z,y) (u,v) = (xu — yv, 20 + Yu).

CxC—C



Ademas se tiene que la adicion en C satisface las siquientes propiedades:

1. Es asociativa.
2. Es conmutativa
3. Tiene un elemento neutro.

4. Cada elemento en C tiene un inverso para la adicion.
Y la multiplicacién en C:

1. Es asociativa.
2. Es conmutativa
3. Tiene un elemento neutro.

4. Cada elemento en C, diferente de (0,0) tiene un inverso para la multiplicacion.

La forma algebraica de un nimero complejo es la expresién z = (x,y) = x + iy, donde
x corresponde a la parte real y y a su parte imaginaria. A la expresion x —iy se define co-
mo su conjugado, y finalmente a la expresion r = |z| = y/x2 + y? se le denomina el mddulo.

Después de mencionar las operaciones y propiedades de este conjunto de nimeros,
a continuacidn se presenta otra forma de expresar nimeros complejos, la cudl sera una
herramienta primordial para comprender los capitulos posteriores.

1.2. Forma polar de niimeros complejos

La potencia de niimeros complejos corresponde a una férmula obtenida primeramente por
Leonardo Euler (1707-1783) y que se atribuye a Abraham De Moivre (1667-1754).

Teorema 1.2.1. Si z = r(cosf +isenf) y n es un nimero natural. Entonces
2" = r"(cos(nf) + isen(nh))

Demostracion.
La demostracion se sigue por induccion. Sin =1

z =r(cosf +isend)

es cierto.

Supongamos que la féormula es cierta paran =k

2F = r*(cos(k@) + isen(k0))

2



Luego, se tiene que probar que también es cierta para n = k + 1. Multiplicando.
2Py = M = R (cos(k 4 1)0 +isen(k + 1)0)
]

A continuacidn se enlistan definiciones que serdn de gran utilidad para el desarrollo
de esta seccion:

Definicién 1.2.1. Para todo 0 € R,
e’ = cos(f) +isen(d).

Definicion 1.2.2. Para todo z € C existe unr > 0 y un 6 € R tales que

Entonces r = |z|.

El teorema de De Moivre puede ser generalizado a exponentes negativos y fraccionarios,
si el exponente es fraccionario, se trata de una raiz:

7t =27,

En particular una raiz de unidad, es cualquier nimero complejo que iguala 1, por lo
que a continuacidn se presentan definiciones y teoria que se convertirdn en la base para
comprender la seccidn posterior.

Definicion 1.2.4. Sean o, € R. Decimos que « divide a 8 y escribimos « | B si existe
un ndmero entero k tal que 5 = ka:

def

alp

Lema 1.2.1. Sea 8 € R. Entonces

Wk eZ B=ka

el =1 = 2 | 0.
Teorema 1.2.2. Sean ry,r5 > 0 y sean 61,0, € R. Entonces

. . rs =T,
r el =y el

2w | 91 —92.



Demostracion.
:>) Por demostrar que si el = ryel% entonces, r; =1y 6 27 | 61 — 0.
Tenemos que: r; el = ryei?2 como r1,79 > 0, entonces

g el
— =1
T9 elf2
Es decir: .
1 el 01
—— =1
ro eif2

Lo cual se cumple sélo si se tiene que:

1. & =1.
T2
eiel

2. 61—92 - ]_

1.3. Raices de la unidad

Las raices de unidad se usan en varias ramas de las matematicas, y en el presente trabajo,
seran de gran uso para la Transformada discreta de Fourier.

Para obtener la formula correspondiente se razonara del modo que sigue. Supongamos
que ZY"W — 2 = w", como se buscan las raices de unidad, entonces:
Suponemos que n € {1,2,3,...}.

Notacion: w,,

Notacion: oZ

Sea a € R. Se denota por aZ el conjunto de los nimeros enteros que son multiplos

de a:
aZ::{ﬁER: a|5}={6€R: ke ﬁ:ka}.

Lema 1.3.1. Sea 6 € R. Entonces
ef =1 = 27| 0 = 0 € 2nZ.
Teorema 1.3.1. Sean m, k € 7Z. Entonces

W™ = wk = m —k € nZ.

n



n-ésima potencia de w,
Demuestre que w)! = 1.

Demostracion. Tenemos que

pues 27| — 2. O

Teorema 1.3.2. Los numeros w’g, donde k € Z y 0 < k < n, son distintos.

1.3.1. Suma de las raices de la unidad
Formula para las raices de la unidad
Usando la notacidn w,, el conjunto solucién de la ecuacidon 2" =1 es

M={uf i k=0,...,n-1}

Formula general de la suma de la progresion geométrica

Sea g € C. Entonces
1_qn

n—1 .

Zk_{l_q ; St Q%L
q = 1 .

k=0

, st qg=1.

Sumas de las raices de la unidad

En esta subseccién se supone que n € {2,3,...}. El caso n =1 es trivial y se excluye.

n—1
Problema 1.3.1. Suma de todas las raices de la unidad. Calcular la suma Zwﬁ
k=0
Solucion. )
« l—wr 1-1
1—w, 1—w, 1—w,
k=0
]
Problema 1.3.2. Suma de las potencias de las raices de la unidad, primer caso. Seam € 7Z
n—1
tal que n | m. Calcule la suma Zwﬁm
k=0
Solucion.
n—1 n—1 n—1
St = St = v



Problema 1.3.3. Suma de las potencias de las raices de la unidad, sequndo caso.
n—1
m € Z tal que n {1 m. Calcule la suma Zwﬁm
k=0
Solucion.
n—1 n—1
1 _ wmn
km __ m\k — n
an - (wn ) 1— w;n
k=0 k=0
I el U
o l—wm
I
o l—wm
=0

Suma de las potencias de las raices de la unidad

Seam € Z.

nz_l e n, st n|m
) =

" 0, si ntm
Ortogonalidad de las raices de la unidad

n—1

Problema 1.3.4. Sean p,q € {0,1,...,n— 1}, p # q. Calcule la suma Zwﬁkwqu
k=0

Solucién.

n—1 n—1

ngkw;qk _ Z(wﬁwg‘])k

k=0 k=0
n—1

Sea



Notemos que:

p—qe{—-(n—-1),....,—1,1,....n—1}=ntp—qg=>wrl 1#1
Por lo tanto:
1 — 171
1— win_Q) -
Finalmente:
n—1
prkw_qk =0.
k=0
O]
n—1
Problema 1.3.5. Calcule también la suma Zwﬁkwgpk
k=0
Solucion.
n—1 n—1 n—1
prkw’pk = (uﬂ”’p)]~C = 1* =n.
k=0 k=0 k=0
O]
Escriba la formula general usando la delta de Kronecker
Solucién.
n—1
Zwﬁkw;qk = ndp
k=0
Donde:
1, st p=gq
Opq = :
0, st p#q
O]

1.4. Matriz de Fourier

En esta seccidn se presenta la matriz de Fourier de orden N, la cual corresponde a la
matriz de Vandermonde de las ralces n-ésimas de 1 (raices de unidad), las matrices de
Fourier son muy importantes en Teori{a de la Sefnal, Comunicaciones Digitales, analisis de
series de tiempo, entre otras aplicaciones.

La matriz de Fourier se define como

Oy = [wlr\r;k] Z,_kl:o

7



Por ejemplo,

Q=10 5 1 6

-1 _ —mk1N—1
Q' = = wy ]m,k:O
Para obtener la matriz inversa de Fourier no es necesario calcular el determinante del
sistema. Esto es una ventaja muy importante cuando se utiliza la matriz de Fourier. Para
el ejemplo anterior se tiene que:

0 0 0 0
Wy W41 W42 W43
0 J— J— p—
01— 1 Wy Wy Wy Wy
4 = 0 -2 —4 -6
Wy Wy Wy Wy

A continuacidn se hara mencidn de la Transformada Discreta de Fourier (TDF) cuya
entrada es una secuencia finita de nimeros reales o complejos, de modo que es ideal
para procesar informacidn almacenada en soportes digitales. En particular, la TDF se
utiliza comiinmente en procesado digital de sefnales y otros campos relacionados dedica-
dos a analizar las frecuencias que contiene una sefial muestreada, también para resolver
ecuaciones diferenciales parciales, y para llevar a cabo operaciones como convoluciones o
multiplicaciones de enteros largos.

En el procesamiento digital de seiales la TDF permite evaluar la transformada de Fou-
rier de secuencias de duracidn finita. La TDF es una secuencia compleja que es obtenida
por medio de muestrear un periodo de la transformada de Fourier de la sefial a un nimero
finito de puntos de frecuencia, es decir, que corresponde a muestras igualmente espaciadas
en frecuencia de la transformada de Fourier de la sefal discreta. La TDF es importante
por dos razones. Primero, permite determinar el contenido frecuencial de la sefal de voz, o
sea, realizar analisis espectral. La sequnda razén de importancia es realizar operaciones
de filtrado en el dominio de la frecuencia. La eficiencia es la razén principal por la cual
se procesan las sefales en el dominio de la frecuencia.

1.5. Transformada de Fourier

Como se vié la transformada de Fourier goza de una multitud de aplicaciones en muchas
areas de la ciencia e ingenieria, esta transformada discreta estd definida como la secuen-
cia de frecuencia-discreta de duracion-finita que es obtenida de muestrear un periodo
de la transformada de Fourier. Este muestreo es convencionalmente hecho a N puntos
igualmente espaciados sobre un periodo. La TDF se define de la siguiente manera.

8



Definicion 1.5.1. La transformada de Fourier F,,: C* — C" se define mediante la siguiente

formula:
n—1 n—1
Fola) = [Z akwﬁj] :

k=0 j=0

1.6. Transformada inversa a la transformada discreta de
Fourier
La TDF cumple el teorema de inversién cuya idea es que dada una funcidn F, la transfor-

mada de Fourier inversa aplicada a la transformada de Fourier de F resulta en la funcién
original, en simbolos: Se puede demostrar que F,, es invertible y

n—1

1 ;

Foo) =~ [Z bjeo,
j=0

n—1

k=0

1.7. Implementacion en lenguaje Mathematica

TDF[v_] := Modulel[
{n = Length[v], wn, tdf, j},
tdf = Table[0, {n}];
wn = N[Exp[-(2#Pi*\[ImaginaryI])/
n]]; (xCalcula las n raices de la unidadx*)
For[j = 0, j <=n -1, j++,
tdf [[j + 111 =
Sum[v[[k + 1]]*wn~(kxj), {k, O,
n - 1}]]; (xCalcula la transformada como multiplicacién de la \
matriz de Fourier por el vectorx)
tdf]

Un factor muy importante para este tipo de aplicaciones es que la TDF puede ser
calculada de forma eficiente en la practica utilizando el algoritmo de la transformada
rapida de Fourier o TRF (Fast Fourier Transform), el cual sera el tema principal del
siguiente caplitulo.
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Capitulo 2

Transformada rapida de Fourier

Con el fin de implementar en forma practica la Transformada Discreta de Fourier mediante
el uso de computadores, se hace necesario disminuir su costo computacional. A mediados
de la década del sesenta JW Cooley y JW Tukey desarrollaron un algoritmo denominado
la Transformada Rapida de Fourier (TRF). La TRF elimina informacién redundante que

existe en la DFT, ya que esta explota las propiedades de periodicidad y simetria del factor
de fase Wy.

2.1. Algoritmo TRF

Si X € Cn, el calculo directo de €2, X requiere obviamente n? multiplicaciones de nimeros
complejos (cada elemento de €2, se multiplica por uno de X). El algoritmo de la trans-
formada rdpida de Fourier (TRF), permite reducir rapidamente este costo operativo hasta
nlogn. El ahorro es ciertamente importante, pues para n = 2! = 1024 se pasa de un
millon de operaciones a menos de 5000.

La versidn que vamos a estudiar es la mas habitual y corresponde al caso en que
n = 2™, es decir, que la dimension del espacio es una potencia de 2.

2.2. Algoritmo de Cooley y Tuckey

La idea basica es aprovechar la gran cantidad de operaciones que se repiten en los calculos
y aplicar una técnica de diseiio de algoritmos que se conoce como divide y vencerds. Se
comienza por dividir el vector X de longitud n = 2™ en dos vectores de tamano par:

P t I t
X" = <x07x27"'7xn—2) ’ Yy X' = <x17x37"'7'rn—1)
y finalmente reconstruiremos el vector transformado X a partir de éstos dos

Proposicién 2.2.1. En la situacién anterior las 5 primeras y las 5 dltimas componentes

11



de X estdn dadas por

X, = XP+uwXi k=0,1,...

OIS

Xogp = Xp—wiXp, k=0,1,...

Demostracion. Para k=0,1,...%2 — 1, tenemos que:

2
n—1

— Ik .

Xk = E W),
3=0

y agrupando por separado en esta suma los términos con j par e impar, tenemos:

24 nq
_ Z 2%k Z 2j+1)k
Xk = wnj T2j + CUSLJ ) Toj+1
j=0 Jj=0
2 _ )
y como w;, = wz, resulta que:
2 24
_ 2k 2j+1)k
Xy = E wy Ty + E Wi g1
=0 §=0
oy nq
24k
= E w? x2J+E ijxng
oy o

X, = Zw T +wk2w3kl

Esta igualdad prueba (1) pues las expresiones del segundo miembro son totalmente vali-
das para k = 0,1,...,5 — 1 y evidentemente las sumas coinciden con las componentes
k—ésimas de X y X! respectivamente.

Para los (ndices 7, 5+1,...,n—1, que escribiremos en la forma 5+k con k =0,1,...,5—1,
siguiendo el mismo proceso:

3= 31
2j(2+k) (2741)(2+k)
Xngk = E Wn ° $2j+2 Wn * Tmoin
= j=0
21 21

24k 2% 2k k
= E w 33323+E Wy %)anwxgﬁl

2

n_y
k
:Ewwjn:ppqunkgw ]kl
j=0

12



n n
pero ws =1y w; = —1, por lo tanto
2
g o
" _ jk Pk 2k T
Xogp = E W an ol
j=0 J=0
]

La esencia del algoritmo termina aqui. Se reemplaza la tarea de calcular una transfor-
mada n—dimensional (cuando n es par) por la de dos dimensiones (7). Como 7 también es
par, podemos calcular cada una de ellas a partir de dos transformadas 7 -dimensionales y
de forma recurrente reduciremos el calculo de €2,, al calcular un buen nimero de transfor-
madas de dos elementos que no necesitan ninguna multiplicacidn.

2.3. Nuamero de operaciones en la TRF

Denotamos por C'(IN) el nimero de operaciones necesarias para multiplicar por Q.

Para el nimero de operaciones necesarias se obtiene la ecuacidn

N
O(N) = 20(5) 12N, (2.3)
con la condicién inicial
c(1) =1.
Para simplicidad suponemos que N = 2*. Se puede ver que la solucién es
C(2%) =2k - 2%,
es decir,
C(N) = 2N logy(N). (2.4)

2.4. Implementacion en Mathematica

La funcién que genera la Transforma Discreta de Fourier es:

TDF [v_] := Modulel[

{n = Length[v], wn, tdf, j},

tdf = Table[0, {n}];

wn = N[Exp[-(2%Pi*\[ImaginaryI])/n]]; (*Raiz n-ésima de la unidadx)

For[j = 0, j <=n -1, j++,

tdf [[j + 111 =

Sum[v[[k + 1]]*wn~(k*xj), {k, O,
n - 1}]]; (¥Aplica la transformada multiplicando la raiz n-ésima \

de la unidad por los componentes del vectorx)

tdf]
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La funcién que implementa el algortimo de la TRF es:

TRF[v_] := Modulel
{n = Lengthl[v], X, k, e, o},
If[n == 1,
X = TDF[v], (¥Caso base, calcula la TDF*)

X = Table[0, {n}];
e = TRF[v[[;; ;; 2]1]; (*Aplica recursién en entradas paresx*)
o = TRF[v[[2 ;; ;; 2]11]; (*Aplica recursién en entradas impares*)

For(k = 0, k <= (n/2) - 1, k++,

X[k + 1]1] =

ellk + 1]] +

N[Exp[-2 Pi \[ImaginaryI] (k/n)]]=*
o[lk + 1]1];(xCalcula para las primeras entradas del vectorx)

X[k + (n/2) + 111 =

e[k + 1]] - N[Exp[-2 Pi \[ImaginaryI] (k/n)]]x*o[[k + 1]];
(*Lado izquierdo del vectorx)

15

X]
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Capitulo 3

Matrices de Toeplitz

El propdsito de los capitulos posteriores es presentar las herramientas necesarias para
abordar uno de los problemas basicos del algebra lineal numérica y de muchos procesos
de la ingenierla y de la ciencia: la solucidn de sistemas de ecuaciones lineales. Muchos
algoritmos -métodos o procedimientos numéricos esencialmente orientados a su imple-
mentacion en un ordenardor- que buscan dar solucidn numérica a un determinado modelo
matemdtico -resultado de la representacidn formal del comportamiento de los elementos o
procesos que definen o integran un proyecto, fendmeno o actividad-, deben resolver siste-
mas de ecuaciones lineales de mayor o menor tamaio.

La resolucidn de un sistema de ecuaciones lineales aparece también con mucha fre-
cuencia como un subproblema de un problema mas complicado de andlisis numérico; tal
ocurre por ejemplo cuando se resuelve iterativamente un sistema de ecuaciones no linea-
les por el método de Newton-Raphson, donde en cada etapa de ese proceso iterativo se
requiere resolver un sistema de ecuaciones lineales, o en procesos de optimizacidn tanto
lineales como no lineales.

Los sistemas de ecuaciones presentan con frecuencia una estructura muy especial que
puede ser objeto de tratamiento particular. Por ejemplo, los problemas de interpolacién
polinomial, que conducen de manera natural a sistemas de ecuaciones con una matriz de
coeficientes de Vandermonde, o como una de las tematicas del presente; los problemas
derivados de la modelizacidn de series temporales, que conducen a sistemas de ecuaciones
en los que la matriz de coeficientes son del tipo de las denominadas de Toeplitz. Por
ello a continuacidon se introducen definiciones y propiedades de estas matrices que nos
conducirdn a cumplir el propdsito de los cap(tulos posteriores.

3.1. Matrices de Toeplitz

En 1911 Otto Toeplitz obtuvo una caracterizacidon para un tipo especial de matrices, hoy
llamadas matrices de Toeplitz, las cuales son matrices cuadradas con todas sus diagonales
de izquierda a derecha paralelas numéricamente.

15



Una matriz de Toeplitz 1" de orden n estd dada por:

n—1

Tn = [tﬂ'*k}j,kzo'
T5 esta dada por:

to—o to-1 to—2 lo t

t o
Tz3= | tio t1i1 tio | = | t1 to t_y
loo ta-1 t22 o t1 o

Cambiamos la notacion para las entradas de la matriz de Toeplitz de tal manera que
los {ndices no sean negativos sino empiecen con 0, por ejemplo:

U2 U1 Ug
T3 = Uz Ug Uy
Ug U3z U2

Si se expresan u a través de ¢ y viceversa, y si el orden de la matriz es n, entonces:
Ug = Tp—(n-1)

le = Ugt(n-1)

3.2. Producto de una matriz de Toeplitz por un vector,n = 3

Sea a € C? y sea b = T,a. Exprese las componentes de b a través de las entradas de T;,
y las componentes de a. Primero use la notacién ¢;_j, luego u-:

to t_l t_g Qo b()
tl to t_l aq = b1
o t1 1o ay ba
De donde se tiene que:
bo = toCLQ + t,1a1 + t,2a2 = U2Gq + U1G1 + UQ2
bl = t1a0 + toa1 + t_1a2 = Uzag + Usa1 + Uiao
by = taap+tia1 + loas = usag + uzar + ugas

3.3. Producto de una matriz de Toeplitz por un vector

Sea a € C" y sea b = T,,a. Exprese las componentes de b a través de las entradas de 7,
y las componentes de a. Primero use la notacidn ¢, luego uy:

3
,_.

bj: ik ap = Eunl—l-jkak
0

e
i
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3.4. Producto de los polinomios
Sean P y @ polinomios con coeficientes u; y v;:
P(2) = ug+urz +ug2® +ugz® +ugzt 4. Q(2) = vo +viz+ 122 +v32® Fugzt 4. .
Denotemos por w; al coeficiente de 27 en el polinomio P(2)Q(z):
P(2)Q(2) = wo + w2z + wy2® + w3z +wyzt + ...

Exprese w; a través de los coeficientes u y v:

Wo = Ugy Vo

w1 = Uy Vg + Ug V1

Wo = Uy Vg + U1 Vo + Ug Vg

W3 = U3z Vg + Uz V1 + Uy V2 + Up V3

Wq = Ug Vg + U3 U1 + U V2 + UL V3 + Uy Vg

En general,

J
w; = E Uj—f Uk
k=0

Sea T, una matriz de Toeplitz, sea v € C" y sea b = T,,v. Se puede definir b € C" de
tal manera que las componentes del vector sean ciertos coeficientes del producto de los
polinomios

2n—1 2n—1
P(z) = Z w2, Qz) = Z ;2.
=0 =0

17
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Capitulo 4

Valores y vectores propios de matrices
circulantes

Las matrices circulantes son una clase de matrices particularmente tratable porque las
inversas, productos y sumas también son circulantes, y por lo tanto normales y de cons-
truccion directa. Ademas, los valores y vectores de tales matrices pueden ser calculados
facil y exactamente. Por lo que en esta secciéon se hablara de ello.

4.1. Matrices Circulantes

Una matriz circulante C' es una matriz de Toeplitz que tiene la forma

Co C1 Co P S |

Cp—1 Co &1 C2

C = et o . (4.1)
: . . . Co
G
C1 ce Cn—1 Co

Note que los elementos de cada fila de C, son idénticos a los de la fila anterior pero
movidos una posicion a la derecha. Es facil ver que la suma de matrices circulantes es de
nuevo una matriz circulante; lo mismo ocurre cuando se multiplica por un escalar.

4.1.1. Propiedades de las matrices circulantes

1. Como polinomios en la misma matriz conmutan (respecto al producto), entonces el
producto de matrices circulantes conmuta. Mas aun, el producto de circulantes es de
nuevo una circulante.

2. Como C' y C* conmutan entonces toda matriz circulante es normal.
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3. De (1) y (2) se obtiene que si A es circulante y k € Z, entonces A* también es
circulante.

La estructura puede ser generalizada notando que la entrada (k,j) de C, Cj; estd dada
por
Clj = C(j—k) médn

4.2. Valores y vectores propios

Definicion 4.2.1. Dada una matriz cuadrada A € K™*", se dice que \ € K es un valor
propio o autovalor de A si existe algun vector no nulo uw € K" tal que Au = \u.

El vector u anterior se dice vector propio o autovector de A, asociado al autovalor \.

As( pues, los vectores propios de una matriz A son aquellos vectores (no nulos) que
se transforman mediante A en proporcionales a si mismos, siendo los valores propios las
correspondientes constantes de proporcionalidad.

Aplicando esta definicién y la teorla de los capitulos anteriores, se tiene que: Los
valores propios v, y los vectores propios y*) de C' son soluciones de

Cy =y (4.2)

o, de manera equivalente del sistema de n ecuaciones en diferencias

m—1 n—1
Crn—mikYrk + Z Choem¥k = VYm; m=0,1,... . n—1. (4.3)
k=0 k=m

Cambiando los subindices de las sumas, resulta

n—1l—-m n—1

ChYkim+ Y Ckkmem) = PYm; m=0,1,...,n—1. (4.4)

k=0 k=n—m

Se puede resolver el sistema de ecuaciones en diferencias de la misma forma que se
resuelven ecuaciones diferenciales. Ya que la ecuacién es lineal con coeficientes constantes
suponemos que v, = p* es una solucién (anédloga a y(t) = e** en ecuaciones diferenciales).
Sustituimos en (4.4) y cancelando p™ resulta

n—1l—m

n—1
Z rp” 4+ p" Z crp® = 1.
k=0

k=n—m

Entonces si elegimos p™" = 1, es decir, p es una de n raices de la unidad, tenemos el
valor propio

=Y (4.5)



con el correspondiente vector propio

y=n"2(1Lp0%....0" 7. (4.6)

2mim

Eligiendo p,, como la n-ésima raiz de la unidad, p,, = e~ » , tenemos el valor propio

n—1
_ 2mimk
Um =Y cpe (4.7)
k=0
y el vector propio
1 Tim mim(n—1)
(m) — (1,(2_27,...,6_2 n I)T.

Luego, de la definicién de valores propios y vectores propios,
Cy™ =™, m=0,1,...,n—1. (4.8)

La ecuacién (4.7) resulta ser la Transformada Discreta de Fourier de la sucesion {cx}.
Podemos recuperar la sucesién {ci} de {¢} a través de la inversa de la transformada.
En este caso

1 n—1 1 n—1 n—1
. _ 2mimk 27ilm
_2 wme%rzﬁm I 2 Cpe noe
n n
m=0

m=0 k=0
-1 -1
< 1 < 2mi(0—k)m
= Cr— e n =y, (4.9)
n
k=0 m=0
donde usamos la ortogonalidad de los exponenciales:
- n, k médn=0
2mimk 5 — U,
€ n = nék méd n — (410)
— 0, otro caso.

donde ¢ es la delta de Kronecker,

5 1, m=0
" 0, otro caso

Entonces, los valores propios de una matriz circulante son los valroes de la TDF de la
primera columna de la matriz circulante, y de manera equivalente la primera columna de
una matriz circulante equivale a la inversa de la TDF de los valores propios.

La ecuacion (4.8) puede ser escrita en forma matricial como

CU=UY, (4.11)
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donde

U = [yOY]... |Jy" Y]
_ 2mimk

= n_%[e noymyk=0,1,...,n—1]

es la matriz que contiene los vectores propios como columnas y ¥ = diag(¢) es la
matriz diagonal con elementos vy, v, ..., 1¥,—1. Ademas, (4.10) implica que U es unitaria.
Denotemos el elemento (k,j) de UU* como ay; y observamos que ay ; sera el producto

_ 2mimk

’ . e " . ’ .
de la k-ésima columna de U, el cual es {T;m =0,1,...,n — 1} veces la j-ésima
n
_ 2mimg
(& n
columna de U*, la cual es {T;m =0,1,...,n — 1}, entonces
n
1 _ 2mim(j—k)
Uy =~ E n—1le” " =045 médn
m=0

ast UU* = I. De manera similar, U*U = I, ya que (4.11) implica que

c = ULU* (4.12)
U = UCU. (4.13)
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Capitulo 5

Ecuaciones de Yule-Walker

En 1946, Levinson presentd un procedimiento iterativo para determinar la funcién pon-
deratriz de un filtro lineal. Este procedimiento es ahora conocido como el algoritmo de
Levinson Durbin.

Segun Akaike (1973): Este procedimiento es problablemente la contribucién mas sig-
nificativa en el campo del andlisis con computador digital de series temporales.

Este algoritmo fue utilizado por Durbin (1960) para la solucion de las ecuaciones de
Yule Walker en el caso escalar. Posteriormente Whittle (1963), lo extendié para el caso
multivariable. Los problemas conectados con este algoritmo como inversién de matrices
de Toeplitz fueron estudiadas por Akaike (1973). La estimacidn espectral autorregresiva
por Burg (1967, 1975) y la estimacion del orden de modelos ARMA por Akaike (1970),
Shibata (1976) y Hannan (1980).

Ya que el algoritmo de Levinson se desarrolld en el contexto del disefio de un filtro y
prediccion del mismo, y ésta era un marco muy restringido, se olvidé rdpidamente y por
eso es mucho mas conocido como el argoritmo de Durbin, aunque los dos métodos son
esencialmente el mismo.

La ecuacion de Yule-Walker se define como:

n
donde T}, = [tk_j}m:l
sistema tiene la siguiente forma:

es una matriz de Toeplitz (real y simétrica), y el lado derecho del

Este tipo de sistemas es utilizado en el procesamiento y andlisis de seiales, procesos
estocdsticos estacionarios, andlisis de series de tiempo, etc.

23



W. Trench descubrié como utilizar la solucién de esta ecuacién para calcular

det(T,)
n = 577
det(Tn_1>

5.1. Relacion recursiva entre los sistemas de Yule-Walker

Se consideran los sistemas T,z = U,, donde T}, = [t,;,j]?j_l es real y simétrica (t; € R
n L

yt;=t)yU,=[t:i],_,.

Notacion:
x = solucion de T,,x = U,

Z := solucion de T,,_12 = U,,_1

det(T,,) det(T,, + 1)
an = n+1 =
det(7,-1) det(7T},)

Buscamos expresar x y ¢,+1 a través de = y ¢, respectivamente.

Consideramos el caso n = 4 y después generalizamos los resultados obtenidos:

o t1 ta t3 x 131
1 to t1 to T2 | | t2
to t1 to 1 z3 | | t3
l3 ta t1 1o T4 12}

Para resolver el sistema hacemos un cambio de variable:
x="Cy
donde C' es una matriz tal que:

to t1 to

t1 to t
T4C:101

* 1O OO

ty to 1



Para obtener lo anterior, la matriz C se busca en la forma:

100 —Xs
o1 0 =
“=loo01 -n

000 1

Entonces:

to t1 ta t3— Aslo — Aat1 — Mt
t1 to t1 to— )\3151 = )\Qto — >\1t1
ta 11 to t1 — Asta — Aoty — it
ts 1o 11 to— >\3t3 — )\th — )\1t1

T4C ==

Para eliminar las entradas indicadas, A1 , A2 y A3 deben ser solucién del sistema:

tod + i + s = 6
tl/\l + to)\z + t1>\3 == tQ
t2>\1 + tl)\Q + to)\g - tg

que se escribe

A
T3 | A2 | =Us
Az
cuya solucidn es:
)\1 fl
)\2 = fg
)\3 IN?,
De aqut
100 —4 to 11t 0
. 010 —fg . tl t(] tl 0
=100 1 —75 |’ Lo = ta t; to 0
0 0O 1 t3 t2 tl to—fgtg—.fgtg—fltl

Se observa que det(C) =1 y la matriz T3C es triangular inferior por bloques:

100 —2 to t1 to 0
1010 —ay |t ot ot 0
¢= 00 1 —z5 |’ Lo = ty 11 to 0
000 1 ty to b1 to— @aty — Doby — L1ty
Entonces

det(T4) = det(T4C) = det(Tg)(to — [E~1t1 — fgtg — ngtg).
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De aqut hallamos el cociente de los determinantes

. det(T4)
 det(Ty)

qq = to — Zfltl — fgtg — fgtg.

En general se tiene

n—1
_det(tn) ~
qn = —det(Tn_l) = to — thl’j.
7=1

5.2. Solucion del sistema 7,,Cy = U,

Dado el cambio de variable x = C'y se tiene T,Cy = Uy:

to t1 to 0 (70 i
t1 to 1 0 y2 | | L2
ta t1 to 0 ys || ts
t3 t2 tl to — fgtg — :ENQtQ — fltl Ya t4
Y1 to t1 to Y1
Ahora se puede ver que | y2 | es solucidn del sistema | t; t9 t Yo
Y3 ta t1 to Y3
(1 Ty
por lo tanto | o | = | 2%
Y3 T3

De la dltima ecuacion del sistema
Tits + Loty + T3ty + ya(ty — Tty — Doty — D1t1) =14

despejamos

ty — T1t3 — Loty — T3ty ty — T1t3 — Toty — T3ty
y4 = — — — ey .
to — T3lz — Talo — T1ly qa

Expresion de z a través de =

Dado el cambio de variable z = Cy

Ty 1 0 0 —ux3 Y1
| 010 - || v
T3 - 0 01 —fl Ys
74 000 1 U
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Calculamos primero la variable z, y después las demas:

t3 — fltg — fgtg — {fgtl

Ty = Yg = ’
44
T = Y1 — T3Ys = T1 — T3y,
Ty = Y2 — Ty = Tg — Toly,
T3 = Y3 — T1Ys = T3 — T12y4.
En general,
n—1
ty— Y tiEn_;
_ J=1
Tn = )
Gn
xr; = l'Ni—ZZ‘n_il'n (Z:]_,,n—l)

5.3. Expresion recursiva de ¢, a través de ¢,

Ahora dado lo anterior podemos calcular

det (tg,)
det (T4)

= t[) — tll’l — tQZL’Q — t3I3 — t41]4

g5 =

= to—t1(T1 — Tywy) — ta(To — Towy) — t3(T3 — T1wy) — taxy
= tog—t101 — taTey — t323 — (t4 — 11 T3 — taly — t37j’1)l’4

= @l -2}
Entonces, se puede hallar ¢,1+1 con g, con la correspondencia:

n+1 = (1 - xi)qn
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5.4. Algoritmo de Levinson-Durbin para resolver el sistema
T.x =U,

Entrada: ¢y,...,t, € R

T = i—é? ¢ =to

Param=2,...,n—1:

Gm = Gm-1- (1 — ‘/Egn—l,m—l)

meL=:<tm —-E:Z;}tm_jxﬁm,¢>/qm
Paraj=1,...,m—1: 2 = Tjm-1 — TmmTm—jm—1
Salida: Vector[z1,, . .., Tnp)

5.5. Implementacion en Mathematica

LD[t_] := Modulel
{x, xprev, n = Length[t] - 1, q, m, j},
x = Table[0, {n}]; q = x;
x[[1]1] = t[[211/t[[1]1]; q[[11] = t[[1]]; (*primer caso del algoritmox*)

xprev = x; (*Vector auxiliar par controlx)
For[m = 2, m <= n, m++,
qlm]] = qllm - 1]11*(1 - xprev[[m - 1]1]1°2);
x[[m]] (tllm + 111 -
Sum[t[[k + 1]] xprev[[m - k11, {k, 1, m - 1}])/ql[[m]];
For[j =1, j <=m -1, j++,
x[[j1] = xprev[[jl] - x[[m]]l*xprevl[m - jl]
15
xprev = x; (*Actualiza la salidax)
15
x]
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Capitulo 6

Modelo Lineal Autorregresivo

Como ya mencioné en el capitulo anterior, el algoritmo de Levinson Durbin es una de
las aplicaciones dentro del anadlisis de series de tiempo, a continuacién se presenta el
desarrollo de esta temdtica, en particular de modelos autorregresivos.

6.1. Series Temporales

Una serie temporal serd una sucesion de valores de una variable obtenidos de manera
secuencial durante el tiempo. As(, desde el punto de vista de los procesos estocasticos,
diremos que

Definicion 6.1.1. Una serie temporal es una realizacion parcial de un proceso estocdstico
de pardmetro tiempo discreto.

6.2. Caracteristicas de un proceso estocastico

Del mismo modo que en una variable unidimensional X, podemos calcular su media, su
varianza y otras caracteristicas, y en variables n-dimensionales obtenemos un vector de
medias, matriz de covarianzas, etc., en un proceso estocastico podemos obtener algunas
caracteristicas que describen su comportamiento: medias, varianzas y covarianzas. Puesto
que las caracteristicas del proceso pueden variar a lo largo de t estas caracteristicas no
seran parametros sino que seran funciones de t. As(:

Definicion 6.2.1. Llamaremos funcién de medias del proceso a una funcién de t que pro-
porciona las medias de las distribuciones marginales para cada instante t

He = E(Xt)

Definicion 6.2.2. Llamaremos funcién de varianzas del proceso a una funcién de t que
proporciona las varianzas de las distribuciones marginales para cada instante t

o = Var(X;)
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Definicion 6.2.3. Llamaremos funcion de autocovarianzas del proceso a la funcion que
proporciona la covarianza existente entre dos instante de tiempo cualesquiera:

Cov(t,s) = Cou(s,t) = Cov(Xy, X5)
y por ultimo,

Definicion 6.2.4. Llamaremos funcidon de autocorrelacién a la estandarizacién de la funcion

de covarianzas:
Cov(t, s)

pt,s
Ot,05

En general, estas dos ultimas funciones dependen de dos parametros (dos instantes).
Una condicidn de estabilidad que aparece en muchos fendmenos es que la dependencia sélo
dependa, valga la redundancia, de la "distancia” entre ellos y no del instante considerado.
En estos casos tendremos:

Cou(t,t+j) =Cov(s,s+j)=r; Jj=0,£1,£2, ...

6.3. Procesos estocasticos estacionarios

En una primera aproximacidn, llamaremos estacionarios a aquellos procesos estocasticos
que tengan un comportamiento constante a lo largo del tiempo.

Definicion 6.3.1. Diremos que un proceso es estacionario en sentido estricto si al realizar
un mismo desplazamiento en el tiempo de todas las variables de cualquier distribucién
conjunta finita, resulta que esta distribucién no varia, es decir:

F(XiuXigw‘-aXir) - F<X’L1 +j7Xi2 +j7"')Xir +])
para todo conjunto de i(ndices (iy,1is,...,i,) y todo j.

Definicion 6.3.2. Diremos que un proceso estocdstico es estacionario en sentido débil si
mantiene constantes todas sus caracteristicas lo largo del tiempo, es decir, si para todo t:

1= p.
2. 0} =02
3. Cov(t,t+j)=Cou(s,s+j)=r; j=0,£1,£2,...

Definicion 6.3.3. Se denomia funcién de autocorrelacion simple a dicha funcion:

0
P Yo o?

Esta funcién es simétrica (p; = p—;).
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6.4. Modelos Auto-Regresivos de orden p, AR(p)

Al tratar de representar la influencia que hechos pasados tienen sobre el presente (y en
consecuencia sobre el futuro) de un proceso estocastico, podemos considerar diferentes
expresiones alternativas. Una de ellas consiste en colocar el valor actual del proceso como
dependiente de modo lineal de valores pasados del propio proceso, mas una perturba-
cion aleatoria, que supondremos normalmente distribuida, que evite que el modelo sea
determinista:

Xe=amXo1+as Xy o+ +a, X4 )+

Un elemento que resulta de gran interés en estudio de estos modelos procesos lineales
es el llamado operador retardo B. Tal operador actiia sobre un término de un proceso
estocastico reduciendo el (ndice temporal en una unidad:

BX,=X,—1=B*X, =X, ,
y por tanto, un proceso autorregresivo puede expresarse en la forma:

& =(1—aB—ayB*—-- —a,B")X,

6.4.1. Determinacion del orden y de los parametros del modelo AR
Los dos problemas fundamentales que nos presentan los procesos autorregresivos son:
= Determinacion del grado p y del polinomio autorregresivo.

» Una vez fijado este, determinar los parametros a;, del modelo.

Determinacion de los parametros del modelo

Consideremos un proceso AR(p)
Xe=am Xy +a Xy o+ +0a, X )+ (6.1)
multiplicando por X;_j
XX g = Xi a1 Xpop + a0 Xy o Xo g+ -+ ap Xep Xo + 6 Xo i (6.2)
Tomando esperanzas
EXiXik] = B[ X1 Xi—k] + @B X2 X k] + -+ + 0, B[ Xy p Xi—i] + Eler Xk

Tenemos que

Ve = Q1 V-1 T Q2Vk—2 + -+ A Vk—p (6.3)
Dividiendo entre ~g, tenemos
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es dectr,
Pk = @1pg—1 + Q2pp—2+ -+ appp—p k=1,....p (6.4)

Particularizando la ecuaciéon anterior para j = 1,2,...,p se obtiene un sistema de ecua-
ciones que relaciona las p primeras autocorrelaciones con los parametros del proceso,
conocido como ecuaciones de Yule-Walker

pP1 = Q1po+ Q2p1 + azpa + -+ Ap_1Pp—2 + ApPp—1
p2 = @1p1+ agpo + agpr + -+ ap_1pp-3 + appp—2

Pp = Qipp-1+ A2pp2+ a3Pp-3 + -+ + Ap_1P1 + AppPo

Ya que de v, = y_j surge también py = p_.

Llamamos
al' =lall =[a a ... ap] py=lli=[rm p -0 p]
I R

P1 Po - Pp-2
R, = [pp—k]i,pzl = . : ) )

Pp—1 Pp-2 Pp-3 Lo

Matricialmente, tenemos el sistema:

R,a=p, (6.5)
Po 1 cee Ppa ai P1
P1 Po cee o Pp—2 az | | P2
Pp—1 Pp-2 Pp-3 PO p Pp

Que se puede resolver usando el algoritmo de Levinson-Durbin.
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Capitulo 7

Modificaciones de Trench del algoritmo
de Levinson-Durbin

Las ecuaciones de Yule Walker modificadas pueden ser resueltas de una forma eficiente
usando una extension de la recursion de Levinson realizada por W. F. Trench, es por ello
que a continuacion se presentan las bases teéricas de lo antes mencionado.

7.1. Método de Trench para calcular valores propios de ma-
trices de Toeplitz

Este método busca los ceros de la funcion racional

Pa(A)
Gn(A) = , 7.1
M= ™ )
donde
pm(A) = det (Tm - >\Im), 1<m<n
Para calcular los valores de ¢,(\) se aplica el algoritmo de Levinson-Durbin para las

matrices de Toeplitz
Tw— M, (1<m<n-—1) (7.2)

7.2. Base teorica para el método de Trench

Partiendo de la ecuacidn de Yule-Walker, tenemos

Un—1 = [ti,ta, ... tna]” (7.3)
Si A no es un valor propio de 7,1, denotmos por
X 1A = [210-1 (V) -y Tt (W] (7.4)
a la solucién de
(Tuos = A1) X1 (A) = Upy (7.5)
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Teorema 7.2.1. Si A no es valor propio de T,,_1, entonces
gn(N) =to — A= U1 X 1(N)

Si en la adicién, \ es un valor propio de T,, entonces el vector

es vector propio asociado.

Demostracidn.

n L u i ursiv w— A,
Para M) simplemente adecuamos las relaciones recursivas para el caso T, — A\I,,. Ahora
para demostrar que Y,, es vector propio se verifica que

T,Yn(\) = Y, (N)

Lo que equivale a:
(T, — M,) Y (M) = 0.

Tomando como muestra el caso n = 3, multiplicamos (T3 — A\I3) por Y3(\)

tol;zA T [ig)\fz } { Xg(lk) } L _—[XO;(%) fgi))gé?;) }

- _5‘1@@ }

o
|0
Por lo tanto, si A es valor propio de 7;,, entonces

Ya(A) = [ X:(A) }

es un vector propio asociado. 0

Dado que A es un valor propio g3(\) = 0.
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