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Notacidén

Durante la presentacién se mantendra la siguiente convencién:
Sea X un conjunto, C,D C 2%,

CxD:={AxB|AeC N BeD}.

Sean (X, 1), (Y, 72) espacios topoldgicos,

T1Q Ty i= {W S 2XXY| W = UAQ, donde {Aa}ael Cm X 7'2},

acl

sean A1, P> sus o-algebras de Borel correspondientes,

%1 0%2 = O'(,%)l X %2)
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Introduccién

Diagrama

Se pasa a las o-élgebras de Borel

(X,711),(Y,m) (X, %), (Y, %)

Pasamos a la

topologia producto

(X XY, ®7’2)

eiqo3|e-0 e| e soweseq

Pasamos a la

seuqas|e-o sop ap oynpoid |9p

o-algebra de Borel

(X X Y?‘@7'1®7'2) (X X Y,,%l .932)

iBrygr, C B e Ba?

(B By C Brigr,?



Primera contencién

Lema (Medibilidad de funciones continuas).

Sean (X, 71), (Y, 2) dos espacios topoldgicos,
P, P> las o-algebras de Borel correspondientes.
Si F D %1 es una o-dlgebra sobre X, entonces

C(X,Y) C M(X,F,Y).




Primera contencién

Lema.

Sean (X, 1), (Y, 72) espacios topoldgicos,
P, P> sus o-algebras de Borel correspondientes,
P e %.

Entonces

7r1_1[P] € %71@97'2'




Primera contencién

Demostracion.
Observamos que w1 : X X Y — X es funcién continua.

Sea U € 7y,

71'1_1[U]: UXYEMXmCm®.
Del lema sobre la medibilidad de funciones continuas, si P € %;

[Pl € o(11 ® T2) = Bryzr,.



Primera contencién

Proposicion.

Sean (X, 71), (Y, ) dos espacios topoldgicos,
K1 ® B> la g-algebra producto,

PBr v, la 0-dlgebra de Borel de 71 ® .

Entonces
P10 By C e@ﬁ@n

Demostracion.
Sea P x Q € %1 x H#>. Observamos que,

PxQ=(PxY)N(XxQ)=r[PlNnm Q]
por el lema anterior,
7T1_1[P]’7T2_1[Q] € Briom-

Y como es cerrado bajo intersecciones finitas, P X Q € %o,




Segunda contencién

Lema (Los bdsicos son rectangulos medibles).

Sean (X, 1), (Y, ) espacios topoldgicos,
KB, P> las o-algebras de Borel correspondientes,
HB1 X P> el conjunto de rectangulos medibles,
Entonces

T1 X To C PB1 X Bo.




Segunda contencién

Lema (Los bdsicos son rectangulos medibles).

Sean (X, 1), (Y, ) espacios topoldgicos,
KB, P> las o-algebras de Borel correspondientes,
HB1 X P> el conjunto de rectangulos medibles,
Entonces
T X Tp C $B1 X By.

Demostracion.
Es inmediato. Sea W € 71 X 73, esto es

W=UxV

donde Ueny Ve Comor C %y C Py tenemos que W € By x HBo.
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Lema (La propiedad der ser segundo numerable se preserva bajo productos).
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Segunda contencién

Lema (La propiedad der ser segundo numerable se preserva bajo productos).

Sean (X, 71), (Y, 2) dos espacios topoldgicos.
Si los espacios son segundo numerables, i.e. existen bases numerables de cada espacio,
entonces 71 ® 7T es segundo numerable.

Demostracion.
Sean C, D bases numerables de 71 y 7 respectivamente.
Afirmamos que la coleccién C x D es una base para 71 ® 7.



Segunda contencién

Sea W € 11 ® 1, luego

W:U%xm

acl

conUy,enyVeoen,Vacel.



Segunda contencién

Sea W € 11 ® 1, luego
W:U%xm
acl

conUy,enyVeoen,Vacel.

Sean €1y x € Ug x V3. A su vez, existen {Cy}peny CCy {D}}nen C D tales que
U= G nVve=J0;
neN neN

Asi pues, dng, mp € N tal que x € C; x D;, C Ug x Vg C W. Como W era arbitrario,
tenemos que C x D es base de 71 ® 7.



Segunda contencién

Sea W € 11 ® 1, luego

W:U%xm

acl

conUy,enyVeoen,Vacel.

Sean B €1y x € Ug x V3. A su vez, existen {C}peny C Cy {D}}nen C D tales que

U= G nVve=J0;

neN neN

Asi pues, dng, mp € N tal que x € C; x D;, C Ug x Vg C W. Como W era arbitrario,
tenemos que C x D es base de 71 ® 7.

Observacion.

CxDcC T1 X To




Segunda contencién

Proposicion.

Sean (X, 71), (Y, T2) espacios topoldgicos,
B, P> las o-algebras de Borel correspondientes,
B R P> la o-algebra producto.

Si los espacios son segundo numerables, entonces

Brgry C By ® B,




Segunda contencién

Proposicion.

Sean (X, 71), (Y, T2) espacios topoldgicos,
B, P> las o-algebras de Borel correspondientes,
B R P> la o-algebra producto.

Si los espacios son segundo numerables, entonces

%7—1(872 C %10 Bs.

Demostracion.
Sea W € 11 ® 7, esto es

W:UE,,.

neN

donde Vn e NJE, € C xD C 11 X 7o C $B1 X P> (por el lema (7)).




Segunda contencién

Lo anterior se debe a que W, como es elemento de 71 ® 72, es la unidn arbitraria de elementos
de C x D (por el lema (8)), esta a su vez es una coleccién numerable, por lo que W resulta ser

solo una unién numerable.
Finalmente, como %, e %, es cerrado bajo uniones numerables, W € %7 e %,. Luego,

71 ® 7o C HB1 @ By y esto implica la contencién (5). LB



Segunda contencién

Lo anterior se debe a que W, como es elemento de 71 ® 72, es la unidn arbitraria de elementos
de C x D (por el lema (8)), esta a su vez es una coleccién numerable, por lo que W resulta ser

solo una unién numerable.
Finalmente, como %, e %, es cerrado bajo uniones numerables, W € %7 e %,. Luego,

71 ® 7o C HB1 @ By y esto implica la contencién (5).

Repetimos brevemente parte de la demostracién anterior con un resultado mas general:



Segunda contencién

Proposicién (La o-dlgebra generada por la base de una topologia).

Sea (X, 7) espacio topoldgico segundo numerable con base A.
Entonces




Segunda contencién

Proposicién (La o-dlgebra generada por la base de una topologia).

Sea (X, T) espacio topoldgico segundo numerable con base A.
Entonces

Demostracion.

En general se tiene que o(A) C o(7) = 4.

Ahora, sea U € 7. Asi pues, U = ey Am, con {An}men C A.

Como o(.A) es cerrado bajo uniones numerables, tenemos que U € o(A).
Por lo tanto 7 C o(.A).



Segunda contencién

Teorema.

Sean (X, 71),(Y,T) espacios topoldgicos segundo numerables,
KB @ B> la o-algebra producto de las o-dlgebras de Borel.
Entonces

:%7—1@72 = %1 o @2.




Problema.

Sean (X, 1)y (Y, 72) dos espacios topoldgicos, entonces

o(n)xY Co(nn xY)?
[X x o(12) C o(X x 12)]7?
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