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Teorema 1 (Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue). Sea (X, F,C) un espacio de
medida y sea (fy),cy una sucesién en M (X, F,C) tal que :

1. fn converge puntualmente a una funcién g : X — C.

2. Existe una funcién h € Ly (X, 1, Ry) tal que | fn(2)| < h(z),Vz € X.
Entonces :

s fneLl;(X,n,C),VneN.

= g€ L (X,p,C).

lim |fn —gldp=0

n— o0
X

lim [ fodu= /gdu
n— oo
X X

Teorema 2 (Desigualdad del valor absoluto de la integral).

Sea f € Ly (X, u,C) . Entonces :
[ saul < [ 171
X X

Proposicion 3. Sea F un conjunto medible.
1_

Si w(E) < 400, 0 < p < r < +oc, entonces £(E) C L2(E) y Vf € L7(E), |, < w(E)»~* |I£1,.

Demostracion. Procedamos por casos.

=< 400
Sea f € L"(FE). Por la desigualdad de Holder, se tiene que:
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Entonces :

11,

=400

Sea f € L"(E). Entonces |f| < ||fll # —ctp. = [fI” <|IfI% ,p — c.t.p. Luego :

/ 1717 - 1pdu
E

Por lo tanto :

Corolario 4. || f|ly < || fllo V1(E), p—c.t.p. Equivalentemente, Hf||§ < ||f|\io w(E), p—c.t.p.
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Demostracion. Se tiene por el caso r = +00,p = 2 de la|proposicion [3

Trabajaremos en el intervalo [—m, 7). Dotamos a este intervalo con la medida normalizada % .
Denotaremos por H al espacio L? ([—m,m), u/ (2m)).

(f.90u = % /

Consideremos, dadas f,g € H :

[—m,m

- _ 2 =
Observacion 1. Vz,w € C,2Z = |z|¢, 2 fFw=ZF+®

Observacion 2 (Ejercicio AMII, Una funcién no negativa con integral nula.).

Sea h € M (X,]-',u,ﬁ_s_) tal que

Entonces :

Es decir, h =0 p—c.t.p.

Proposicion 5. (,)y : H x H — C definida anteriormente es un producto interno complejo.

Demostracion.

= Vg€ H{f,9)y =(9, [
Sean f,g € H.

/hd,u:O

X

fgdu
)

p({x e X| h(zx) >0}) =0.

O



Entonces :

(9. Hg = % / gf dp

[=m,m)

= / Fgdp
[—m,m)

= / fgdp
[—m,m)

= <fa >H

» Vf,gh€ H A o, B €Ci{af+Bg,h)y=alf,h)y+ B9y
Sean f,g,h € H,«a, 3 € C.
Entonces :

(of +Bg.h)y = — / (af + Bg) T du

21
—,m)
1 _ _
= 5 (afh—i—ﬁgh) dp
—,m)
1 — 1 _
— oo [ affauss. [ sgha
21 2
—,m) [—m,m)
1 — 1 _
= al| — / fhdu | +8 | — / gh du
21 2
[—m,m) [—m,m)

= a<.f7h>H+ﬂ<gvh>H

= VfeH(f,flyp =0
Sea f € H. Luego :

Uy = / £F du
[—m,m)
1
= o | [ Wk an
—7,7)

> 0

Lo anterior se tiene por las propiedades de |f|. v por la
» (f,lg=0&f=0

Ejercicio.
Idea de demostracion Sean f € H.
Si g es una funcién positiva y f[fvr,fr) gdp =0 = ¢g=0 p—c.t.p.
Consideremos entonces g = ff = |f |f: .
Por lo que:
|f|<2c =0p—ctp. < f=0pu—ctp.

Lo anterior se tiene usando propiedades de Ly y la jobservacion [2]
La suficiencia es inmediata.



(,)y : H x H— C definida anteriormente puede inducir una norma en H como sigue :

Sea f € H. Entonces
1
15la =D = g [ 10T

[771'17‘-)

Observacion 3. Usando desplazamientos y dilataciones,se puede generalizar estas construcciones a
cualquier intervalo real. Esto es particularmente 1til cuando se quieren estudiar funciones que no
solo son periddicas con periodo 27, sino periédicas con periodo 2.

Incluso hay ocasiones en las que es mas conveniente trabajar en el intervalo [—m, 7).
Anélogamente, es posible trabajar algunas veces en el intervalo [—[,1).

Y se sabe que la medida se preserve bajo traslaciones, por lo que no habria ningun problema trabajar
con estas en caso de ser necesario.

Definicion 6 (Funciones Bésicas De Fourier).
Para cada m € Z se define ¢, : [0,27) — C como:

imx

om(z) =e
Proposicion 7. Sea j,k € Z. Entonces, dadas ¢;, ¢y, funciones bésicas de Fourier, se tiene:
(0js 1) g = 6jk-
Es decir, la sucesién (¢.,),, o €s ortonormal en H.

Demostracion. Sean ¢; = el ;. = ¢**_ Entonces:
j )

1 _
{pirorly = 5 / pipjdp
[—m,m)
1 o
= % / €Jm6k"zdl£
[—m,m)
_ i ejia:efkiwdu(x)
2w

—T

= i/e(jfk)irdﬂ(x)
2m

—T

= Si j =k, entonces j — k = 0, por lo que:

1 ‘-
oty = 5 [ dula)

= Sij# k: entonces j — k # 0.
Supongamos sin pérdida de generalidad que k < j. Entonces 0 < j — k.
Ast:
1 i~z g
(@5, 6) b by € ()
1 1 , . L
- = (G=k)mi _ (J—k)l~(—7f))
2w i(j — k) (e ¢



Peroe™+1=0 = ™ = —1,e ™ = —1.

Por tanto:
_ —t (k) (j—k))
) e B (-1
= 0
<90ja ‘Pk>H = 0jk-
(©m)mez €s ortonormal. 0

Definicién 8 (Polinomios Trigonométricos). Decimos que T, es un polinomio trigonométrico si es
una combinacién lineal de funciones bésicas de Fourier. Es decir :

T,(z) = Z Ampm(T) = Z ame™".

m=—n m=—n

Denotaremos por 7 al conjuntos de todos los polinomios trigonométricos.
En otras palabras, T es el subespacio vectorial generado por el conjunto {¢,, | m € Z}.
Nuestro objetivo ahora es demostrar que 7 es denso en H. Para lograrlo, lo haremos de la siguiente
forma. Llamemos X al conjunto de funciones continuas periédicas con periodo 27w. X serd un
subespacio de C ([, x],C)
Una caracterizacion adecuada de funciones peridédicas seria la siguiente.

f es periddica con periodo 27 < f(z) = f(x + 27k), k € Z.
Observacion 4.
t,s € [—m, 7 —nm<t<mt A —-7n7<s<m
—m<t<nm AN —-T7<—--s5<T
2r<t—s<2mw
[t —s| <2m

NN

Definicion 9 (Convolucién periédica de dos funciones). Si f, g € X, cuyo dominio es [—m, 7], decimos
que f * g es la convolucién de f y g y la definimos como :

(F+9) ()= 5= [ £t = s)g(s)du(o). ¥t € [-m.m

Notemos que si se fija t en la definicién anterior, f * g esta bien definida, pues su integrando es
una funcién continua de s, al ser producto de dos funciones continuas.
Mas aun, por la es posible que la diferencia de dos elementos en [—m, 7] no pertenezca
a [—m, .
Esto es un problema, que se puede resolver considerando una funcion extendida de f, la cudl
denotaremos simplemente por fey;. Esta funcién serd de tal forma que sea periédica y continua en
toda la recta real, y de tal forma que restringida al intervalo [—, 7], sea igual a la funcién original

I

Definicion 10 (Funcién Extendida). Sea f € X cuyo dominio es [—m, 7).
Entonces, para cada xz € R, se tiene :

fost (@) = f(z — 27k).
Es decir, esta funcién estd definida como sigue:
Ve eR3Ik=k(x) €Z>x—2rk € [—7,7].

En este caso, se tiene que: f = fext. Por simplicidad de notacién, cuando consideremos a f fuera
de [—m, 7], se supondra que se estd trabajando con esta funcién extendida.
Se tiene ademas que 7 C X. Se probard que 7 es denso en X.



Lema 11. Sean f,g,h € X, A € C. Entonces:
1. fxge X
2. fxg=gxf
8. falg+h)=Frg+frh frg) =)+
4. SiPeT y fe X, entonces fxPeT.
Demostracion.

1. Seat € [0, 2x] arbitrario pero fijo. Como f es un funcién continua en [—m, 7|, donde [—7, 7] es
un conjunto compacto, f es acotada en [—m,w|. Por lo que existe M € R,M > 0 tal que
|f| < M, en [—m, 7).

Sea {tn}, ey C [—7, 7] sucesién tal que t,, — t.
Como f es continua, se tiene que :

nlinéo fext(tn - S)Q(S) = fext (nlinéo tn — 5) g (S)
fext(t - S)g(S)

Por lo que
f(tn - S)extg(s) — f(t - S)extg(s)7vs eR.

Por otra parte, |foxt| < M, en [—7,7].

En particular, se tiene que | foxt(tn — $)| < M.

Multiplicando ambos miembros de la desigualdad por |g(s)|, se obtiene:

[Fost(tn — )| lg(s)| < M |g(s)] Vs € R.

Tenemos ahora las hipdtesis que se necesitan para utilizar el teorema de convergencia domi-|

badal Asf:

lim (fxg)(t,) = lim 7/fext g(s)du(s)

n—00 n—oo 27

- / fosa(t = 9)g()(5)

= (fxg) ()
= U9 (Jimt)
.. [ x g es continua.

Veamos que f x g es 2r—periddica:
Como f(z) = f(x + 27k),Vk € Z :

(f xg) (z + 27k)

% / Jext (x + 27k — 5) g(s)du(s)

[ T,)
o [ fes =9 g(s)duts)

[—m,m)

= (fxg)(z)
Por lo tanto, f*xg e X.
2. Ejercicio. (Sugerencia: Si t,s € [—m, ], t fijo, considerar el cambio de variable u =t — s.)

3. Ejercicio. (Sugerencia: Utilizar la linealidad de la integral.)



4. Sea f € X. Basta probar que Vn € Z, f * o, es un polinomio trigonométrico.
Sea n € Z, sea P(t) = ¢, (t) = ™, Vt € R. Entonces:

(f*P)(t) = (Pxf)()

T

1 A

= Gy em(tis)f(s)dﬂ(s)
1 [ i

= 5 [ e s)uts)

—T

L1 T .
_ nit —nis
= e / J(s)e " du(s)

<f7 (Pn>H em't

— anenzt

Esto se tiene Vt € [—7, 7|, con a, = (f, Yn)y -
O

Definicion 12 (Sucesién De Dirac). Sea (P, )nen sucesién de polinomios trigonométricos. Diremos
€
que (Py)nen es una sucesion de Dirac, si tiene las siguientes propiedades :

1.
P, >0,Yn eN.
2. .
— / P.dp=1,vneN.
2w
[—7T,7T)
3.
lim /Pndu =0.
n— oo
As
Donde:
V8 > 0,45 ={te[-mn]| § <|t|}.
Es decir:

V> 0,As ={te[-m7]| t<—=0tU{t €[-mmn]| 0 <t}.
[(=m) = =(=6) = =(0) = =(6) — = (m)]

Lema 13. Si (Pp,)nen es una sucesion de Dirac y f € X entonces f * P, converge uniformemente en
[—7, 7.

Demostracion. Elijamos M > 1 tal que |f| < M. Como f € X, f es una funcién continua en [—, 7].
Como [—, 7] es un conjunto compacto, f es una funcién uniformemente continua en [—, 7.
Por otra parte:

t,s €[-m7n] = 21 <t—s<2m.

Por lo anterior es necesario considerar una extensién continua de la funcién f en [—m, 7] al conjunto
compacto [—2m, 2x]. Es decir, una funcién continua que restringida al conjunto compacto [—, 7]
sea igual a f.
Llamemos a esta funcién g. Como ¢ es una funcién continua en [—2m, 27] y como [—27, 27| es un
conjunto compacto, ¢ es una funcién uniformemente continua en [—27, 27].
Sea € > 0.

Por lo que 3§ > 0 tal que si |s| < 4,t € [-7,7],t —s € [-m, 7], se tiene que :

€

lg(t) —g(s — 1) < 307



Restringiendo g a [—m, 7], se tiene :

Fijemos a t € [—m, 7).
Como

Se tiene entonces que:

PO -1 = |2 [ o= PuodCo) — 10) 1
= | / fos )~ 1(t)5- / Pu(s)du(s)
= o | [ ot )= 10 | Porinte
= g5 | Umalt = 0P = FOR () )
- 2W/ (ot =) = F(0) Puls)in(s)

Y por el se tiene que :

[(f * Pr) (8) = (1)

Y como

Se tiene entonces que:

|(f * Pn)

Pero

Por tanto :

(P ()= £01 < o [ Voalt = 9) = FOIP(5)dulo) + 5

= Para la primera integral :
Como

IN

;ﬂ/ﬂufext(t—s)—
- —/|fm

vneN, P, >0.

|<—/|fm

[, 7] = [-9,0] U As.

t)) Pu(s)] dp(s)

(O Pn(s)] dp(s)

Po(s)dp(s).



Se tiene que :

5
% / | fext (t = 8) — f(t)] Pu(s)dpu(s) < g
s

= Para la segunda integral :

[fext(t —3) = f()] < |f(t—s)|+ (1)
= 2M.
Y como
lim Pndu=0<:>Ve>OEINeN9Vn2N,/Pndu < e
As 5
1 2M
= [ fosa(t = 5) = F(B)] Pn < =[P
3 [ st = 5) = {0 Puls)auts) < 5 [ Pudn
As As
Mne
T M 2
< £
5
Por lo que:

)
(FP) O~ FOI < 5o [ 1ot = 5) = FOIPIE) + o [ 1fosslt = 5) = SO Pad(s)
-0 As

L ¢
2 2
< e&.
Lema 14. Si (P,)nen es una sucesién de Dirac y f € X,entonces f *x P, converge en H.
Demostracion. Por el [emalldl :
lim  sup |(f*Pn)(t) — f(t)] =0.
n—)oote[_ﬂ_’ﬂ,]
Y por ¢l Eorolarioll
2 2
1 * P = fllz < (If * Po — flls p ([=m, 7])
1 2 1 2
o Pn - < — Pn - 7
o 7« Po = FIB < o I P — I ([ )
1 1 ?
. 2 .
Jim oI Py SR < o lim <t;u}3m]l(f*Pn) (t)—f(t)l> 2
) 2
. 2 .
J o [[fx P = Sl < (JLTE%JEEJ] |(f B (2) = f(t)>
’ 1 2 2
0< lim —|[f*P,— fll5<0°=0
n—o00 270
Ast: 1
, 2 .
in o [ Py = fIE = lim |+ P = Sl =0.



Lema 15.

s

/ sen(t) (COSQ (;))n du(t) = %Hn N,

0

Demostracion. Recordemos que :

Y que :

sen(t) = 2sen (;) cos (;) .

Consideremos el cambio de variable

_o2f(t _ t t
U = CcoS (2> — du= 2cos<2>sen<2)dt

—  du = —sen(t)dt.
Por lo que:
Jron o () i = (s ()

_ tjl(aEZ(;))n<—smmw>dua>

(o - o (3
1

_ n+l _ an+1
- on+1 (1 0 )
1

n+1"

Teorema 16. T es denso en X.

Demostracion. Por las propiedades de la convolucion y por ellemall3] basta encontrar una sucesiéon
de polinomios trigonométricos que sea de Dirac.
Para cada n € N; elijamos ¢,, > 0 tal que :

P = G (14 R ()

satisfaga la condicién:
1
vneN, — / P,dp =1.
2w
[—7,m)

Por construccion, P, > 0. Encontremos una cota superior para C,,. Como P, es una funcién par y
se tiene que :

1
Vn e N, — / P,du = 1.
2

[_71—77‘—)

10



Entonces :

_ 2267’: / (; [1+R. (sol(t))])ndu(t)

0
_ % (; @1(t))]>ndu(t)
i/( 1+ R (0] du()
_ G "
- G / (51 Re eat0]) ity

Como [sen(T)| < 1,V7 € [-27, 27| y por el se tiene que:

7r(nC—T—1) _ % j sen(t) ((3082 G))ndu(t)
< i"o/ﬂ(cos? (;))ndu(ﬂ
e / (”‘;"S“))ndw)
0
o

) (;[1+Re(<p1(t))]> dp(t)

™

|
—

Ast:

Cp<(n+1)mV.neN. (1)
Sea 6 > 0,t € [—m, x| tal que § < [¢].
Entonces |cos(t)| < cos(d) < 1. Como Cp, < (n+ 1)7,V.n € Ny

V6 > 0,As = {t € [-m,7]| &< |t]}.

, se tiene:
Cn t\\"
P,dy = — dul(t
/ m - /sen (cos <2)> 1u(t)
As
1
_—y / ( + cos(t )
As
1 n
< (n+)r (”LCOS()>
2
Queda como ejercicio probar que la ultima sucesién converge a 0. O
Corolario 17. T es denso en H.
Demostracion. Se tiene por el y por el O

11



Proposicion 18. (pm)mez s una base ortonormal de H.
Demostracion. Se tiene por los resultados de la teoria general de los espacios de Hilbert. O

Definicion 19. Sea f € H. Entonces los niimeros
¢ 1 [ —kix
fio= o = o [ F@)e e du(a).

se llaman los coeficientes de Fourier de la funcion f.

Definicién 20. Sea (au)rez € 1*(Z). Entonces la serie > kez Ck@r se llama la serie de Fourier
asociada a la sucesién (ag)rez-

De acuerdo con las propiedades generales de bases ortonormales, obtenemos las siguientes pro-
piedades de los coeficientes de Fourier y de las series de Fourier.

1. Sea (a)kez € I*(Z). Entonces la serie 3, ., arep converge en H.Esto es, existe una tnica
funcién g € H tal que:

n
Jim Z arpr —g|| =0
k=—n H
Mas atn, (g, ¢x) g = ok, Vk € Z. Y se tiene que:
2 2
lglF =D lexl*.
keZ
2. Sea f € H. Entonces f =3, , fkgok .Es decir :
n
im Z Teor — f|| =0.
k=—n H

Mas aun:

117 =D 1f o)l

kEZ

12



Series de Fourier en L? (Continuacién del tema anterior)

Recordamos que el espacio L%W,per(R) (equivalente a H) estd dotado del producto interno

)= 5 [ Fe)g@duo).

Y que para cada k € Z, se denota por ¢y a la k-ésima funcién basica de Fourier

Ya se probd que la sucesion (@), es ortonormal en H (y por tanto en L3, . (R)). Los coeficientes
de Fourier de una funcién f se pueden escribir como:

fo=(fo0)n

Por lo probado anteriormente, se tiene que la sucesién (¢),c, es densa en H (y por tanto en
L3 per(R)) ¥ por la teorfa general de espacios de Hilbert se dedujo que (), es una base
ortonormal.

Se tiene también que si f € H (y por tanto en L3, . (R))y Vk € Z, fr =0, entonces f se anula
casi en todas partes. De nuevo, por la teoria general de espacios de Hilbert, se tiene que la sucesién
(k) pey s total,

En particular, estudiaremos la desigualdad de Bessel y la identidad de Parseval en el espacio de
Hilbert H.

Nos preguntamos ahora para que valores A_,, A_,,+1, ..., A, € C, asumiendo que existen, minimizan
n

a Hf =Y je—n Aj%“ "

al subespacio {Z;—fn iPi A€ (C} minimizan a || f — g|| 4, f € H?

. O geométricamente, {qué g (en caso de que existan) tales que pertenecen

Observacion 5 (Conjetura). jDado f € H, existe un unico gy € E = {Z?:_n Ajo;i | A€ C} tal
que

If = gollg <IIf = gllez . Vg € E, g # go-
Observacion 6 (Conjetura). Dados f,g € H, (f — go,h)z = 0.

Observacion 7. Notemos que Vj € [|—n,n|]:

1.

DES D Nei [ NECTH = go= Y 1ok

j=—n k=—n
Por tanto:
<f790790j>H = <f,90]> 7<g(),90j>
= fv@] < Z Hk‘ka‘P]>
k=—n
= f,SO] Z 1% @k;%
k=—n
Como (pk, ¢j) ;= ks
(f=g90,00p = (fr0i)m—Hy
(froidg — {9000y = (freidg — 1y
ri = (9o, i)y

13



2. Si(f—go,¢j)y =0, entonces:

(f=90,05)y =0 & (f,05)y —(90,05)y =0
& (fLein =<go,soj>

3

fv@] Zﬂk ‘Pkn‘PjH

k=—n

i = <f790j>H

¢

O equivalentemente:
n

go= Y {fronhy er

k=—n

<90790j>H = < Z <f790k>H(pk7(pj>
H

k=—n

n

= > (frerdy (e iy

k=—n

<f7§0k>H5JJ
= <f7<pj>H

Por tanto:

A partir de ahora, trataremos de responder lo que significa que p; = (f, ;)

Lema 21. YA; € C, f € H, j € Z, ¢, funcién bésica de Fourier, se tiene que:

(/\j _<f7(pj>H) ()‘j _<f7(pj>H) :AJTJ_)‘j <f7§0j>H_)‘7j<f7(Pj>H+<f7(pj>H <fa<pj>H

Demostracion.

(/\j —{fs ‘Pj>H) ()‘j —{fs ¢j>H)

(/\j_<f7§0j>H)( < a903> )
NAj =N ey =N (feid e + (oo y (F ey

Teorema 22 (Desigualdad de Bessel). Sea f € H, se tiene que:

n

g0="Y_ ([r0) i 9= Z Ngs = Ifll7 > Z [(foeiul = Z

j=—n j=—n j=—n j=—-n

2

fi

Maés auin:

1F =gl = 1f = 9ol IIf = 9llr = 1 = goll g X5 = (fr05) 5 = F5,V5 € [|=n, ]

14



Demostracion.

||f_9||i1 = <f_ Z s | — Z )‘JSDJ>
j——n j——'n.
= < Z )‘390]> <Z Ajwjs [ = Z /\J‘PJ>
_]——/I'L J=n j——7l
= IfI% - <f, > )\j<Pj> -y /\j<90j7f— > >\.1<Pj>
j=-n H j=—-n j=-n o

= Hf“?{ ZA faSDJ Z J(‘Pm Z)\igajﬂwj )
j=—n j=—n
= Hf“?{ Z)‘ (f,0i)m Z Ajlei Fla
6

+ )Y Nl en)y
j=-n j=—n j=—nk=—n
= [Ifl% - Z Nilhoity = D N{Feiu+ D AAii;
j=—n j=—n j=—n
= |IflI%+ Z ( oty = Xi{f ey + A A)
j=-n

Sumando y restando (f, ;) 4 oo m @)y dentro de la suma:

If=gllz = 1%+ Z (=35 s eid = AT il + Ak + 4F @iy (it = (Fo0i) Freid )

= ||fHH+ Z ( )‘ _)‘ fa‘p]> <f7(pj>H+<f7(pj>H<fa(pj>H)_ Z <fa<)0j>H<f?%0]>H

Y por el |lema |21} se tiene que :
n

IF =gl = 1% - Z e ul + 3 (= e w) Oy — feidy)

j=-—n j=-—n
= |Ifl% - Z [Frei)ml” + Z N = (fr i)
j=-—n j=-—n
Como .
S = (el >0
j=—n
Se obtiene:

If =gl = 11 = X (el

j=—-n

Es evidente que :

If =l = IIfI%— Z (o)l +Z I\ — (2
j=-n j=-n
= %= > [feul
j=—n

Asi:
2 2
If =gl = I1f = g0llz
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Y como ||f — go||i, > 0, se tiene que :
n
2
1A% = > [(feidul” =0 = I£I5 > Z [(f, 050 u
j=—n j=—n

Finalmente, veamos que :
1f =gl = 1f =gl Vi € [=nnl] X = (f,05) 4 = fi-
] :})

If =gl =If —glly = If =gl =1 —9l%

Y tenemos que:

1F—gll3 = 113 - Z|f,% al’ +Z|A (Froidul”

j=-n j=—n

Por otra parte:

If—goly = <f— S feidueif— >, <f7<Pj>H</7j>
H

Jj=—n j=—n

£15 = > (e nl’

j=-n
Asi:
|f||H Z ’fa@] H| +Z ‘)‘ fv@] —”fHH Z ’fa@j
j=—n j=-—n j=-—n
S = Lenul =0 & Viel-nnll A =0y =
j=-n
] <:)
Supongamos que para cada j € [|-n,n|],\; = (f,0;)y = fj.
Entonces:
If =gl = IfI% - Z el + Z N = (foei)al”
jzfn ‘]_7774
= I3 — X il
j=—n
= |If =gl

Luego, tomando raices en ambos miembros de la igualdad anterior, se tiene que :

2 2 2 2
17 = g0l | = V117 = g0l = VI = ol = |17 — ol%]-
Y como ||f—gllyz >0 vy |If—golly >0, tenemos :

If=gllg =1f —gollg-

16
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Lema 23 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz).
Vg€ H [(F9) ul < 1l gl -

Demostracion. Sean f,g € H.

Si g = 0y, no hay nada que demostrar.
Supongamos que g # 0.

Sea A € C, entonces:

f,f>H—X<f7g> - <g f> + M (9, 9)
Mgy = Mgy + N (9, 9) -

En particular, si A = g’g;fﬂ se tiene que:
9 H

Por lo que:

(£l < Wl llgll gz -
O

Lema 24 (Continuidad del producto interno). Sean {f,},cx»{9n}tneny € H sucesiones que conber-
gen puntualmente a f y a g respectivamente.
Entonces:

nlgrolo <fn7gn>H = <f7 g>H

Demostracion. Como {fy}, oy €s una sucesion convergente, es una succesién acotada.
Consideremos Vn € N, || || < M.
Por otra parte:

|<fnvgn>H - <fvg>H‘ = |<fn;gn>H - <fn79>H + <fnvg>H - <fvg>H|

|<fnagn>H - <fnvg>H‘ + |<fnag>H - <fvg>H‘
|<fn»gn _g>H| + |<fn_fvg>H|

AN

Por el se tiene que:
[(frsgnd e = {F @ | < Mfallllgn — gll + gl |2n — ||

Finalmente, como || f,,|| es acotado :

[(Fnsgn) g = (90l < M llgn — gl + llgll l[an — || -

Asi:

n—oo

O

Teorema 25 (Riesz-Fischer). Sea (o), sucesién de funciones béasicas de Fourier en H. Sea a =

(ak) ez € 2(Z), es decir:
Z |ag|® < +oc.

keZ
Entonces:
dge HVk €Z 3 ar, = (g, vr)

Ademss:

Y ai = (9,905 = llgll7 -

kEZ

17



Demostracion. Definamos .
Yn eN, g, = Z APk -
k=

Sea m € N.
Procedamos por casos:

mm=n
gn_gmzo
mm<n

-n e—m—1-—m m m+1 ... n

4 4 4 4 4

n m —m—1
o= gm =D api— D ajp; = Z wnt Y apn
l=—n j=—m j=m+1
Como (pr ),z es ortonormal, por el teorema de Pitdgoras, se tiene que:
2
—m—1
2
lgn — gmlzr = Z aypr + Z ajpj
—-n j=m+1 H
9 2
—m—1 n
= || D aa|| +| D aie
l=—n H Jj=m+1 H
—m—1 n
2 2
= D lal+ ) gyl
l=—n Jj=m+1
= n<m
-m —-n—1 —n n n+1 m

—n—1

n m m
In — Gm = Z apr — Z ajp; = Z arpr — Z ajp;j-
l=—n j=—m l=—m

Jj=n+1
Como (g ),y €s ortonormal, por el teorema de Pitdgoras, se tiene que:

2
—n—1

m
2
lgn —gmllzr = ||= D wp— D a;
l=—m j=n+1 H
2
—n—1
= E , arpr + E , a;p;
= j=n+1 H
2
—n—1 2 m

= Z arpr|| + Z a;p;j
l=—m

H j=n+1

H
—n—1 m
= Z jar® + D ol
l=— j=n+1
En cualquier caso, dado que \ak\Q < +00 , se tiene que:
—m—1 n
lgn —gmlz = D lal’+ D o> <D Jarl® < 400
l=—n j=m+1 keZ
—n—1 m
lgn = gmls = D lal®+ D lail* <D laxl* < +oo.
I=—m j=n+1 kez

18



Por tanto, {gm},,cn €s de Cauchy y como H es completo, {gm },,cy €8 convergente.
Esto garantiza la existencia de un g € H tal que :

n
> arpr—g

lim =0.
n—oo
k=—n H
Por lo que:
n 2
S B X (AP MR S I
k=—n H k=—n k=—n

Consideremos i > N, N € N. Sea [ > 1.

(9,000 g =900 g + (9 — 91, 0i) 5

Notemos que:

(9—gvpiy <{9—9,9— 90 <g— > arpr,g - Z awk>

k=—n k=—n
Por el se tiene que:
(9= 91,010y =0

para [ suficientemente grande.

Y:
l
(g1, i)y = < > ak@ka<ﬁz> = an gk i)y = i
H

k=—1 k=—1

Por lo que: a; = (g, 9:) 5y
Finalmente, por la continuidad de la norma de H y porque x
limite cuando n tiende a infinito, se tiene que:

2 es una funcién continua, al tomar el

2

H

Jim. (gir Y Hgordul’+ D Iak<9,<pj>Hl2>
k=—n k=—n

= gl = " Hgvon) gl + D lar — (g.0) |

kez keZ
Por tanto: .
gl + > lar = (g, 90505 Z (g, 0k) g1
k=—n k=—n
Como a; = (g, i)y » y por el fteorema [21} se concluye que :
lallzr = g ordul® =D laxl® < llgll; < +oc.
keZ keZ

Proposicion 26 (Identidad de Parseval). Sea f € H. Entonces:

n

im ||f = S (fodgei| =0 A Il =D |(feial”

n—oo
j=—n = jEZ
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Demostracion. Veamos que la siguiente sucesién es de Cauchy en H :

n

S iy e

j=—n

neN
Sea m € N.
Procedamos por casos:
M =n
n m
ST (feidpei— >, (feitgei =0
Jj=—n l=—m
mm<n
-n -~‘-—m‘—1—7‘n m m—[—l 3 n

Como (px ),z €s ortonormal, por el teorema de Pitdgoras, se tiene que:

2 2
n m —m—1

S fengei— >, (hednel = | D (hedgeit+ Y, (Fedue

j=-n l=—m H j=-n l=m+1 H
2
n 2

> (Ledne

l=m+1

—m—1
= || D (fednes| +
j=—n H

—m—1 n

= Y [enul+ X Weoal

j=—n l=m+1

H

s n<m
-m cee—m—1 —n ... n n+1 ... m

Como (pr ),z es ortonormal, por el teorema de Pitdgoras, se tiene que:

2 2
n m —n—1 m

S Feidgei— >, Loy e = |- D hednwi— D, (hedne

j=-n l=—m H j=—m l=n+1 H

2
—n—1

- Z (fs i) m 5+ Z (fs01) 1 1

j=—m l=n+1 H

2
m 2

Z (fro) g

l=n-+1

—n—1

= || Y. (hedgei| +

j=—m -

H

—n—1

= > el + X eyl

j=—m l=n+1

Como f € H, ||f||} < +oc.
Dado N = méx {n,m} y por el en cualquier caso, se tiene que:

2

n m —m—1 n
Z (frei)mei — Z (foo0) g o5 = Z |<f,<Pj>H|2+ Z 1(f, e0) gl
j=-n l=—m H j=-n l=m+1
N
< > eyl
k=—N
< NI
< +oo.
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Anélogamente:
2

n m —n—1 m
Z (f,ei)mei — Z (fo o)y o) = Z |<f790j>H|2+ Z (f, 00
j=-n l=—m H j=—m l=n+1
N
< > UfeRul
k=—N
< Nl
<  +o00.

Por tanto, {Z?:_n (f,05) g @i }nEN es de Cauchy y como H es completo, {Z?:_n (fr05) g goj}

es convergente.
Esto garantiza la existencia de un g € H tal que :

neN

n
nh_{réo g— Z (fs05) 1 3 =0.
j=-n H
Esto implica que:
2
HILH;O g— Z <fa<Pj>H<pj =0 A nlirr;o<g— Z <f7<pj>H<pjag_ Z <f7SOJ>H%0]> =0.
J— = j=-n j=-n H

Veamos que f =g :
Consideremos n > k > N, N € N.

(9:00) = < > <f790j>H<Pjv<Pk> +<g— > <fa<Pj>H<Pja50k> :
H H

j=—n j=—n

Notemos que:

<g— > <f>90j>H%0j7%0k> < <g— S (feigeing— Y, <fa‘Pj>H<Pj> :

Jj=—n j=—n j=—n

Por el [lema [24] se tiene que:
<g > <f,<pj>Hs0j,sak> =0.
H

j=—n

para k suficientemente grande.

Y:
<Z <f>90j>H90ja<Pk> = > (e i)y = org
H

j=-n j=-n
Por lo que: (g, k) = (f, ox)y < (f — g, 0x) g = 0.
Asi, por lo comentado anteriormente, f = g casi en todas partes. Pero como los elementos de H
son clases de equivalencia, se tiene que f = g.
Finalmente, por la continuidad de la norma de H y porque z2 es una funcién continua, al tomar el
limite cuando n tiende a infinito, se tiene que:

2
n

0 = lim ||f= > (frei)ye

j=-n

H
= i (10— X el + 3 1o - ool
j=—n j=-n
= 115 = 21 eadul

JEZ
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Por tanto:

I = > g omhml

j=—n

%*/ 1P du=S"|{fenul”

JEL

Es decir:

[_71'77‘—)

Demostracion alternativa. Definamos la funcién i : H — ¢2(Z) como:

vf S Ha Z(f) = (ak)k;eZ7 ap = <f7 @k>H .

Por el teorema [21] 7 estd bien definida, ya que :

Z |a|? < +oo.

kEZ

Y por el se tiene el resultado.

O

Definicion 27 (Sucesién ortonormal maximal). Diremos que una sucesién ortonormal {ex}, ., es
maximal si deja de ser ortonormal al agregarle a la sucesion cualquier otro elemento de H de tal

forma que ese elemento no sea perteneciente a la sucesion ortonormal {e}; .

Concluyamos con la siguiente proposicion:

Proposicion 28. En todo espacio separable, toda base ortonormal es una sucesién ortonormal ma-

ximal.

Demostracion. Sea {eg};, una base ortonormal en H. Si suponemos que dicha base no constituye

un conjunto ortonormal maximal, entonces existird g € H, g # 0 tal que Vk € Z, (g, ex) ; = 0.

Como {ey}, 7 es una base ortonormal, g puede expresarse mediante su serie de Fourier con respecto

a {ek}kEZ'

g= Z <g7ek>H6k'

kEZ

Pero como Vk € Z, (g,ex) ; = 0, entonces x = 0 casi en todas partes, lo cual es una contradiccién.

22
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Convoluciéon Periodica

Definicion 29 (Convolucién periédica de dos funciones). Si f,g € X, cuyo dominio es [—m,7],
decimos que f * g es la convolucién de f y g y la definimos como :

(F+9) ()= 5= [ £t~ s)g(s)du(o). ¥t € [-mm

Notemos que si se fija t en la definicion anterior, f * g estd bien definida, pues su integrando es
una funcién continua de s, al ser producto de dos funciones continuas.
Mas atn, por 1a es posible que la diferencia de dos elementos en [—, 7] no pertenezca
a [—m, .
Esto es un problema, que se puede resolver considerando una funcion extendida de f, la cudl
denotaremos simplemente por fext. Esta funcién sera de tal forma que sea periddica y continua en
toda la recta real, y de tal forma que restringida al intervalo [—m, 7], sea igual a la funcién original

f.

Definicion 30 (Funcién Extendida). Sea f € X cuyo dominio es [—, 7).
Entonces, para cada = € R, se tiene :

fext(z) = f(x — 27k).
Es decir, esta funciéon estd definida como sigue:
Ve eR3Ik=k(x) €Z>x—2rk € [-7,7].

En este caso, se tiene que: f = foy. Por simplicidad de notacion, cuando consideremos a f fuera
de [—m, 7], se supondra que se estd trabajando con esta funcién extendida.

Lema 31. Sean f,g,h € X, A € C. Entonces:

1. fx g es 2m—periddica.

2. fxg=gxf

3. fx(g+h)=fxg+ fxh fx(Ag)=(\f)*g
Demostracion.

1.
Sea x € [—m,m), arbitrario pero fijo.
Como f(z) = f(z + 27k),Vk € Z -

(Frg)@r2mt) = oo [ fos ot 20k = 5) g(s)du(s)

[~

— 5r [ Feslo=s)a(s)duts)
[—,m)

= (f+9) ()

Notemos primero que si F' € X, entonces :

Va € R, / Fdp = / Fdy.

la,a+2m) [—m,m)
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Sea t € [—m, ), arbitrario pero fijo. Haciendo el cambio de variable u = ¢ — s, se tiene :

™

DO = 5= [ ot = 5) F6)du(s)
1 ™
= o g (u) fext(t — u)dp(u)

s

= or [ Jealt = wlg ) duta)

™

= (f*9) @)

a) fx(g+h)=[f*g+[fxh
Sean f,g,h € X. Sea t € [—m, ), arbitrario pero fijo.
Entonces:

(Folg4m) ) = 5o [ ot =) (g 1) ()duts)
= o [ Fe(t=5) (9(9) + b))

- = / fose (¢ = ) g 5)d(s) + - / fose (£ — 3) B(8)du(s)

= (f*x9) @)+ (f*h) @)
= ((Fxg)+(f+n)(®).

b) f*(Ag) = (Af)*g.
Sean f,g,h € X, A € C.Sea t € [—m,m), arbitrario pero fijo.
Entonces:

1

(f+Ag) (@) = %/fext (t —s) (Ag) (s)dp(s)

= 57 [ fee (6= 9)Mg(s)duts)

1

= 5 | Mo (t—5) g(s)dp(s)

—T

1

= 5 | Wext)(t=5)g(s)dp(s)

—T

= ((Af)*9)(®).
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