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Reporte Global
Justificacion
Las matrices de Toeplitz son un tipo especial de matrices, donde cada una de sus diagonales corresponde a un
mismo valor. Dentro de este tipo de matrices estan también las matrices de Toeplitz de banda, las cuales poseen
informacion significativa sélo en algunas diagonales (las cuales forman una banda), y el resto de las entradas de
la matriz son nulas. Son las matrices de Toeplitz de banda las que abordamos con mayor interés en este trabajo.
Matrices de este tipo surgen en métodos numéricos para resolver problemas de frontera, en el andlisis de
procesos estocasticos estacionarios, en algunos modelos de mecdnica cudntica y en el procesamiento de imdgenes.
Dados estos antecedentes de aplicaciones, nos interesa estudiar las propiedades de dichas matrices. En este
trabajo se estudian varios métodos para calcular los determinantes de las matrices de Toepliz de banda, métodos
que son aplicables especificamente a este tipo de matrices y que son mas eficientes respecto a los métodos
tradicionales para el cédlculo de determinantes. En el campo numérico y de investigacidn es de gran importancia

eficientar los métodos conocidos, ast como estudiar nuevos métodos; por ello nos enfocamos en estudiar métodos
que logren una eficiencia mayor a los métodos clasicos.

Objetivos

* Estudiar varios métodos para almacenar matrices de banda (no necesariamente de Toeplitz), y elegir un
formato apropiado para cada tipo de matrices.

* Estudiar, modificar y programar el algoritmo de eliminacién gaussiana para aplicarlo a matrices de banda
y en el cdlculo de sus determinantes.

* Estudiar las férmulas recursivas de Levinson—Durbin.

* Modificar y programar el algoritmo de Levinson—Durbin para calcular los determinantes de matrices de
Toeplitz de banda.

% Estudiar y programar la férmula de Baxter—Schmidt para matrices de Toeplitz “casi trianqulares”.

% Estudiar y programar la formula de Widom para calcular los determinantes de matrices de Toeplitz de
banda.

% Calcular y comparar la complejidad tedrica de los algoritmos programados.

* Comparar las funciones programadas para determinar el método mas eficiente numéricamente.



Marco Teorico

El andlisis numérico y el dlgebra, son dreas sumamente utilizadas y estudiadas, en este campo se requieren
métodos nuevos que se especialicen y logren mayor eficiencia para ciertas matrices. Las matrices de Toeplitz
tienen diversas aplicaciones numéricas, lo cual ha requerido el estudio de nuevos métodos para el célculo de los
determinates de éstas, el objetivo de los nuevos métodos es ser mas eficientes que los cominmente utilizados, esto
es, que realicen menos operaciones, empleen menos recursos o informacidn y por supuesto que sean mas rapidos
en cuanto a tiempo. Cuando nos referimos a matrices Toeplitz de banda, hablamos de matrices cuya informacion
relevante estd concentrada en una lista de coeficientes, lo cual se puede aprovehcar para ahorrar memoria al
momento de almacenar estas matrices.

Los métodos estudiados en el presente trabajo, poseen ventajas respecto a los métodos mas conocido y utilizados
para el calculo de determinantes, como el método de Gauss y algunas variantes. El nimero de operaciones que
ejecutan estos métodos son menores al nimero de operaciones empleadas por en método de Gauss, por ejemplo;
y cada método puede funcionar mejor que los otros dependiendo de las matrices que empleemos.

El nimero de operaciones que realiza cada método depende de dos caracteristicas: tamano de la matriz n
y ancho de la banda w. El método tradicional de Gauss para el calculo de determinates tiene una complejidad
tedrica de orden n? es decir, el niimero de operaciones que realiza es aproximadamente n’; el algoritmo modificado
de Levinson-Durbin realiza nw + n? operaciones, aproximadamente; la modificacién del método de Gauss tiene
una complejidad de nw?; la complejidad de la férmula de Baxter-Schmidt es del orden de nw +w?; y finalmente la
complejidad de la formula de Widom, a diferencia del los demds métodos aqui estudiados, no depende del tamafo
de la matriz n, sélo depende del ancho de banda w, esta complejidad es aproximadamente 2%, este método, por
ejemplo, tiene ventaja para matrices grandes con anchos de banda pequefios.

El algoritmo de Levinson-Durbin modificado para matrices de Toeplitz de banda simétricas utiliza relaciones
recursivas con matrices Toepliz. La formula de Baxter-Schmidt estd basada en el teorema de Jacobi para los
menores de la matriz adjunta cldsica, aplicado a matrices de Toeplitz de banda. La férmula de Widom combina
ideas de variable compleja y combinatoria; expresa el determinante como una combinacién lineal de wy, y Gy y
su complejidad, como se ha mencionado, no depende del tamafio de matriz.

Las propiedades de la matrices estudiadas permiten utilizar las ventajas de cada método con respecto a otros
mas conocidos y con ello se logra una mayor eficiencia, utilizando un método especializado segtin el tipo de
matriz. En el campo del andlisis numérico se busca optimizar: lograr mayor eficiencia y utilizar la menor cantidad
de recursos posible.

Desarrollo

Para poder desarrollar los objetivos planteados requer( primeramente familiarizarme con los temas a desarrollar:
estudié sobre ellos en los libros que se muestran como referencias al final del presente trabajo.

La primera parte que se llevd a cabo fue estudiar los métodos para almacenar matrices de banda; después
eleg( un formato adecuado para cada tipo de matrices, ya que estos formatos ser(an utilizados posteriormente para
el desarrollo de los temas.



En la modificacién del algoritmo de eliminacidn de Gauss, trabajé con el formato elegido para almacenar
matrices de banda: el trabajo principal en este punto fue determinar las entradas en el formato elegido que se
modifican al realizar cada una de las iteraciones del método. Posteriormente, después de aplicar el método de
eliminacidn, determiné la posicion en que se ubicaban las entradas que perteneclan a la diagonal principal, lo
cual se requiere para calcular el determinante.

Para el método modificado del algoritmo de Levinson-Durbin, estudié primero el algoritmo original el cual
sirve para resolver sistemas de ecuaciones lineales; utilicé la idea de este algoritmo para hacer la reduccién de
la matriz a una trianqular, con lo cual el determinante de la matriz estd dado por el producto de sus elementos
en la diagonal principal.

La férmula de Baxter—Schmidt consta de analizar dos partes: la primera consiste en los coeficientes de la serie
rec(proca, lo cual se programé antes del método; la sequnda, consiste en aplicar dicha férmula, lo cual requiere
el calculo de los coeficientes de la serie reciproca. Estudié también la deduccion de la férmula.

La formula de Widom resultdé ser un método muy eficiente cuando se trata de matrices de banda pequeia:
cuando la banda es muy grande el tiempo requerido para realizar el célculo es superior a los otros métodos,
contrario a lo que ocurre con bandas pequefas. En este método requer( utilizar la funcion de precision numérica
para obtener resultados adecuados.

Realicé la comparacidn de los métodos estudiados y también de la funcion interna para calcular el deteminante
de Wolfram Mathematica, que es en donde desarrollé todos los programas. En este caso realicé una comparacion
numérica de eficiencia respecto al tiempo que tarda cada método. También realicé una comparacién tedrica.

Finalmente redacté los apuntes donde plasmo los resultados obtenidos, as( como la metodologla, algoritmos
y programas realizados.

Conclusiones

Realizar mi servicio social en un proyecto de investigacidn, en el que ten(a que desarrollar un tema propio, me
permitid aprender sobre: la estructura de un proyecto y una investigacion, establecer objetivos, usar los objetivos
como gula para desarrollar la investigacidn, analizar problemas, la utilizacién de métodos numéricos en el algebra
aineal y nuevos algoritmos.

El apoyo por parte del director del proyecto, fue de suma importancia en los temas que yo no dominaba
totalmente, gracias a lo cual pude desarrollar los temas y programas de manera exitosa. En el proyecto de inves-
tigacién han participado también varios estudiantes y, aunque se trabaja principalmente de forma independiente,
los aportes y experiencia de los demds compafieros permiten mejorar el trabajo, como apoyo para instalar o utilizar
un programa, cuestiones sobre los temas que han desarrollado y retroalimentacidn, lo que me permitié valorar la
importancia de un equipo con ideas y conocimientos distintos a los m(os.

Durante mi servicio adquirl nuevos conocimientos que me permitieron desarrollar satisfactoriamente la inves-
tigacion, desde comandos que no conocla en el lenquaje Wolfram, asi como mejorar mi capacidad de analisis,
aprend( nuevos conceptos de é&lgebra y métodos numéricos, mejoré mi escritura de textos en BIEX y amplié los
conocimientos que ten(a. A través del estudio de textos cienttficos, libros y articulos, ast como del anélisis de los
métodos estudiados, aprend( sobre algoritmos: cémo las ideas se convierten en algoritmos, los algoritmos en pro-



gramas y los programas en informacién; esta informacién puede ser utilizada para comparar y con ello se pueden
apreciar las deduccidn tedricas, en este caso, sobre la eficiencia de los métodos. También realicé modificaciones
a algoritmos para que realizaran tareas mas especificas, con lo que se logré una mayor eficiencia.

Para el desarrollo del tema de investigacion que realicé, requer( conocimientos previos de algebra, combinatoria,
métodos numéricos, andlisis y series. Me resulté de gran ayuda conocer el lenguaje Wolfram y saber redactar
textos en BIEX, estos conocimientos no son universales en la formacién como ingenieros, sin embargo, son de suma
importancia en el desarrollo de temas matematicos.

Por medio de este trabajo quienes trabajan en investigacion de matrices de Toeplitz, podran revisar algunas
ideas y algoritmos para el cdlculo de determinantes y, los estudiantes de algebra lineal y métodos numéricos
podrdn contar con un apoyo en su estudio, en la realizacidn de programas, analisis de algoritmos y temas de
adlgebra lieneal.

Este reporte estd publicado en internet:

http://esfm.egormaximenko.com/toeplitz matrices.html
http://esfm.egormaximenko.com/students/

Isidro Perez 2014 _social_service_es.pdf

Espero que el trabajo sea Util en las investigaciones sobre matrices de Toeplitz y para los estudiantes que estudian
algebra lineal numérica.



1. Matrices de Toeplitz y de banda

En esta primera seccion definiremos los tipos de matrices con las que trabajaremos, revisaremos formatos para
alamcenar estas matrices y estudiaremos los algoritmos para cambiar de un formato a otro.

1.1.  Matrices generales de Toeplitz

Definicion 1. Definimos a una matriz de Toepitz de orden n o tamaio n x n T,(a) de la siguiente forma:

[y} a_q B ¢ |
n an aop oo 0opy2
o) = o], =
J K=
ap— dp— ... ag

Ejemplo 1. Una matriz de Toeplitz (o matriz de Toeplitz completa) de tamafio n = 6 es de la siguiente forma

agy a4 40— d_3 0d_4 d_5
a1 ay a4 40— 43 d_y4
an a dp a_qy a_p d_3
Ts(a) =
as an a dg a1 d-p

as a3 an aq ap 4

as  ay as ap a4 ap

Posteriormente estudiaremos formatos para almacenar este tipo de matrices.
Nota: En el presente trabajo se consideran tnicamente matrices reales, es decir, matrices cuyas entradas son

numeros reales.



1.2. Matrices generales de banda

Vamos a usar la siguiente terminologia para las diagonales paralelas a la diagonal principal:

Definicidn 2. (g-ésima diagonal de una matriz cuadrada). Sea A € M,.,(R) yseag e {—n+1,..., n—1}

Stj ke {1, ..., n}y j—k = g, entonces decimos que la entrada (j, k) estd en la g-ésima diagonal de la
matriz A
St en una matriz cuadrada todas las entradas no nulas estan en las diagonales —r,—r +1,..., s, con

r,s < n—1 entonces se dice que la matriz es de banda.

Definicion 3. Se dice que una matriz A es de banda si A;y = 0 cuando j — k < —r o bien j —k < 's. Aqul r
representa el semiancho superior, es decir el nimero de diagonales no triviales sobre la diagonal principal, y s
representa el semiancho inferior, es decir, el nimero de diagonales por debajo de la diagonal principal. EL niimero
w=r+s+1es el ancho (del inglés width) de la banda.

Ejemplo 2. La siguiente matriz corresponde a n =5, r=1,s =2

Aty A, 00 0

A A Az 00

A= | A1 A Az Ass 0
0 A Az Asa Asgs

0 0 Ass Asa Ass

En este caso el ancho de banda es w = 4.

También las matrices de banda se guardardn en un formato especial: sélo quardaremos las entradas de la
banda, puesto que el resto son ceros. De esta manera se ahorra espacio (memoria) y tiempo para crear estas
matrices.

Por ejemplo, la matriz del Ejemplo 2 se guardar(a como:



1.3.  Matrices de Toeplitz de banda

Definicion 4. Sea b un polinomio de Laurent:

b(ty=) bit!,  r,seNU{0}.

J=—r

Una matriz de Toeplitz de banda generada por un polinomio de Laurent, es una matriz de Toeplitz con b, =0
cuando j —k < —r o bien j —k > s, y los coeficientes del polinomio de Laurent son los elementos en la banda
bs...by...b_,, donde r repesenta el semiancho superior (nimero de diagonales sobre la diagonal principal) y
s representa el semiancho inferior (nimero de diagonales bajo la diagonal principal), con r, s < n —1, donde n
es el tamaio de la matriz. La denotamos por 7,(b) y tiene la siguiente forma:

by b4 ... b, 0
by by ... b_y1 b,
Ta(b) = b, b4 ... by b
0 b, ... b b

Ejemplo 3. Sea b(t) = b3t +b_ot >+ b 4t~ + bg+ bit' + byt?, donde r = 3y s = 2, para n = 6 entonces,

by by b, b3 0 0
by by by by, bs 0
b, by by by b, b
0 by by by by by
0 0 by, by by b
0 0 0 b, by by




10

1.4.  Formatos para almecenar matrices

Estos tipos de matrices se guarardn en un formato especial, donde lo Unico que se almacena son los coeficientes
del polinomio de Laurent o coeficientes de la banda. En el caso de la matriz general de Toeplitz requerimos la
informacion de los coeficientes a_ 41 ... a,—1. En el ejemplo 1, se almacena tnicamente la lista de los coeficientes

a=(as a4 a5 a, a4 a a 0 a3 a4 a5 )

Con esta lista de coeficientes se puede generar la matriz completa de tamafio 6 x 6. La matriz del ejemplo 4
se guarda de la siguiente forma:

b={(bs by by by b b ),

Nota: Este sequndo formato requiere indicar también el tamafo de la matriz n y el semiancho de banda r, puesto
que el mismo polinomio puede generar matrices de distintos tamafios, en este caso r = 3 y n = 6. En el caso de
una matriz de Toeplitz completa basta con conocer la lista de coeficientes, ya que con ésta se puede calcular el
tamano de la matriz.

Usaremos la siguiente notacion:
I': Formato de Toeplitz.
I'B: Formato Toeplitz de banda.
B: Formato de banda.
M: Formato de matriz general.
S: Indica que se estd trabajando con matrices simétricas.

La idea del algoritmo 1 se puede observar en la matriz del ejemplo 1. Los coeficientes en cada diagonal son
iguales por lo tanto basta con almacenar estos elementos, ya que con ellos se puede generar una matriz general
o de Toeplitz completa.

ayp a4 40— 043 d_4 d_5
aq ay a4 d—p (a3 04—y
a; aq ay a4 00— d4-3
T={(as5 a4 a3 a5 a4 6 @ 6 a a 0 )—M=
as an aq do a1 a-p

as as an aq agp d4_q

as a4 a3 4 a4y Qg
Posteriormente podemos ver la relacién que tienen los elementos de M con respecto a los elementos de 7.
Miin=Toe=0a Mia=Te=0a0 Myi=Te=0a Mi=Tz=a
Esta relacion se puede establecer de la siguiente forma:

Mk = Tosjk = aj—x



1

pri

Notemos también que n, el tamafio de la matriz, se puede determinar a partir de la longitud de T, dado que
longitud(T) = 2n — 1. Por lo tanto, para almacenar matrices de Toeplitz, basta con quardar las entradas de la

mera fila y la primera columna.

Algoritmo 1 T — M

Entrada: a: coeficientes del polinomio de Laurent o coeficientes de la matriz de Toeplitz;

Salida: M: matriz de Toeplitz guardada en el formato general;

1

2
3
4
5:
6
7
8

. | « longitud de g;

cn<— (L+1)/2
- M <« matriz de ceros n x n;
. para j = 1...n hacer
para k =1...n hacer
M[j, k] < aln + j — k];
fin para
. fin para

El Algoritmo 1 hace la transformacion de la lista de coeficientes de una matriz de Toeplitz a una matriz

general.
La idea del Algoritmo 2 se muestra con el siguiente esquema (numeramos todos los (ndices a partir de 1):
b=(b1 bz b3 b4 b5 b@), f=3, n==~0
= = [ G Q & G4 G5 C6 G (g G Go (1 ]
o . . T T

0 0 b by by by by b 0 0 0
Cp s €4 (3 (0 O
Cy g (5 C4 (3 O
G € G €5 € C

M= 8 G G G (4 G
G G (7 G G5 (G4
Go G G €7 G G5
(o Cip Cg Cg €7 Cp

de

Este formato Toeplitz banda se transforma en el formato de una matriz completa, dado r = 3 y n = 6, queda

la siguiente forma:

b= (b by by

by bs bs )

—

bs b
by b3
bs by
bs bs
0 bg
0 O
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Notemos que el algoritmo 2 consiste en convertir el formato Toeplitz banda al formato Toeplitz y posteriormente
aplicar el algoritmo 1.

Algoritmo 2 TB — M
Entrada: b: coeficientes del polinomio de Laurent; r: semiancho superior de la banda; n: tamafio de la matriz
Salida: T: matriz de Toeplitz de banda guardada en el formato general M;

1. [ < longitud de b;
2: ¢ « lista de ceros de tamano 2n — 1;
3: para i =1...[ hacer
4 pe—n—r—"1+i
5. dp] = bli]
6
7
8
9

. fin para

. [ < matriz de ceros n x n;
. para j=1...n hacer

para k =1...n hacer

o <

1 Tlj, k] < c[n+ j — k],
1. fin para
12: fin para

La funcion del Algoritmo 3 puede observarse en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4. Dada una matriz 7 x 7 en el formato de banda, con r = 3 y s = 1, construimos la matriz completa:

Bi1 Bio Biz Bia Bi1 Bio Bis Bia 0 0 0
Boi By Bos Bos Bos Boi By By By Bs 00
Bs1 Bsy, Bss Bsa Bss 0 Bsi By Bss Bsa Bss O

B = 84,1 B4,2 B4,3 B4,4 B4,5 = A= 0 B4,1 84,2 B4,3 B4,4 84,5

0
Bs1 Bs), Bss Bsa 0 0 0 Bsi Bsy Bss Bsa
Bs1 Bso Bss 0 0 0 0 Bs1 Bso Bss
By By, 0 0 0 0 0 B Br

En este caso, vemos que el arreglo B se puede transformar en la matriz A, por ejemplo:
Asp =0, As6 = Be,o.

A resulta de aplicarle una transformacién a B. En el siguiente algoritmo se establece la transformacidn del
arreglo B a la matriz A.
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Algoritmo 3 B — M
Entrada: B : matriz dada en forma de banda.
Salida: A : matriz completa.

1: n < nlmero de filas de B;
2: A < matriz de ceros n X n;
3: para i=1...n hacer
4 a<«—min{1,i— s}
5 b min{i+r n}
6
7

Ali,a: b] < B[i, %],
. fin para

En el Algoritmo 3 la notacion BJi, | significa toda la fila i del arreglo B.

Observacidn 1. Estos formatos, para quardar matrices de banda y matrices de Toeplitz de banda, son utilizados
para los algoritmos que estudiamos. Por ello es importante también convertir el formato de Toepliz banda a formato

de banda.

Ejemplo 5. Para una matriz de Toeplitz de banda, con r = 2, s = 4 y n = 8, se representa a continuacion la
transformacion de formato de Toeplitz de banda a formato de banda,

b=(Tba bua bo by by b3 by) - B=1n o g

En el ejemplo 5 observamos la transformacién del formato Toeplitz banda al formato de Banda, esta transfor-
macion se establece en el Algoritmos 4.
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Algoritmo 4 TB — B.

En
Sa
1

2
3
4
5:
6
7

trada: b : coeficientes del polinomio de Laurent; n: tamaio de la matriz; r: semiancho de banda;
lida: B : Matriz de banda;

. | « longitud de b;

. B « matriz de n arreglos.

: para i = 1...n hacer

c«—max{1,i+r+1—n}

d <« min{l,r +1};

Bli] = b|d : ¢ : —1]; /| el arreglo b[c : d] invertido

. fin para

En el siguiente esquema observamos la forma en que se pueden transformar los formatos, las flechas nos

indican cémo se pueden efectuar estas transformaciones.

RN



1.5.  Matrices de Toeplitz simétricas

Otro caso es el de las matrices simétricas, especificamente las matrices de Toeplitz simétricas o bien las matrices
de Toeplitz simétricas de banda. En estos caso al ser simétricas, basta con almacenar los elementos de la banda
en la primera fila, como podemos observar en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 6. Sea una matriz de Toepliz simétrica de tamafio n = 6. Podemos almacenar la informacion suficiente
de la matriz utilizando solamente la informacién de la primera fila, o bien, la primera columna, ya que el resto de

la matriz puede generarse con esta informacidn.

TS=(a a a3 a4 a5 a5 )

>

az
ay
a,
as
ay
ay

as
)
an
ap
as
as

ay
as
ap
an
ay
a;

as
ay
as
ap
an
an

aep
as
ay
as
ap
ap

Algoritmo 5 TS — M.

Entrada: a; : elementos de la primera fila;
Salida: M : Matriz completa;
1: n « longitud de ay;
2 long « 2n —1,
3: a « lista de ceros de tamafo long;
4 aln+1:long] «— afn—1:1:-1J;
5 a[1:n|« ay
6: M <« matriz de ceros de tamafo n x n;
7. para j =1...n hacer
8: para k =1...n hacer
9 M[j, k] < aln + j — k;
10 fin para
11: fin para

* La notacion asn —1 : 1 : —1] representa los n — 1 primeros elementos de la lista a; empezando por el

elemento n — 1 y terminado con el primer elemento.
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Ejemplo 7. Sea una matriz de Toepliz simétrica de banda de tamaio n = 7, con r = 2. En este caso tenemos
que la informacidn relevante de la matriz, la que nos interesa almacenar, son las tres entradas significativas y el
tamano de la matriz. Esa informacion es suficiente para generar la matriz completa.

by bp b5 0 0 0 O
b, by b, b3 0 0 0
by b, by by, bs 0 0
TBS = ( by b, b3 ) — M= 0 by by by by by 0
0 0 b3 bz b1 bZ b3
0 0 0 by by by by

El algoritmo 6 realiza la transformacién de formato TBS al fomato de matriz general M.

Algoritmo 6 TBS — M.
Entrada: by : elementos de la banda en la primera fila;n : tamano de la matriz
Salida: M : Matriz completa;

1: r « longitud de by —1;
long < 2n —1;
b « lista de ceros de tamafio long;
bln+r:n]« by
b[n: n+ r] < reverso|by],
M <« matriz de ceros de tamafio n x n;
para j = 1...n hacer

para k =1...n hacer

M[j, k] < bln + j— k;

fin para

. fin para

© N0 W

—_
—_ o

También nos interesa convertir el formato TBS al formato de banda, esto lo hacemos aplicando a la tranfor-
macion de los algoritmos anteriores el algoritmo 4.
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Ejemplo 8. Para una matriz de Toeplitz de banda, de tamafio n = 8 y con r = 3. En este caso podemos generar
la matriz en formato de Banda, como se muestra a continuacidn. Sélo se requiere la informacién de los elemmentos

en la parte superior de la banda y el tamafo de la matriz.

by by by
by by by
b, by by
bs b, by
bs b, by
bs by by
bs by by
bs by by

TBS= (b by by by) — B=

El algoritmo 7/ realiza esta transformacion.

b,
b,

Algoritmo 7 TBS — B.

Entrada: by : elementos de la banda en la primera fila; n : tamafo de la matriz;

Salida: B : Matriz de banda;

1: r < longitud de by —1;
 long « 2r +1;
. b « lista de ceros de tamafio long;
blr + 2 : long] < [bfr:1: —1];
b[1:r+1]« by
. B < matriz de n arreglos;
: para i = 1...n hacer
ce—max{l,i+r+1—n}
d —min{l,r+1}
Bli] = b[d : c: —1];
. fin para

N
-9 Y oo WD

—

Una vez que conocemos los formatos que utilizaremos en este trabajo, podemos comenzar el andlisis de los

métodos para calcular los determinantes de matrices de Toeplitz de banda.

Se podrd notar en cada tema que el algoritmo utiliza alguno de los formatos que estudiamos en este primer
cap(tulo. Y para realizar la comparacion de métodos se usa la transformacion de un formato a otro, con la finalidad

de utilizar las mismas matrices con cada uno de los métodos.
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2. Meétodo de eliminacion de Gauss

El método de eliminacién de Gauss, es un método muy conocido para resolver sistemas de ecuaciones lineales,
este método realiza una transformacion a una matriz inicial a una matriz trianqular, después de realizar esta
transformacion es sencillo calcular su determinate como el producto de sus elementos en la diagonal. En esta
seccion estudiaremos este método, especificamente la eliminacidn de Gauss con pivotes diagonales y realizaremos
modificaciones al algoritmo, para obtener una mayor eficiencia. Para matrices de banda este método se puede
optimizar utilizando el formato de banda, visto en la seccidn anterior.

2.1. Método de eliminacion Gauss con pivotes diagonales

Primero recordemos el algoritmo de Gauss con pivotes diagonales para matrices completas (no de banda):

Algoritmo 8 Causs con pivotes diagonales
Entrada: A: matriz completa;
Salida: G: matriz reducida;

1: n < numero de filas de A;

2. G < una copia de A;

3. parap=1...n—1 hacer

4. parai=p+1...n hacer

5 f — —=C[i, pllGlp. pl

6 Gli, pl < 0;

7: Gli,p+1:nj«—CGli,p+1:n|+f*xCp,p+1:n]
8:  fin para

9: fin para

Para calcular el determinate de una matriz utilizando el algoritmo 8, se puede usar el siguiente algoritmo.

Algoritmo 9 Causs con pivotes diagonales para calcular el determinante.
Entrada: A: matriz completa;
Salida: det: determinante de A;

1: n < numero de filas de A;

2. R <« matriz A reducida con eliminacion de Gauss;
3 det — M7, R[i, i]
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Si denotamos por G'*) a la matriz obtenida después de p pasos del algoritmo, entonces el algoritmo anterior
se puede escribir matemdticamente de la siguiente manera:

GO = A
G =0 1<p<n—1,p+1<i<n)
Gl
foi = =0 (1<p<n—1p+1<i<n)
GP.P
G =+ 1,60 (M<p<n—1, p+1<i<n p+1<j<n).

Ejemplo 9. Hay matrices para las cuales este algoritmo no se puede aplicar, por ejemplo

1T =2 1
A= 1 =2 2
1 =2 3

Después del primer paso del algoritmo de Gauss obtenemos la matriz
2 1
G"=10 01
0 2

en la cual la entrada (2, 2) es iqual a cero.

Hay varias modificaciones del algoritmo de eliminacion de Gauss que usan estrategias de pivoteo e intercambio
de renglones, pero en este texto nos restringimos al algoritmo de eliminacién de Gauss con pivotes diagonales
(sin pivoteo).

Para caracterizar las matrices cuadradas a las cuales se puede aplicar el algoritmo anterior (algoritmo 8),
introducimos el siguiente concepto.

Definicion 5 (menores de esquina). Sea A € M,,.,(R). Entonces para cada p € {1,..., n} denotemos por
A,(A) al menor de A ubicado en la interseccién de los primeros k renglones con las primeras k columnas:

Ac(A) = det(A[1 : p, 1 pl).

Ademds, pongamos
No(A) = 1.

Los menores de esta forma se llaman menores de esquina o menores principales l(deres.
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Teorema 1. Sea A € M,,«,(R). Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) Paracadap € {1,..., n—1} AyA) # 0.

(b) A la matriz A se puede aplicar el algoritmo de eliminacion de Gauss con pivotes diagonales, es decir, para
cadap e {1,..., n — 1} después de aplicar p — 1 pasos del algoritmo la entrada (p, p) es distinta de
cero.

Idea de la demostracion. Supongamos que se cumple (a) y demostremos (b) por induccion sobre p. Supongamos
que el algoritmo ya realizd los primeros p — 1 pasos, denotemos la matriz obtenida por G"~" y demostremos que
G(P—1) 7& 0
p.p ~
Se sabe que al sumar a un renglén de la matriz cualquier otro renglén multiplicado por un escalar, el
determinante de la matriz no se cambia. Por eso

Ay (A) = D, (GPY), (1)

El siguiente esquema muestra la situacién en el caso particular n = 5, p = 3. La submatriz de G sombreada
con color verde se obtiene de la submatriz correspondiente de A al aplicar ciertas operaciones elementales que
no cambian el valor del determinante. Por eso As(A) = A3(G®).

(2) (2) (2) (2) (2)
At A Az Aig Ais G Gy Gz Gy G5
(2) (2) (2) (2)
Aa A Az A As dos pasos del 0 G G5 Gy Gys
A= A Ap Az Ass Ass L, o= 0 0 G% ngé)l Gézg
(2) (2) (2)
Agr A Ais Ara Asgs 0 0 (g3 Gy G5
A A A A A (2) (2) (2)
51 Aspy As3 Asy Ass 0 0 G333 Gy G5
Por otro lado, la submatriz G®~"[1: p,1: p] es triangular superior, por eso su determinante es el producto
de Gﬁ’f” ..... Gg’;”. Combinando este hecho con la formula (1) obtenemos que
(p=1) —1
Ap(A) = 611,11 e G;(Jl,]p ! (2)

Por la hipétesis sabemos que A,(A) # 0, por lo tanto el lado derecho de (2) todos los factores son distintos de
cero, en particular, G, ",

La implicacién (b)=>(a) se sigue de la férmula (2). O]

En toda esta seccion suponemos que las matrices satisfacen las condiciones del Teorema 1.
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Supongamos que la matriz original estd dada en el formato de banda y modificamos el algoritmo 8 de manera
que funcione en el formato de banda, sin construir la matriz completa. En el caso de que la matriz esté dada en
formato de banda, como vimos en el capitulo anterior, no se tendra que construir la matriz completa.

La idea de la modificacion del algoritmo de Causs es trabajar con la matriz dada en el formato de banda, es
decir, no necesitamos la matriz completa para realizar el algoritmo, dado que la matriz completa tiene informacion
no relevante para el cdlculo del determinante. Al no realizar operaciones innecesarias utilizando los ceros, esta
modificacion del algoritmo resulta mds eficiente que el algoritmo tradicional.
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2.2. Método de eliminacion Gauss con pivotes diagonales para matrices de banda

Ejemplo 10. Sea B una matriz dada en formato de banda, de tamafo n = 5 y ancho de banda w = 4, con r =1
y s = 2, realizamos las primeras dos iteraciones del método de eliminacion de Gauss.

By
By
B == 83"]
B4
Bs

By,
B,
B3>
B,
Bs,

B3
B33
Bs 3
Bs 3

Bs4
By

Equivalente a
_

By 4
B;
Bs 1

Primera iteracion: Eliminacién en la primera columna. Pivote: B

By
0
0

Ba s

Bs

Sequnda iteracidn: Eliminacién en la sequnda columna. Pivote: B,

81,1
0
0
0

B,

B,

Béyz 82,3
Bi, Bss
B, Bags
Bs, Bs3

B1,2

Biz BZ,B
O Bé,}
Bz/‘,z B4,3

Bs

Bs3

B34
Ba

83,4
B4,4

Equivalente a

Equivalente a
_—

B

==

1

O O O O

Bi 1
0
0
0
0

0
0

B,
B,
Bs,
Ba

By,
/
22
0
0
0

0

0 0
82’3 0
Bz By
Bi, Bigs
Bsi Bsp

0 0
B,s 0
Biz Bsg
Bi, Bags
Bs, Bs,

0 0
B,s 0
Bi; Bsa
BZ},z B4,3
B, Bs;

0

0

0
By 4
Bs 3

0
0

84,4
85,3

0

0

0
By 4
Bs3

Como podemos observar en el ejemplo, el algoritomo de Gauss sin modificacién (derecha) , realiza operaciones
en todos los elementos de la columna aunque estos sean ceros al finalizar cada iteracidn, se realizan operaciones
que pueden ser evitadas, ya que no alteran el resultado final. EL algoritmo modificado de Gauss (izquierda), por
otra parte, solo incluye a las entradas significativas.

Ahora nos interesa conocer cdmo realizar esta modificacién al algoritmo. La cual bdsicamente consiste en
cambiar los (ndices de las entradas que se modifican, por los adecuados para el formato de banda.
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Consideremos lo siguiente:
1. EL primer ciclo en el algoritmo de Gauss, permanece igual.

2. El segundo ciclo st se modifica. En lugar de modificar todos elementos de la columna después de pivote,
solo se modifican los pertenecientes a la banda, sabemos que el resto de elemetos son cero. En conclusidn,
solo se modifican como maximo las s siguientes filas bajo la fila del pivote, o bien las filas restantes.

3. Para modificar la fila donde se efectta la eliminacién sélo se requiere utilizar el resto de la fila del pivote
(elementos de la banda), sin el pivote, porque sabemos que la entrada que se modifica sumando el producto
del pivote por un escalar debe ser cero, as( que lo mejor es asignar a esta entrada el valor de cero,
as( evitaremos errores de redondeo en estas entradas.

4. Se debe considerar el primer y Ultimo elemento de cada fila que se modifica en cada iteracion, sélo se
trabajard con las entradas que se modifican.

5. Se establece la posicion de cada entrada que se elimina de acuerdo a la posicion en el formato de banda.

Para analizar las entradas que se modifican podemos establecer (ndices que nos interesan en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 11. Sea una matriz de banda de tamafio n =7, conr =2y s = 3.

B’I,] 81’2 B1v3 O 0 O O , §

By By Bz Bss 0 0 0 Boiw By Bys Bsy

By By, Bz By Bss 0 0 , , , ,

Biy Byy Biz Biy Bis Bys 0 Biy Biy Bis Bis Bys Bag
0 Bsy Bsy, Bss Bsa Bss Bsg Bsi Bs; Bss Bss Bss Bsg
0 0 Bsi Bsy Bss Bea Bss Bsy Bs» Bss Bsa Bss
0 0 0 By By Bz By Brv By Brs By

Equivalente a
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Los (ndices ji, jo, 5 Yy js serdn de apoyo para determinar las entradas que se modifican. Para el caso de la
parte superior, con { < sy r+ i < n, donde i es el renglén del pivote, tenemos que estos indices estdn dados

por:

=1 hb=h+r, B =1 y Jja=p+T.

Biy Biz By Bis Bis By 0
0 Bsi1 Bsy Bsz Bsy Bss Bsg
0 0 Bsi Bs2 Bssz Bsa Begs
0 0 0 By By B3 By

En este ejemplo, para la primera iteracidn, se tiene que:

h=i=1, p=hp+r=1+2=3, p=i=1, y
Para los elementos en el centro, con s+ 1< i<n—1yr+i<n, donde
p=s+1 p=j+r, p=p+i—k y

Biy B, Bs; 0 0 0 0
By, By By 0 0 0
0 B, By, By 0 0

0 0

=

oo oo o

4.1
0 0 By, Bis Bsg
0 0 Béﬁ Béj B6,/4 B 5
0 0 0 87,1 87,2 B7,3 B7,4

En esta iteracion los (ndices son los siguientes:

p=s+1=4 p=j+r=06, j=j+i—k=2

p=p+r=1+2=3
k indica el renglon de eliminacion.

Ji=p+r

y jp=p+r=4
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Para los elementos en las ultimas filas, con s+ 1< i<n—1yr+i>n
h=s+1, p=h+n—1 h=jp+i—K, y ja=p+n—L

By B, Bis; 0 0 0 0
0 B, By By 0 0 0
0 0 Bj, By, Bys 0 0
0 0 0 B, By By 0
0 0 0 0 B, B By
0

0 0 0 0 BB,
0 0 0 0 0 B, B,

En la dltima iteracidn, por ejemplo, los (ndices quedan de la siguiente forma:
f=s+1=4 p=j+n—i=D5H, p=s+1+i—k=3, y jp=p+n—i=4

Se pueden generalizar los (ndices, para incluir los tres casos en uno.
Sea B una matriz de tamafio n, i indica el renglon del pivote y k el renglén que se esta modificando, tenemos

entonces, la matriz en la siquiente forma:

By ... B, 0O ... 0
o .. By ... By,
B=| « i
0 B B
0 s 0 Bn,1 ce Bn,s+1

Los (ndices se pueden escribir como sigue:
j=min{i,s+1}, p=min{j+r i+n—it, js=min{i,s+i—k+1}, y j=min{s+r s+n—i}.

Para comprender mejor esta idea se programé un algoritmo que permite visualizar: los elementos en la matriz que
se modifican en una iteracion dada, los renglones que cambian y los elementos utilizados del renglén donde se
encuentra el pivote. A continuacidn presenta el algoritmo.
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En el algoritmo 10 se muestra en la matriz con letras m, las entradas en la matriz que se modifican en la
iteracion i, las f indican los elementos en la fila del pivote, los ceros indican que ese elemento no se utilizé en
la iteracion.

Algoritmo 10 Localizacion de la parte de la matriz que participa en un paso del método de Gauss.

Entrada: n: tamaio de la matriz; r: semiancho superior; s: semiancho inferior; i: renglon del pivote;
Salida: C: matriz en la que se indican los elementos que se modifican;
e min{i, s+ 1}

2 pe=min{j+r,j+n—i}

3: C « longitud de la primera fila de ;

4 Cli, 1 p) < f

5 para k =i+ 1...min{i+s,n} hacer

6: pemn{s+i—k+1,i+max{0,i—(p+1)}

7

8

9

—_

Ja—min{j+r.p+n—i}
Clk, j5 : fu] < m;
. fin para

Ejemplo 12. En la siquiente matriz se muestran las entradas que se modifican, al hacer la cuarta iteracion de
eliminacion en una matriz de tamafio n =8, con r =2y s = 3.

0000 0 O0O0O
0000 0 O0O0O
0000 0 O0O0O
000 fFf f f 00
000 mmm©OO
000 mmm~OQO0
000 mmmO0OQ 0
0000 0 O0O0O
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El algoritmo 11 realiza la eliminacidn de Gauss, utilizando la modificacion anteriormente explicada, con el
formato de banda.

Algoritmo 11 Eliminacion de Gauss modificado para matrices de banda.
Entrada: B: matriz en formato de banda;
Salida: G: matriz reducida en formato de banda;
1. G <« copia de B;
2. n « ntmero de filas de G;
3. r « longitud de la primera fila de C;
4. s « longitud de la dltima fila de G;
5. para i=1...n—1 hacer
6:  j1 < min{i,s+1};
7. pemin{j+r, i+ n—i}
8: parak=i+1...mn{i+s, n} hacer
9 e min{s+i—k+1,i}

10: Ja=min{p+r, s+n—i}

11: m <— —G[/{,B]/G[l,jd,

12: Glk, 5] < O;

13: G[/(,j3 + 1 Zj4]—i— = mG[i,ﬁ + 1 Ijz];
14: fin para

15: fin para

Después de aplicar el algoritmo de eliminacion de Gauss modificado, obtenemos una matriz triangular, pero
dada en formato de banda. Por lo tanto, el determinante de la matriz esta dado por el producto de los elementos
en su diagonal.
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Ejemplo 13. Calcular el determinate de la matriz B dada en formato de banda, con n =6, r =2y s = 3.

By Biy Bis Bix Biy Bis

Boiv By Bz Bsy 0 é,z 32,3 B4

83’1 83,2 33’3 83’4 83'5 Después de la eliminacion 0 0 §,3 §,4 83,5

Bi1w Bsy Biz Bss Bis Bag 0 0 0 51,4 2,5 Bis
Bsi Bs, Bss Bss Bsgs 0 0 0 B, B

Bsi Bs> Bs3s Bsa 0 0 0 By

Después de realizar la eliminacién, en el formato de banda nos queda algo parecido a una matriz triangular, para
encontrar el determinante de la matriz, sélo basta determinar los (ndices correspondientes a la diagonal principal,
que son los sombreados en verde. Notemos que la posicidn de estos elementos estd dada por el minimo entre i
y s+ 1 (min{i,s + 1}). De esta forma, el determinate de matrices en formato de banda, despés de aplicar la
modificacidon de la eliminacién de Gauss, es:

det(B) = By [ | Bli, min{i,s + 1}]
i=2
En este ejemplo el determinante es:

det(B) = B11B5,B5 3B, 485 455 4.

Algoritmo 12 Determinante con eliminacidon de Gauss modificado.
Entrada: B: matriz en formato de banda;
Salida: d: determiante de la matriz B;
1: s «— semiancho inferior;
2: n < numero de filas de B;
3: T « Matriz B reducida con el algortimo modificado de Gauss;
4 d « N T[i, min[i, p + 1]

Con la modificacion del algoritmo de eliminacion de Gauss, se eficienta el método clésico al evitar operaciones
no necesarias. Por ello este algoritmo modificado, tarda menos tiempo en calcular determinates de matrices de
banda que el algoritmo original.

Continuaremos el estudio de los métodos para calcular los determinantes matrices de Toeplitz, con el método
modificado del algoritmo de Levinson—Durbin, para resolver sistemas de ecuaciones lineales. En el siguiente
algoritmo, como con la eliminacion de Gauss, utilizamos un método conocido para obtener un método mas eficiente
para el calculo de determinantes de matrices de Toeplitz de banda.
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3. Modificacion del algoritmo de Levinson—Durbin

En esta seccidon estudiaremos el algoritmo de Levison—Durbin para resolver el problema de Yule—Walker, posterior-
mente, realizamos modificaciones al algoritmo, como en la seccidn anterior, en este caso para calcular determinantes
de matrices de Toepliz siméticas y matrices de Toepliz siméticas de banda.

3.1. Ecuaciones de Yule—Walker

Estas ecuaciones surgen en la teor(a de procesos estocdsticos, mas precisamente, para calcular ciertos parametros
en el modelo autorregresivo.

Definicion 6 (Ecuaciones de Yule—Walker). Sea T, una matriz de Toeplitz simétrica de orden n con la primera
columna ty, ..., t,—1, y sea U el vector de longitud n, con entradas t, ..., t,. Se busca un vector x de longitud
n que satisfaga el siguiente sistema de ecuaciones:

I.x=U,
equivalentemente,
to t 1 X1 t
t to th—2 X2 t
[ R P, S tO Xn ty

Una técnica para resolver este problema es el algoritmo de Levison—Durbin.
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3.2. Explicacion de la idea de Levinson, para n =4

Ejemplo 14. Para n = 4, los datos iniciales son algunos ntmeros ty, t1, t, t3, t4, y se tiene el problema

h th b 8 X t
th th H b X )

T4X = U > =
Lt fh Hf X3 &}
5 6Lt b Xy ty

Hacemos el cambio lineal de variables x = Cy de una forma especial con el propésito de eliminar la ultima
columna del sistema, excepto la entrada (4, 4):

th H b & 1T 0 0 — (06] fh & b 0

th th t1 b 010 — (0§ Lty 1 0
T,C = —

b H ty K 0 01 — (04 L t 0

b b t 0 0O 1 b b t q

Aqul o4, @, a3 son las incognitas y se eligen de tal manera que las entradas (1,4), (2, 4), (3,4) del producto
sean nulas. En otras palabras, las incdgnitas a;, @y, @3 deben satisfacer el sistema de ecuaciones:

—thays — tew — by + B = O,
—ts — tha — oy + Hh = 0,’
-ty — teo — ey + 4 = 0

Escribimos este sistema en forma matricial, empezando con la ultima ecuacién:

fh i b (0] t
t th H a = [5) . (3)
L H b (08} 3

Después del cambio x = Cy para las incdgnitas nuevas se obtiene el sistema

t tt & 0 Y t

t to 4 0 2 )
T4X = T4 C y= : J =

HL t thp O U3 )

b 6Lt qy Usg ty
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En particular, las incégnitas y4, Y, y y3 deben satisfacer el sistema

hh 4 b Uy t
Lt f N ) = L. (4)
L t U3 5]

Notemos que los sistemas (3) y (4) coinciden. Mds aun, es un problema idéntico al inicial, pero de orden n — 1.
Después de resolver (4) la incdgnita y4 se expresa facilmente en términos de yy , Yy y ys:

yi — ty — (Y1 + byo + tys)
4 = ,
q4

donde
gs = fh— oy — b — as.
Este razonamiento muestra que el sistema de ecuaciones de Yule—Walker se puede resolver de manera

recursiva, cuando para resolver el problema de orden n se forma y se resuelve un problema de orden n — 1. Adn
mas cdmodo es organizar los cdlculos de manera iterativa, como se muestra en la siguiente subseccidn.

3.3. Solucidn general de las ecuaciones de Yule-Walker

El algoritmo de Levinson-Durbin es un proceso iterativo para resolver las ecuaciones de Yule—Walker. primero se
resuelve el sistema de orden 1, el resultado se usa para resolver el sistema de orden 2, el resultado se usa para
resolver el sistema de orden 3, etc. Para cada n € {1,2,3,...}, el cambio de variable x = Cy serd de la forma

X1 10 ... 0 —Qh— Y1
X2 01 ... 0 —Qp—2 Y
Xn—1 00 ... 1 — Yn—1

X, 00 ... 0 1 Un
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La matriz C tiene que satisfacer lo siguiente:

to t R PR 10 ... 0 — Q1 fo t .. 0
t fo th—> 0 1 0 — a2 4 fo 0
th2 3 t 00 1 —( th—2 3 0
thr tho to 00 0 1 thr tho qn

De lo anterior se obtiene que,
n—1
Gn = lo — Z tig;.
i=1

Después de cambio de varible, tenemos el siguiente sistema:

t tt ... O Un t
t t ... O ) H
IhCy = =
they ths ... 0 Yn—1 th1
bhr 2 .. Qn Yn ty

De aqul se tiene que,
th — 27;11 th—iYi
dn
Para obtener la solucion del sistema de ecuaciones inicial, se empieza por calcular y; y y,, posteriormente se

construye la solucion del sistema. Como vimos en el ejemplo anterior, los sistemas para y y a son equivalentes,
por lo tanto,

Yn =

ap, = Yp

En cada iteracidn se resuleve el sistema para cada valor de n. Para n = 1, la solucidn es inmediata, x; = y.

Para n =2, o4 = yj,
X1 B 1 — y1
X2 0 1 Y
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Para n = 3, se restablecen los valores y,

Y1 <— X Y Yo <— X2

Por la equivalencia de los sistemas, tenemos,

W

Se calcula el valor de ys, se hace otra iteracion del

algoritmo y se obtiene la solucion para el problema de
Yule-Walker de tamano n = 3.

X1 10 — Y
X2 = 0 1 — Ys
X3 00 1 Y3

Para n arbitrario, se reasignan valores para cada y.

Y < X1, Yo < X2, Yn—1 < Xp—1
4 Y1
09) Y2
A Yn—

Se calcula y,. Y finalmente la solucion del sistema inicial es:

X1 170 ... 0 —Qp— Y
X2 01 ... 0 — a2 Y>
Xn—1 00 ... 1 — Yn—1
Xn 00 ... 0 1

Yn
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A continuacién se muestra el algoritmo de Levinson—Durbin para resolver el problema de Yule—Walker.

Algoritmo 13 Levinson-Durbin para resolver Yule—Walker
Entrada: b: elementos de la primera fila;
Salida: z: solucion del problema de Yule—Walker;

1: n <= Numero de elementos de b —1;
2. 7z < Arreglo de ceros de tamafo n;
3 1]« b[2)/b[1];
4. para i =2,...n hacer
5 Yy« 2z
6
7
8

i — (bli + 1] = bli;; 2;; =] y[15; 0 = I — b[2;; 4] - y[1; 50— 1))
A0 0= 210 =1 —=yli—1;;1;,=1] - 7]
. fin para

Ahora que conocemos el algoritmo Levinson-Durbirn, lo utilizaremos para calcular los determinates de matrices
de Toeplitz simétricas y de Toeplitz simétricas de banda, para lo cual realizaremos algunas modificaciones al
algoritmo.
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3.4. Algoritmo de Levinson—Durbin modificado

El algoritmo de Levinson—Durbin, puede modificarse para calcular los deteminantes de matrices de Toeplitz
siméticas, la idea de esta modificacion consiste en diagonalizar.
Sea una matriz de Toeplitz 7,, queremos calcular su determinante.

fo t th—
f fo th—2
T, =
th1 th fo

Utilizamos la idea del algoritmo Levison—Durbin, para calcular el deteminante,
det(7,) = det(7,) - 1 = det(7,) - det(C) = det(7,C)

Se tiene entonces que,

f() t] tn71 10 —Qp—1
t th—| |0 1 Ay
det(7,) = :
tnf1 tan to 00 1

Como hemos visto, en el algoritmo de Levinson—Durbin, esto reduce el problema a otro similar, pero de orden
n —1, y puede usarse para calcular el determinante de la matriz 7, de la siguiente forma:

to t t,o 0
fo t A )
bt t.5 0
t fo T
det(7,) = det(7,C) = | : : : = . . G
th—2 3 to 0 . . '
th—2 13 to
thor tho b Gn
tO t1 t,7,3
t fo R
= . ) 4 ) Gp—1qp=---=4q1- - (q,

th3 tha ... t
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Del algoritmo de Levison—Durbin, sabemos que

n—1
Gn =t — Z tia;.
i—1

Los valores a; se calculan como se explicd previamente. En conclusion se tiene que:

Para el caso de matrices de Toeplitz simétricas de banda, se hace la siguiente modificacion

[
t i
gn = tO - Z t[ai y Yy = -
i=1

Donde

det(7,) = det(7T,—1)g, = g1 - - q,

[ = min{r, n}

Dty

dn

El producto Cy, se construye directamente la matriz resultante, no se hace la multiplicacién, con lo que se evitan

operaciones no necesarias.

0 ... 0
1 .0
0 ... 1
0 ... 0

78]
Y2

Yn—1
Yn

Yyr — 1Yy,
yZ - an72yn
ynf1 - a1yn

Yn
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Con el algoritmo Levinson—Durbin modificado se puede calcular determinantes de matrices de Toeplitz simétri-
cas, cuando se trata de matrices de banda se realizan modificiones para evitar operaciones no necesarias y lograr
con ello una mejor funcionalidad del algoritmo.

Algoritmo 14 Levinson-Durbin modiciado para caicular determinantes.
Entrada: b: elementos de la banda en la primera fila; n: tamafo de la matriz;
Salida: det: determinante de la matriz de Toeplitz asociada a b;

1: [ <= Numero de elementos de b;

2.1« -1

3: 7z < Arreglo de ceros de tamafio n.

4 gy < b[1];

5. q 1

6: para i =1...n hacer

7. si i < r, entonces

8: g1 < b[1]— (b[2;;d]- 1, i—1]);

9: 2[i) « (bli + 1] = b[i;; 2, 1] - [1;; i — 1))/ g4

10: 0,0 =1« 2[1;;i —1]— Reverso[z[1;; i — 1] - Z]i]
11: sino

12: g < b[1]— (b[2;;r +1]-2[1;;1]);

13: i — (=b[r +1;;2;; 1] 2[i — r;; i — 1))/ qq

14: 00—« 2[1;;i —1]— Reverso[z[1;; i — 1] - Z]i]
15 fin si

16 q=qi-q

17: fin para

18: det = q;
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4. Formula de Baxter—=Schmidt

La formula de Baxter—Schmidt se aplica a matrices casi trianqulares para calcular su determinante, este método
requiere la serie recirpoca de la serie de potencia que genera la matriz. Se revisara en esta seccion la idea de
la formula y la construccion de ésta con su demostracion.

4.1. Serie reciproca

Sea a(z) = ag + a1z + a,2> + ..., ag # 0, su funcién reciproca, o serie recproca, estd representada por
cz)="1az)=c+cz+ "+ ...
Notemos que ¢y = a; .
Ejemplo 15. Sea a(z) = 1 + 3z + 427, los primeros términos de su serie rec{proca son:
o(2) =1—=374+572 =372 -1 +452° + ..

A continuacion se presenta el algoritmo para calcular los coeficientes de la serie reciproca de una serie de
potencias.

Algoritmo 15 Coeficientes rec(procos de una serie de potencias.

Entrada: a: coeficientes de la serie de potencias; m: nimero de coeficientes reciprocos;
Salida: c: coeficientes de la serie reciproca;

- [= Ndmero de elementos de a;

2. ¢ < Arreglo de ceros de tamafio m.
3 para i =1...n hacer

4k =min{i, l};
5
6

—_

il = —a[2 : kl.Inverso(c[i — k +1: i —1])/a[1];
- fin para

4.2. Foérmula de Baxter—Schmidt

Supongamos que a(z) es una serie de potencias no negativas de z:

oo
a(z) = E af =ay+ az+ a2+
k=0

Entonces z"a(z) es una serie de potencias —r, —r 4+ 1, ... de la variable z:

o
7a(z)=7"" E a, 7" = > G2 =agz a7 a4+
k=0 k=—r
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La matriz de Toeplitz correspondiente tiene sélo r diagonales no triviales por arriba de la diagonal principal. Para
matrices de banda se tiene que r < n — 1. Las matrices generadas por series de potencia, tienen la siguiente
forma,

a a1 ... a 0 O

, a1 a, ... a; ay 0
Th(z"a(2)) =

ary2 Grp1 ... G2 01 Qg

La formula de Baxter—Schmidt (ecuacion 6), sirve para calcular determinantes de matrices de esta forma. Para
matrices casi triangulares superiores es también aplicable la férmula, dado que:

det(A) = det(A")
Teorema 2. Si n, r > 1, entonces
ay"Da(z7"a(2)) = (=1)" " Di(z " c(2)). (6)
O equivalentemente,

(=1)"aD,(z7"c(2))

;
%)

det(A) = D,(z "a(2)) =

Observemos que para r < 1 se trata de una matriz trianqular inferior, por lo que su deteminante se calcula de
manera inmediata.

Dem.
a, a1 ay 0 o) 0 0 0
ari a a ... 0 1 0 0 ... 0
A= a1 ... Up_y Gp_rq ... a4y |.,.C= -1 ... ¢ 0 ... 0
a, c Oy Uy ... 04 1 ... ¢ 1 ...0

pyreq - a, ap_1 ... a g ... Coyp 0 .01
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Tenemos que,

0 D
AC = ( —R x ) !
donde,
apCo Ce aoCp—r+1
R =
Ar1Cyp + -+ AoCp_yy1 ... Ar—1Cp—prq + - -+ aoC,
ag o ... 0 C, Cot oo Co—rgt
an ao .0 Cn41 Cn o Cpery2
ar— 4r— ... 0o Chtr—1 Cpyr—2 - Cn

detA = D,(Z"a(z)), detC = c,
det AC = (—1)""af~"(—1)" det R,
det R = ayD.(z7"c(2)),

Por lo tanto
4 Doz a(2)) = (=1)""""aiD,(z7"c(2)).

La formula de Baxter—Schmidt reduce el problema de calcular el determinante de una matriz de tamafo n a
basicamente calcular la serie rec{proca y el determinante de una matriz ¢, también de Toeplitz, de tamafo r, por
ello mientras mds pequeiio sea el semiancho de banda superior, este método resulta mas eficiente.

Para determinar la matriz ¢, se utiliza el algoritmo para calular los n + r primeros coeficientes de la serie
rec(proca, anteriormente revisada.
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Ejemplo 16. Para el caso donde r =2 y n =7, se tiene,

a daq Aap 0 0 0
asy a a1 Qo 0 0
as as a; ai Qo 0
A= as d4 asz da; ap Qg
dg a5 44 043 04y ap Qg
ay dg 045 d4 a3 d4ay 4
ag dy dg d4ds d4ag as ap

Los primeros n 4 r términos de la serie recproca, son :

G+ 1z + czz2 + C3Z3 + C4Z4 + C525 + 6626 + 2727 + 6828

La matriz ¢ asociada a la matriz A, estad dada en términos de los coeficientes de la serie reciproca, de la siguiente

forma
7 G
C:
G (7

Y finalmente el determinante de la matriz A, esta dado por la formula de Baxter—Schmidt

oy = V" BDI )
0

En este caso el determinante de ¢ es casi inmediato, det(c) = ¢ — cscs. De esta forma,

det() — 21T — 60c8) —6a)
o
Para calcular determinantes de este tipo de matrices usando la férmula de Baxter—Schmidt, primero se calculan
los primeros n + r coeficientes de la serie reciproca, se construye la matriz ¢ con los coeficientes de dicha serie
y se calcula su determinante, posteriomente se aplica la formula.

Algoritmo 16 Baxter—Schmidt
Entrada: a: coeficientes de la serie de potencias; r: semiancho superior; n: tamaio de la matriz
Salida: det: determinante de la matriz;

1. ¢ < coeficientes de la serie reci(proca;

2: ¢l «<— matriz de Toeplitz generada por c;
3 det « ((—1)")a[1]" det[c1])/c[1]’;
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5. Meétodo de Widom

En esta seccidn estudiaremos la formula de Widom para calcular determinantes de matrices de Toeplitz. Este
método resusta ser muy eficiente para matrices de banda, cuando ésta es pequefa. La eficiencia de este método
no depende del tamafo de la matriz, sélo del ancho de banda.

5.1. Formula de Widom

Sea b un polinomio de Laurent

S
bty =) bt
j=—r
La formula de Widom nos permite calcular el determinate de la matriz de Toeplitz 7,(b), cuya complejidad es
independiente de n, por lo cual es un método muy eficiente cuando se trata de matrices de érdenes grandes con
anchos de banda pequefios. St r < 0 0 s < 0, entonces 7,(b) es triangular, por tanto su determinante esta dado
por la n-ésima potencia del elemento en la diagonal principal. Asl que, asumimos que r > 1y s > 1, con

b #0ybs+0.

En este caso denotamos por D,(b) el determinante de la matriz de Toeplitz generada por el polinomio de
Laurent b. Sean 7, - - -, 7,4 las raices, todas distintas, del polinomio

’b2)=b_,+b_,z+ -+ b
Teorema 3. Formula de Widom. St las ralces z, - - - , 7,45, son distintas a pares entonces, para cada n > 1
Dib)= >  CyWi,
Mc{1,....r+s}
M|=s

donde la suma es sobre todos los ("T*) subconjuntes M C {1,..., r + s} de cardinalidad |M| = s, con

Wy = (=10b[ ]z Cu=[]2 [] @—-2)"

JEM JEM  jeM keM
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Ejemplo 17. Sea b(t) = b_1t~" + by + byt + byt?, tenemos que r = 1y s = 2, con n = 4, entonces la matriz
asociada a este polinomio es:

by by 0 0
| b b by 0
YT by by by by

0 b, b b

Sean z;, 2, 73 las raices del polinomio b(t) = b_y +boz+ b1z* + b,2°. Tenemos que, para M = {1,2}, M = {3}
W/V] = sz1Zz, CM = Z1Zz(Z1 — 23)71(22 — Z3)71

Andlogamente para M = {1,3} y M = {2,3}. Por lo anterior el determinante de esta matriz estd dado por la
suma de tres productos

D)= > CuWj,
Mc{1,2,3}
[M|=2

Dy(b) = Cy Wy + Gy Wy + Gy Wy,

N~ = =

M={12}  M={13} M={23}
Ejemplo 18. Observemos que, si tenemos el mismo polinomo del ejemplo anterior generando una matriz de tamafio
n =+ 4, los calculos son los mismos que en el ejemplo anterior, con la excepcion de que W, estaria elevado a la

potencia n, es decir, st en el ejemplo anterior tuviéramos que n = 100, el determinante quedaria de la siguiente
forma:

Dioo(b) = CuW\® + C,, W + C,, W, ®
—_— = =
M={1,2} M={13} M={2,3}

con Wy y Gy los mismos a los calculados anteriormente.
Aqul se puede observar la eficiencia de la formula de Widom, ya que su complejidad no depende del tamafio
de la matriz.
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El algoritmo para calcular determinates de matrices de Toepliz usando la férmula de Widom, requiere, calcular
las ralces del polinomio de Laurent (z"b(z)), calcular los valores Wy, y Cy para cada subconjunto My finalmente
realizar la suma de los productos CyWj,. En el algoritmo alamacenamos la informacion en forma de vectores, por
lo que utilizamos el producto punto para el cdlculo del determinante.

Algoritmo 17 Férmula de Widom
Entrada: b: coeficientes del polinomio de Laurent; r: semiancho superior; n: tamafio de la matriz
Salida: D,: determinante de la matriz generada por el polinomio b;

1: | < Numero de elementos de b;

2s«—I1l—r—1;

3 num = ("7°);
4. 7 « ralces del polinomio z'b(z);
5 MO « conjunto {1,...r+s};
6
7
8

. M <« Subconjuntos de M0 de tamafio s;
. M « Complementos de los subconjuntos de M;
- Wy < lista de ceros de tamafno num;
9: Cy <« lista de ceros de tamafio num;
10: para i =1...num hacer
M wyli] « (—1)Sb[1]|_|/€MZj
12: fin para
13: para k =1...num hacer
14 Culk] = Miemzi M e rem(z — 2
15: fin para
16: D,-, — C/\// : W/\[},

—1
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6. Comparacion de métodos

En esta seccién se revisardn métodos para generar matrices aleatorias en los distintos formatos, anteriormente
analizados. Los generadores de matrices aleatorias, son Utiles para realizar la comparacion de eficiencia de los
algoritmos estudiados para calcular los determinantes. Posteriormente, revisaremos la comparacion de los métodos.

6.1. Generador de matrices aleatorias

Para realizar la comparacidon de los métodos estudiados, requerimos usar distintas matrices de tamafos grandes,
para ello necesitaremos programas que generen los formatos estudiados y luego los transformaremos en el formato
necesario para cada método.

La programacion de los algoritmos se realizd en Wolfram Mathematica. Y para generar los formatos se utiliza
el generador de niimeros aleatorios, en esta subseccion mostramos las ideas para generar cada formato, o en su
caso el algoritmo para generalo.

Para los formatos de Toeplitz, Teplitz de banda, Toeplitz simétrica y Teplitz de banda simétrica, se genera
una lista o vector aleatorio, para generar esta lista se requiren datos como n, r, y s, segtin sea el caso, como se
muestra a continuacion.

Toeplitz Lista aleatoria de tamafo 2n — 1

Toeplitz simétrica Lista aleatoria de tamafio n

Las listas o vectores aleatorios se pueden generar en Mathematica con la siguiente funcion:
Table][Random(], {2n — 1}]

El resultado de la funcidn anterior es una lista de nimeros aleatorios de tamafio 2n — 1.

“La funcion que genera un nimero aleatorio del intervalo (0, 1), en cdédigo de programacion Wolfram es
Randomf] st se quiere otro intervalo de ndmeros, se puede usar la funcion RandomReal{a,b}] y para enteros
Randomintegerf{a,b}] en este caso a y b enteros.

Wolfram tiene una funcidn para generar matrices aleatorias en formato general, el cual puede programarse
facilmente usando la funcién para generar nimeros aleatorios (funcién Random). A continuacidon se muestra el
algoritmo.
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Algoritmo 18 Matrices aleatorias en formato general
Entrada: n : tamafo de la matriz;
Salida: M : Matriz aleatoria;

1: M «Arreglo de ceros de tamafio n x n;

2: para i=1...n hacer

3: paraj=1...n hacer

4: M]i, j] < ntimero aleatorio entre (0, 1);
5. fin para

6: fin para

El siguiente algoritmo sirve para generar matrices en formado de banda. Para generar este formato se requiere
indicar el tamafo n y los semianchos de banda supereior e inferior r y s, de la matriz que se desea obtener.

Algoritmo 19 Matrices aleatorias en formato de banda
Entrada: n : tamafo de la matriz; r : semiancho superior; s : semiancho inferior;
Salida: B : Matriz aleatoria en formato de banda;

1: B <« arreglo vacio;

2. para i =1...s5+ 1 hacer

33 a<min(r+ir+s-+1,n),
f « lista de nimeros aleatorios de tamano a;
Agregar f al arreqo B;
. fin para
. para j = s+ 2...n hacer
be—min(s+n—j+1,r+s+1n);
f « lista de nimeros aleatorios de tamano b;
10:  Agregar f al arreqo B;
11: fin para

© o N

Ejemplo 19. Un resultado del algoritmo 19, para n =4, r = 2y s = 1, con valores aleatorios en (0, 1), es el
siguiente,

0,734568 0,662361 0,220904

0,359979 0,166463 0,389195 0,479602

0,639884 0,918773 0,891152

0,826778 0,272988

Este formato es utilizado en el algoritmo de eliminacion de Gauss modificado. Para hacer la comparacién con el
método de Causs, se realiza el calmbio de formato B a M, de esta forma se realiza la comparacion con la misma
matriz, en diferentes formatos.
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6.2. Comparacién de métodos

En la siquiente tabla se muestra la comparacion del método de eliminacion de Gauss, con el método de Gauss
modificado, que se utiliza para matrices en formato de banda.

Complejidad Tedrica

n=1000 w=11 : 0.166
n=1000 w=5 . 0.0739

Después de programar los métodos estudiados para el cdlculo de los determinantes de matrices de Toeplitz de
banda, se realizé una comparacién de los métodos y la funcidn interna de Wolfram Mathematica para calcular el
determinante. Esta comparacion de los métodos consistié en generar matrices aleatorias de un tamafio especifico
n y un ancho de banda w, posteriormente se calculd el determinante con cada uno de los métodos y se midid el
tiempo de ejecucion.

En la siguiente tabla se muestran los resultados obtenidos en la comparacion.

Formula de Widom

Se puede observar que cuando el ancho de banda es pequefio, la férmula de Widom resulta ser el método
méds eficiente, conforme el ancho de banda aumenta, el tiempo de ejecucién de este método empieza a aumentar.
Resulta ser la formula de Baxter-Schmidt mds eficiente, cuando tanto el ancho de banda como el tamano de la
matriz son grandes.

Comparacion de los métodos de Widom y Baxter-Schmidt.

Complejidad Tedrica

n=1000 w=38 0.003 0.014
n=10000 w=5 0.00186 0.264
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/. Programas en el lenquaje Wolfram Mathematica

En esta seccion se presentan en lenguaje Wolfram los programas de los algoritmos estudiados en las secciones
anteriores, ast como ejemplos de su utilizacion.

Algoritmo 1. Toeplitz a General. Realiza el cambio de formato de Toeplitz a matriz general.

TtoM[a_]
Module[{long, n, M, 3, k},
long = Lengthlal;
n = IntegerPart([long/2] + 1;
M = Table[0, {n}, {n}];
For[]j =1, j <= n, j++,
For(k = 1, k <= n, k++,
M[[j, k]] = alln + 3 - k1111;
M]

Ejemplo 20. Generar la matriz en formato general a partir de la lista de coeficientes {—4, —3, =2, —1,5,1, 2, 3, 4},
utilizando el algoritmo 1. Con el programa anterior se utiliza el siguiente comando,

T'toM|—4,-3,-2,—1,5,1,2,3,4]
El resultado es un arreglo de listas,
{{56,—1,—2,-3,—4},{1,5,—1,-2,-3},{2.1,5,—1,=2},{3,2,1,5, =1}, {4, 3,2, 1,5} }

Su forma matricial es la siguiente,

5 -1 =2 -3 —4
1T 5 -1 =2 =3
21 5 =1 =2
32 1 5 -1

4 3 2 1 b

Esta es la matriz generada por el polinomio de Laurent,
—4t =3t =2t =1 45 4t 4 267 + 36 + 4t

Nota: Se puede usar el comando MatrixForm para visualizar la matriz en forma matricial, pero para realizar
operaciones con ella, se requiere en la forma de arreglo.



49

Algoritmo 2. Toeplitz banda a matriz general. Realiza en cambio de formato de Toeplitz banda a formato de
matriz general.

TBtoM[b_, r , n_] :=
Module[{long, s, bl, i, 3j, k, M},
long = Length[b];
s = long — r — 1;
bl = Table[0, {i, 2*n - 1}1;
bl[[n —r ;; n + s]] = b;
M = Table[0, {n}, {n}];
For[j = 1, J <= n, Jj++,
For(k = 1, k <= n, k++,
M[[J, k]] = bIl[[n + J - kI]111;
M]

Ejemplo 21. Cenerar la matriz en formato general a partir del formato Toeplitz de banda {1,2,3,4,5,6,7}, con
r=2yn=28.
I'BtoM[{1,2,3,4,5,6,7},2, 8]

El resultado, como en el caso anterior, es un arreglo de listas, cada una es una fila de la matriz
{{3,2,1,0,0,0,0,0}, {4,3,2,1,0,0,0,0}, {5,4,3,2,1,0,0,0},{6,5,4,3,2,1,0,0},{7,6,5,4,3,2,1,0},
{0,7,6,5,4,3,2,1},{0,0,7,6,5,4,3,2},{0,0,0,7,6,5,4, 3} }.
Para obtener el resultado en forma matricial se utiliza, doble diagonal y el comando MatrixForm, después de
la funcion TBtoM.
I'BtoM[{1,2,3,4,5,6,7},

2 0

,8][[MatrixForm

OO O N U AW
O W OO0 Oo N
AW N OO0 OO
WN OO0 O OO

O NO Ol B W —
S Ol A~ W N = OO

OO NO O b~ W
~NOoO Ol B~ W N —
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Algoritmo 3. Banda a formato general. Este algoritmo realiza el cambio de formato de banda a matriz general.

BtoM[B_] :=

Module[{n, al, s, i},

Length[B];

Length[B[[n]]] - 1;

Table [0, {n}, {n}];

i =1, 1 <= n, 1i++,

[1, Max[1l, 1 - s] ;; Max[1l, 1 - s] - 1 + Length[B[[i]]]]] =
(1111

n

S
al =
For|
all
B[
al]

Ejemplo 22. Cenerar la matriz completa a partir del siguiente formato de banda, utilizando el programa anterior.

{4,1,4}
{0,—6, 4,6}
{1,3,-5,—5,—1}
{8,—1,-5,4,7}
{10,0,8,10}
BtoM[{{4, 1,4}, {0, —6,4,6},{1,3, =5, —5,—1}, {8, —1,—5,4,7},{10,0,8, 10} }|

Cuyo resultado es el siguiente arreglo de listas,

{{4,1,4,0,0},{0,—6,4,6,0}, {1,3,—5,—5,—1},{8,—1,—5,4,7},{0,10,0,8, 10} }

Y en forma matricial,

4 1 4 0 0
0 -6 4 6 0
1 3 -5 =5 -1
8 =1 =5 4 7/
0 10 0 8 10
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Algoritmo 4. Toeplitz banda a banda. Hace en cambio de formato de Toeplitz banda a formato de banda.

TBtoB[b_, r_, n_] :=
Module[{long, bl, ¢, i, Jj, 1, s, Mb},

c = Reversel[b];
long = Lengthlc];
s = long - r - 1;

bl = Table]

c[[Max[s + 2 - i1, 1] ;; Min[long, n — 1 + s + 1]1]1, {i, 1, n}]
]

Ejemplo 23. Utilizando el algoritmo 4, convierta el siguiente formato de Toeplitz de banda a formato de banda.
Lista de coeficiente en TB: {-3-2-1412}, r=3yn=7.

TBtoB[{—3, 2, —1,4,1,2},3,7]

{{4,—1,—2,-3} {1,4, -1, -2, -3} {2,1,4,—1,-2, -3}, {2.1,4,—1,—=2,-3} {2,1,4, -1, =2},
{2,1,4,—1},{2,1,4}}
A continuacion se muestra el formato de banda, corresponde a la informacion no nula de cada fila.

TBtoB[{—3,—2,—1,4,1,2},3,7]//IMatrixForm

{4,—1,-2,-3}
{1,4,-1,-2,-3}
2,1,4,—1,-2,-3}
2,1,4,—1,-2,-3}
2,1,4,—1,-2}
2,1,4,—1}
2,1,4}
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Algoritmo 5. Toeplitz simétrica a matriz general. Realiza el cambio de formato.

TStoM[asup_] :=
Module[{long, n, a, M, 3Jj, k},
n = Lengthl[asup];
long = 2 n - 1;
a = Table[0, {i, long}l;
alln + 1 ;; longl] = asupl[2 ;;

all[l ;; n]] = Reverselasup];
M = Table[0, {n}, {n}];
For[j =1, j <= n, j++,

For[k = 1, k <= n, k++,
M[[J, kI] = alln + 3 - kI111;
M]

nll;

Ejemplo 24. Para crear una matriz de Toeplitz simética sélo se requiere la informacion de la primera fila. A

continuacidn se muestra el ejemplo de este programa.
Entrada:

TStoM[{1,2,3, 4,5}]

Resultado:

{{1,2,3,4,5},{2,1,2,3,4},{3,2,1,2,3},{4.3,2.1,2} {5,4,3,2,1}}

Forma matricial:

Ol = W N —
S W N =N

W N = N W

N = N W B

—_ N W B~ Ol
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Algoritmo 6. Formato Toeplitz de banda simétrica a formato general.

TBStoM[bsup_, n_] :=
Module[{long, b, bl, r, i, 3, k, M},
r = Length[bsup] - 1;

bl = Table[0, {i, 2*n - 1}1;
bl[[n — r ;; n]l] = Reversel[bsup];
bl[[n ;; n + r]] = bsup;
M = Table[0, {n}, {n}];
For[j =1, j <= n, j++,

For(k = 1, k <= n, k++,

M[[j, k]] =Dbll[n + 3 - k1111;
M]

Ejemplo 25. Construir una matriz de banda simétrica, a martir de la informacién de banda y el tamafo de la

matriz.

TBStoM[{1,2, 3}, 6]

{{1,2,3,0,0,0},{2,1,2,3,0,0},{3,2,1,2,3,0},{0,3,2,1,2,3},10,0,3,2,1,2},{0,0,0,3,2,1}}

Resultado en forma matricial:

123000
212300
321230
032123
003212
0003 21
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Algoritmo 7. Formato Toeplitz de banda simétrica a formato de banda. Cambio de formato.

TBStoB[bs_, n_] :=
Module[{long, bl, ¢, r, i, 3, 1, s, Mb},
r = Length[bs] - 1;

c = Table[0, {2 r + 1}1;

cl[[1l ;; r]] = Reverselbs[[2 ;; r + 1]111;
cllr +1 ;; 2 r + 1]1] = bs;

long = Length(c];

s = long - r — 1;
bl = Table]

c[[Max[s + 2 - i, 1] ;; Min[long, n - 1 + s + 1111, {i, 1, n}]
]

Ejemplo 26. Cambiar de formato de Toeplitz banda a formato de banda, usando el algoritmo 7.
Entrada:

TBStoB[{1,2, 3,4}, §]

Resultado: {{1,2,3,4} {2,1,2,3,4},{3,2,1,2,3,4},{4,3,2,1,2,3,4},{4,3,2,1,2,3,4}, {4,3,2,1,2,3},
{4,3,2,1,2},{4,3,2,1}}
Resultado en forma matricial.

{1,2,3,4}
{2,1,2,3,4}
{3,2,1,2,3,4}
{4,3,2,1,2,3,4}
{4,3,2,1,2,3,4}
{4,3,2,1,2,3}
{4,3,2,1,2}
{4,3,2,1}
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Algoritmo 8. Gauss con pivotes diagonales. Realiza la eliminaciéon de Gauss con pivotes diagonales, para
matrices en formato de matriz general.

ReduceGaussNI[A_] :=

Module[{G, i, k, n, mu},

G = A;

n = Length[G];

For(k =1, k <= n - 1, k++,
For[i = k + 1, 1 <= n, 1i++,

= -G[[1, k]1/G[[k, k]];

G[[i, k]] = 0;
G[[i, kK + 1 ;; n]] += muxG[[k, k + 1 ;; nlll];

Ejemplo 27. Para la siguiente matriz realizar la eliminacion con el método de Gauss con pivotes diagonales.

Con el programa del algoritmo 8, se usa el siguiente comando:

ReduceGaussN[{{3, —6,2,8, 5}, {6,3, —6,8, —2}, {8, —1,—2,—8,8}, {7, —1,—6, —6,5},{7,1,—3, =8, —1}}]

El resulado de la eliminacion de Gauss, en forma matricial,

36 2 8 =5
015 —10 —8 8
00 -8 % ®
o0 o0 -% %
0

0 0 o -

B VE)
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Algoritmo 9. Calcula el determinante de una matriz en formato general, utilizando la funcién de eliminacién
de Gauss con pivotes diagonales.

DetBandN[G_] :=
Module [{T, n},

n = Length[G];

T = ReduceGaussN|[G];

Product [T[[i, 1]], {i, n}]]

Ejemplo 28. Con la eliminacidon de Gauss, resulta sencillo calcular el determinante utilizando en algoritmo 9, en
el caso del ejemplo anterior, tenemos lo siguiente:

DetBandN[{{3, —6, 2,8, =5}, {6,3, 6,8, =2}, {—8,—1,—2,—8,8}, {7, —1,—6,—6,5}, {7, 1, =3, =8, —1}}]

3 =6 2 8 =5 3 -6 2 8 5

6 3 —6 8 2 0 15 —10 -8 8

-8 -1 -2 -8 8 0 0 -8 % 2 1__ 79776
7 -1 -6 —6 5 oo o —-%¥ =

7 1 =3 —8 —1 o0 o o0 -




57

Algoritmo 10. Realiza la identificacion de los elementos de la matriz que serdn modificados en un paso de la

eliminacién de Gauss, ast como los elementos que se emplean del renglén del pivote.

ElementGauss[n_, s_, r_, ki_] :=
Module[{C, i, 31, j2, 33, 34},

j1 = Min[ki, s + 1];

j2 = Min[31 + r, Jj1 + n - ki];

C = Table[0, {n}, {n}];

Cllki, 31 ;7 3J211 = £;

For[i = ki + 1, i <= Min[ki + s, n]l, i++,
33 = Min[s + ki - 1 + 1, ki] + Max[0, i - (s + 1)];
34 = Min[33 + r, 33 + n - ki];

Crii, 33 ;; 3j411 = ml; {C, J1, 32, 33, j4}

]

Ejemplo 29. El algoritmo 10 sirve como auxiliar para identificar los elementos de una matriz que participan en un
paso de la eliminacion de Gauss. En este ejemplo se trata de una matriz de tamaflo n =9, con r =5, s =4 en
la tercera iteracidn del algoritmo. Se representan con m las estradas que serdn modificadas y con f los elementos

de la fila del pivote que participan. Los ceros indican que dicha entrada no se modifica.

ElementGauss|9,5, 4, 3|/IMatrixForm

000 0 0 0 O0O0O0
000 0 0 0 O0O0TO0
oo f f f f f 00
0O 0 mmm mm 00
O 0 mm m mm 00
0O 0 mmmmm 00
0O 0 mmmmm 00
0O 0 mmm mm 00
000 0 0 0 O0O0°O0
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Algoritmo 11. Gauss modificado para matrices de banda. Realiza la eliminacién de Gauss para matrices en
formato de banda.

ReduceGauss[B_] :=
Module[{C, i, j1, 3j2, 33, J4, k, n, p, g, mu},

C = B;

n = Length[C];

g = Length[C[[1]]] - 1;

p = Length[C[[n]]] - 1;

Forlk =1, k <= n - 1, k++,

31 = Min([k, p + 11;

j2 = Min[31 + g, J1 + n - k];
For[i = k + 1, 1 <= Min[k + p, n], i++,
33 = Min[p + k - 1 + 1, k];
j4 Mln[j3 + g, 33 + n - k];
mu = —-C[[1 311/Cl [k, 3J111;

Cl[1, 33]] = 0;
Cl[i, 33 + 1 ;; 3411 4= muxC[[k, 31 + 1 ;; 3J21111;
Cl

Ejemplo 30. Dada una matriz en formato de banda, se puede realizar la eliminacion de Gauss con pivotes
diagonales sin tener que construir la matriz completa.

Comando:
ReduceGauss[{{1,2,3},{2.1,2,3},{3,2,1,2,3}, {3, 2.1, 2}, {3, 2, 1} }]//MatrixForm
Resultado:
{1,2,3}
{0, -3, —4,3}
{0, 0, —1%, —21, 3}
{005, —3}

{0.0.5
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Algoritmo 12. Calcula el determinante de matrices en formato de banda usando la eliminacion de Gauss
modificada para este formato.

DetBandl[B_, s_] :=
Module [{T, n},
n = Length[B];
T = ReduceGaussl[B];
Product [T[[i, Min[i, s + 1111, {s, n}]]

Ejemplo 31. Dada la siguiente matriz en formato de banda, calcula su determinante con el programa anterior.

{1,2,3}
2,1,2,3}
3,2,1,2,3}
{3,2,1,2}
3,2,1}

Se utiliza el siguiente comando para calcular el determinate de una matriz, a partir de su informacion de banda
y el semiancho inferior.

DetBand[{{1,2,3},{2,1,2,3},{3,2,1,2,3},{3,2,1,2}, {3, 2,1} }, 2]
Después de aplicar el algoritmo 11, la matriz reducida en formato de banda queda de la siguiente forma,

{1,2,3}
{0, -3, —4,3}

Una vez reducida, se calcula el producto de los elementos que corresponden a la diagonal. El determinante de la
matriz expresada en formato de banda es 192.
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Algoritmo 13. Levinson—Durbin para resolver Yule—Walker. Resuelve sistemas ecuaciones del tipo que establece
el problema de Yule—Walker.

LevisonDurbinI[b_] :=
Module[{C, n, i, =z},
n = Length[b] - 1;
z = {};
For[i = 1, 1 <= n, 1i++,
AppendTo|[z,

(b[[i + 111 - Sum[b[[i + 1 - 311*z[[311, (3, 1, i - 1}1)/(0I[I[1]] -
Sum([b[[]j + 1]]xz[[3]], {3, 1, 1 - 1}1)];
IdentityMatrix([i];

1 ;; 1 -1, i]] = Reverse[-z[[1 ;; 1 - 1111;
C.z;

=

C
Cl
Z
z]

Ejemplo 32. Resolver el siguiente problema de Yule—Walker utilizando el algoritmo de Levinson—Durbin.

12 =2 3 " 2
12 =2 w | | -2
2 2 1 2 w | | 3
3 -2 2 1 X 9

Con el programa anterior se usa el comando:
LevisonDurbinl[{1,2, =2, 3, 9}]

Se obtiene el siguiente resultado,
{23 25 32 131 }

56 21'21' 56
Es decir, .
. 5
X2 _ —%—1
X3 3—1
X4 iEi]
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Algoritmo 14. Levinson—Durbin modificado. La modificacién de este algoritmo, realiza el cdlculo de determi-
nantes de matrices de Toeplitz de banda simétricas.

LevinsonDurbinDet[b_, n_] :=
Module[{r, i, z, g =1, bi, gl = b[[1]]},
r = Lengthl[b] - 1;
z = Table[0, {n}];
For[i = 1, 1 <= n, 1i++,
If[i <= r,
gl = b[[1]1] - (b[[2 ;7 i]11.z[[1 ;; 1 — 111);
z [ 2 ;; -1]11.z[[1
]

[(1]] = (b[[1 + 1]] - b[[1 ;; ;01— 111)/491;
z[[1 ;; 1 = 1]] —-= Reverse[z[[1l ;; 1 = 1]111*z [[1i]7];
a = glxq,
gl = b[[1]] - (b[[2 ;; v + 1]].z[[1 ;; rll);
z[[1]1] = -b[[r + 1 ;; 2 ;; -11].z[[1 - ¢ ;; 1 - 1]1/91;
z[[1 ;; 1 - 1]] -= Reverse[z[[1l ;; 1 - 1]]1xz [[1i]];
a = qglxqll;
ql

Ejemplo 33. Calcular el determinante de la siguiente matriz de Teoplitz simétrica de banda, utilizando el algoritmo
14 (Levinson—Durbin modificado).

1324000
3132400
2313240
A=14 2 3 1 3 2 4
042 3132
0042313
0004231

Sélo se requiere indicar los elementos de la banda en la primera fila y el tamafio de la matriz, en este caso
n=7,.
LevinsonDurbinDet{{1, 3,2}, 7]

Obtenemos que,
det(A) = 2449
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Algoritmo 15. Coeficientes reciprocos de una serie de potencias. Calcula un niimero dado de estos coeficientes.

CoefsReciprocalBand[a_, m_] :=
Module[{c, 1, k, la},

la = Lengthlal;

c = Table[0, {m}];

cl[1]1] = 1/all1]11;

For[i = 2, 1 <= m, i++,
k = Min[i, lal;
c[[i]] = —all2 ;; k]l].Reverse[c[[i - k + 1 ;; i - 1]11/all11]1]1;

cl
Ejemplo 34. Obtener los primeros siete coeficientes rec{procos de la serie 1+ 3z + 4z + 02° + ... Utilizamos
el programa del algoritmo 15, con los términos significativos de la serie,
CoefsReciprocalBand[{1, 3,4}, 7]
Y obtenemos los primeros siete coeficientes de la serie reciproca
{1,-3,5,—3,—11,45,-91}

Algoritmo 16. Baxter—Schmidt. Calcula el determinante de matrices casi trianqulares superiores, empleando la
formula de Baxter—Schmidt.

BaxterSchmidtBand[a_, r_, n_] :=
Module[{cs, al, cl, da, dac},
cs = CoefsReciprocalBand[a, n + r];
cl TBtoM[cs[[n - r + 2 ;; n + r]]l, r -1, rl;
dac = ((=1) " (r*n))=*al[[1l]] nxDet[cl]
dac/cs[[1]] ¢
]

Ejemplo 35. Utilizando la formula de Baxter—Schmidt calcular el determinante de la matriz B.

1 3 00

Ol B~ W N
o1 B~ W N —
w N = W O
N — W OO
N — W OO
w O O O

6 4 3 1

Cuya serie de potencias es: 3+ 12+ 222 + 322 + 42" +52 +6°+ .., conn=6yr=1.
BaxterSchmidtBand[{3,1,2,3,4,5,6},1, 6]
det(B) = 160.
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Algoritmo 17. Férmula de Widom. Cacula el determinante de matrices de Toeplitz utilizando la férmula de
Widom.

DetBandToeplitzWidom[b_, r_, n_, prec_] :=
Module [ {Det, pol, long, s, i, k, 1, num, a, MO, M, M1, zs, CM, wM},
long = Length[b];

s = long — r - 1;

num = Binomiall[r + s, s];

pol = FromDigits[Reverse[b], z];

zs = z /. {ToRules[NRoots[pol == 0, z, PrecisionGoal -> precll};

MO = Tablel[i, {i, ¥ + s}];

M = Subsets[MO, {s}];

M1 = Table[Complement [MO, M[[i]]], {i, num}];
wM = Table[O, {i, num}];

CM = Table[0, {i, num}];

For[ 1 = 1, i1 <= num, i++,

wM[[1i]] = ((-1) s)«*b[[long]]=*(Product(zs[[M[[i, 31111, {3, 1, s}1)1;

For[ k =1, k <= num, k++,

CM[[k]] = (Product([(zs[[M[[k, 3J1111)"°r, {3, 1,
s}l)*(Product[(zs[[M[[k, JI1]] - zs[[M1[[k, 11111)"-1, {3, 1,

sy, {1, 1, r}il)l;
Det = Re[CM. (wM™n)]]

Ejemplo 36. Calcular el determinante de la matriz W utilizando la formula de Widom.

1T -1 -2 -3 0 0 0 0 0
21 -1 -2 -3 0 0 0 0
o 2 1 -1 -2 -3 0 0 0
o o0 2 1 -1 -=2-3 0 0
W=|1090 0 2 1 -1 =2 -3 0
oo o o 2 1 -1 =2 =3
oo o o o0 2 1 —1 =2
o o0 o o0 o 0 2 1 -1
o o0 o o0 o 0 0 2 1

Con el programa del algoritmo 17, utilizamos el siguiente comando, indicando los coeficientes del polinomio de
Laurent asociado a la matriz, r = 3, n = 9 y una precisién de diez digitos.

DetBandToeplitzWidom[{—3, —2, —1,1,2}, 3,9, 10
det(W) = —371,00000



64

Algoritmo 18. Matrices aleatorias en formato general.

GeneraM[n_] :=
Module [{M, i, 3},
M = Table[0, {n}, {n}];

For[i =1, i <= n, 1i++,
For[j =1, J <= n, Jj++,
M[[i, J]] = Random[]]];

M]
Ejemplo 37. Cenerar una matriz aleatoria de tamafo 4.
GeneraM[4]/IMatrixForm

0,0149066 0,686984 0,211355 0,808762

0,69108 0,990112 0,475459 0,214754
0,322048 0,729927 0,396892 0,316142
0,774333  0,668959 0,368387 0,69852

Algoritmo 19. Matrices aleatorias en formato de banda.

GeneraB[n_, r_, s_] :=
Module[{B, i, Jj, f},
B = {};

[1 =1, i <= s + 1, 1i++,

= Table[Random[], {Min[r + i, r + s + 1, nl]}]; AppendTo[B, fl];
For[] = s + 2, J <= n, J++,

= Table[Random[], {Min[s + n - 3 + 1, r + s + 1, n]}];
AppendTo[B, f]1;
B]

Ejemplo 38. Cenerar una matriz aleatoria en formato de banda, conn =4, r=2ys=1.
GeneraB[4,2,1]/[MatrixForm

{0,394225,0,96494, 0,257808}
{0,248416,0,542168, 0,511212, 0,0913398}
{0,702342,0,527262, 0,824228}
{0,879985, 0,89358}
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