
Matrices circulantes

La forma general de matriz circulante 6× 6 es

a0 a5 a4 a3 a2 a1

a1 a0 a5 a4 a3 a2

a2 a1 a0 a5 a4 a3

a3 a2 a1 a0 a5 a4

a4 a3 a2 a1 a0 a5

a5 a4 a3 a2 a1 a0


= C6(a), a =


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.

Definición 1 (matriz circulante generada por un vector). Sea a ∈ Cn. Entonces
Cn(a) es una matriz cuadrada de orden n, cuya entrada (j, k) es

Cn(a)j,k =

{
aj−k, si j ≥ k;
an+j−k, si j < k.

Raı́ces de la unidad

Proposición 1. {z ∈ C : zn = 1} = {ω0
n,ω

1
n, . . . ,ω

n−1
n }, donde ωn := e−

2π
n i.
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Transformada discreta de Fourier (TDF)

Definición 2. Definimos la matriz Fn ∈Mn×n(C) mediante la regla

Fn =
[
ωjk
n

]n−1
j,k=0

.

La transformación lineal Cn → Cn definida por x 7→ Fnx se llama la Transformada
Discreta de Fourier.

Por ejemplo,

F4 =


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 =


1 1 1 1
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 =


1 1 1 1

1 −i −1 i

1 −1 1 −1

1 i −1 −i

 .

Proposición 2 (la matriz inversa de la matriz Fn). Se cumple la igualdad

1

n
F∗nFn = In,

ası́ que

F−1n =
1

n
F∗n =

1

n

[
ω−jk
n

]n−1
j,k=0

.

Diagonalización de matrices circulantes

Teorema 1 (principal). Sea a ∈ Cn. Entonces

1

n
FnCn(a)F

∗
n = diag(Fna).

Por ejemplo,

1

2
F2C2(a)F

∗
2 =
1

2

[
1 1

1 −1

] [
a0 a1
a1 a0

] [
1 1

1 −1

]
=

[
a0+ a1 0

0 a0− a1

]
= diag(F2a).

Multiplicación de polinomios con matrices circulantes

Consideremos los siguientes polinomios

f(x) = f0+ f1x+ f2x
2, g(x) = g0+ g1x+ g2x

2.

Calculamos su producto h(x):

h(x) = f(x)g(x) = f0g0+ (f0g1+ f1g0)x+

+ (f0g2+ f1g1+ f2g0)x
2+ (f1g2+ f2g1)x

3+ f2g2x
4.

Y con matrices circulantes


f0 0 0 f2 f1
f1 f0 0 0 f2
f2 f1 f0 0 0

0 f2 f1 f0 0

0 0 f2 f1 f0




g0
g1
g2
0

0

 =


f0g0

f0g1+ f1g0
f0g2+ f1g1+ f2g0
f1g2+ f2g1
f2g2

 = h.

Notamos que las componentes del vector h son los coeficientes del producto f(x)g(x).

Teorema 2. Sean f ∈ Cn[x], g ∈ Cm[x] y

f̃ = [f0, f1, ..., fn, 0, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
n+m−1

]>, g̃ = [g0, g1, ..., gm, 0, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
n+m−1

]>,

entonces
h = C(f̃)g̃,

donde h es el vector de los coeficientes del polinomio h(x) = f(x)g(x).

Multiplicación de polinomios con la TRF

Usando la fórmula h = C(f̃)g̃ podemos expresar h como

h =
1

n
F∗n
(
(Fnf̃)� (Fng̃)

)
,

donde � es la multiplicación de vectores por componentes.

Con TRF se tiene una complejidad computacional O(n logn),
mientras que la fórmula estándar tiene O(n2).

Algoritmo de la multiplicación rápida por medio de la TRF
function h = fastprod(f, g)

s = length(f) + length(g) - 1;

h = ifft(fft(f, s) .* fft(g, s));

end
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