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Veamos que la hipotesis de que f sea integrable es esencial para obtener el resultado del
Teorema de Fubini.

Recordemos el Teorema de Fubini:

Teorema (de Fubini). Sean (X, F, u) y (Y, G, v) espacios de medida o-finita,
fell (X xY, FxG, uxv,C).

1. Entonces para p-ctp, v € X, f, € LYY, G, v, C),
para v-ctp, y € Y, f¥ € LY X, F, u, C).

2. Definimos u: X - C,v: Y = C,

ua) = [ pov o= [ e

Mads precisamente,

/ fedv, sif,e LYY, G, v, C);
z) =4 Jy

u(

/fydu, si ¥ € INX, F, u, C):
y) =4 Jx

0, sifY¢L'(X,F,pu,C).

o

Entonces u € LY(X, F, u, C), ve LYY, G, v, C).

3. Entonces

fd(,uxu):/udu:/vdu.
XxY X Y
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Construccién del contraejemplo.

Sean X =Y :=[0,1], p = v :=la medida de Lebesgue.
Claro que p es o-finita.

Definicién 1. Sea (ay,)nen una sucesion en [0, 1], definida por:

1
ap, =1——.
n
Notemos que (a,)nen €s creciente.
1 1 1 1
n<n+1l = <- = ——<—
n+1 n n n+1

n<n+l = a,<ap.

Ademés a,, —— 1.

n—o0

Para cada n € N denotemos el intervalo (a,, a,+1) como P,.

Calculemos su medida:

L 1 —nn+1)-1
gn = lp, = nln -1p,
n(Fn)
Por ejemplo,
g1 =2 1(0%)> g2 =6 1(%,§)> 93212'1(

l——-—<1-

1

n

1
n+1"




Observe las gréficas de g1, g2, g3 (con escalas diferentes de abscisas y ordenadas) :

12 -

Observacién 3. Siz € P, n € N\ {k}, entonces g,(z) = 0.

Notemos que g, estd normalizada respecto a la integracion.

1 1
/ Gndpt = / gndp = / nn+1)-1p, du
X 0 0

:n(n+1)/0 1p, du=n(n+1)- u(P,)

1
:n(n+1)-m:1

Definicién 4. Sea f : [0,1] x [0,1] — R, definida por:

F@y) = (gn(@) = gni1(®)) ga(v)-

n=1



Proposicién 5 (Los valores de la funcién f en varias partes del dominio).

91(®)g1(y), x € Py;

flx,y) = —gk(@)ge-1(y) + ge(2)gk(y), € P, k>2; (1)
0, en otro caso.
9e(¥) 1Y) — g1 (2)gr(y), v € P

fla,y) = { ' (2)
0, en otro caso.
9x(2)gx(y), x € Py, y € Py

f(z,y) = —gk+1(2)9k(y), x € Py, y € Py; (3)
0, en otro caso.

Demostracion. (1): Six € Py, entonces para cadan > 2 tenemos g,(z) =0y gpi1(x) =0,
por eso

f(z,y) [9n(2) = Gn1(@)] gn(y)

I
K

1

n

[
NE

[9n(2)n(y) = Gnr1(2)gn ()]

0
= [g1(x)g1(y) _MI ()]
0 0
+ M&(Q) —Mﬂy)]
0 0
+ M%(?/) —MA?/)]

_|_
0
+ [T (4) — GG (9]
0
+ (9T () — GaerrtTTn ()
+ P

3
Il

= g1(2)g1(y)-

Supongamos x € Py, con k > 2, notemos que para cada n € N

puede ser distinto de cero, n=k—1 V n=k;

=0, n<k—1 V k<n.

In(2)gn(Y) = Gni1(2)gn(y) {



y se tiene por la Observacién 3 que g,(x) = 0 para n # k, entonces

NE

f(z,y) [gn(2) = gn1(2)] gn(y)

n=1

NE

[9n ()90 (Y) = Gns1(2)gn(y)]

n

=@ﬁﬁ%9x>—%<wkmm
+ (g (2)gr(y) — Mk( ) = —96(®)gk—1(y) + gr(x)gx(y)-

(2): Si y € Py, se tiene para cada n € N que

puede ser distinto de cero, n =k,

9n(2)9n(y) = gn41(2)gn(y) {: 0 n# k.

y por la Observacién 3, g,(y) = 0 para n # k, entonces

(€,9) =Y [9n(z) = gns1(2)] gn(v)

_ Z (90 (2)9n(Y) = Gnr1(2)gn(y)]

s (et on et

T 0e(@)9e(®) — g (@) o))
001 ()94 G2 (D)o = 90(2) 01 (y) — G ()90 (y).

(3): Siz € Py, y € Py, usando la formula (2) de ésta Proposicién se tiene

f(@.y) = ge(®) gk (y) — grr1(2)9r(y) = () gr () Mﬁf)?/k( ) = gr(2)gx(y).
Supongamos x € Py, y € Py, andlogamente por la formula (2) se tiene

f(z,y) = gr(®)gr(y) — gryr( Mk — Ge1(2) 9k (y) = —grr1(2)gr(y)-



Asi, usando la definicién de g,, se tienen los siguientes corolarios.

Corolario 6.

R (k +1)%, x € Py, y€ Py
f(xvy) = _k<k + 1>2(kf + 2), x € Py, y€e Py
0, en otro caso.
Corolario 7.
kQ(k+1)27 fﬂEPk,yEPk;
[f(z,y)l = k(k+1)°(k+2), 2 € P, y€ Py
0, en otro caso.



Observe la grafica de f para los primeros niimeros naturales, se muestran en color rojo las
partes del dominio donde f toma valores positivos y en color azul las partes del dominio
donde f toma valores negativos:

az as aq as aear



Calculemos algunas integrales para valores de x y y especificos:

= (2)(2) 5~ R+ 1)) =2 ¢
=2_-92 =
y=035 [ temir= [ (o) = m@)m)a
:/0 92()g2(y)dzx — ; 93()g2(y)dz
= (6)(6) <~ (33 + 1)(6) - 75 =6 6=0



Veamos que

/01 (/Olf(w,y)dy) dw#/ol </01f(w,y)d;c> dy .

Denotemos la integral interior respecto de z y de y como sigue:

M@:AVmwm

v(y) = /01 f(z,y)dz.

Calculemos [} u(x)dz.

Si x € Py, usando la férmula (1) de la Proposicién 5, se tiene

U@ZAf@@@ZAmWMszwﬂlm@wzm@zz

Supongamos ahora que = € P, con k > 2, usando la férmula (1) de la Proposicién 5, se
tiene

u(a:)z/o f(z,y)dy
:/ (—gk(2)ge-1(y) + gr(x)gr(y)) dy

0

=—4mmm1@@+l%mM@@
= gr(z) /0 gk(y)dy — gi(x) /0 gr—1(y)dy

= gr(x) - 1= gi(x) - 1

Entonces
2, S Pl,

u(z) =
0, en otro caso.



Ahora calculemos: fol v(y)dy :

Supongamos que y € P;, usando la férmula (2) de la Proposicién 5, se tiene

o) = [ s
- / (95(2)g;(y) — g1 (2)g;(y))d

= /0 1(gj(fv)gj(y) - /0 19j+1(x)gj(y)>dw
—gxyyél%«wdx—gﬂyyAI%+AxMx

=g;i(y)-1—g;(y) -1

=0.
1 1
/v(y)dy:/ 0 dx =0.
0 0

| = /01 w(w)dz + /01 o(y)dy = 0.
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Proposicion 8. La funcion f no es acotada.

Demostracion. Sea M > 0.
Tomamos k = [M], luego usando el Corolario 7 cuando = € Py, y € P.

0<M<[M]<[M]?<[MP(M]+1)?=|f(z,y)

También se obtiene el resultado cuando x € Py, y € Pk, pues

0<M < [M]<[M]?<[M([M]+1)*(TM] +2) =|f(z,y)|

Luego f no es acotada.
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W ELY(X XY, FXG, uxv,C)?

Denotemos por A al conjunto U . X P,), por B al conjunto U i1 X P) y por C al
neN neN

conjunto (X x Y)\ (AU B).
Claro que X x Y = AUBUC con A, By C disjuntos a pares.

Entonces

/XY|f|d(u><1/)Z/A|f|d(u><V)+/B|f|d(u><V)+/C|f|d(u><V)
:/Wﬂauxw+/Nﬂauxw
A B

:/Pn i|f|d(p><u)+/Pn ilfld(uXV)

XPn p—1 +1XPn g

= fld(p xv)+ / fld(p x v

Z/anpnr | Z [ W

Zn n+1 L
N (n—l—l)

1 2

+;”("+ U e gy p
_Zl+21

=1 n=1

[N X xY,FxgG uxv,C).

La hipétesis de que f sea integrable es esencial.
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