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Reporte global

Justificacion

La matriz de covarianza es de fundamental importancia en muchos aspectos de estadistica
incluyendo analisis multivariado, analisis de componentes principales, analisis de discrimi-
nantes lineales y modelamiento de graficas. En el contexto de andlisis de series de tiempo
estacionarias la matriz de covarianza resulta ser una matriz de Toeplitz.

El presente trabajo apoya al proyecto de investigaciéon IPN-SIP 20140639 presentando
algunas aplicaciones de las matrices de Toeplitz y sus propiedades a procesos estocasticos
estacionarios mediante resimenes de articulos o capitulos de libros. Se espera que en este
trabajo alumnos o investigadores interesados en dichas aplicaciones encuentren referencias y
apoyo para comenzar un estudio mas profundo en los temas mencionados en este reporte de
servicio social.

Objetivos

= Investigar que aplicaciones de matrices Toeplitz existen en estadistica y procesos esto-
casticos.

= Leer articulos o capitulos de libros sobre el tema y escribir sus resumenes.

» Brindar informacién, tal como definiciones y teoremas, que pueden facilitar el estudio
y comprension de los resumenes presentados.

Marco teérico

Los primeros estudios de la estimacion de la minimizaciéon de la media al cuadrado en
procesos estocasticos fueron hechos por Kolmogorov, Krein y Wiener durante las décadas
tercera y cuarta del siglo pasado, Kolmogorov en 1939, Krein en 1945 y Wiener en 1949.

Kolmogorov inspirado por el trabajo de Wold en procesos estacionarios discretos en tiem-
po, desarroll6 un tratamiento comprensivo del problema de prediccién lineal para procesos
estocasticos discretos en tiempo. Krein not6 la relacion de los resultados de Kolmogorov con
un trabajo por Szegd para polinomios ortogonales (Szegd, 1939; Grenander y Szegd, 1958) y
extendio los resultados al tiempo continuo con el uso de una transformacién bilineal.

Wiener consider6 el problema de filtrado para estimar un proceso contaminado por ruido.
La formulacion explicita para la estimacién 6ptima requirié de la soluciéon de una ecuacion
integral conocida como la ecuacién Wiener-Hopf (Wiener y Hopf, 1931).

En 1947, Levinson formul6 el problema de filtrado de Wiener en tiempo discreto. En el
caso de senales de tiempo discreto, la ecuacion de Wiener—Hopf en forma matricial es descrita
como

RWU =P, (1)

donde wy es el vector de pesos de ajuste del filtro 6ptimo de Wiener, R es la matriz de
correlacion de las entradas, y p es el vector de correlacion cruzada entre las entradas y
la respuesta deseada. Para entradas estacionarias, la matriz de correlacion R asume una



estructura especial, a saber, es una matriz de Toeplitz. Explotando las propiedades de una
matriz de Toeplitz, Levinson derivdo un elegante procedimiento recursivo para resolver la
forma matricial de la ecuacion de Wiener—Hopf. En 1960, Durbin redescubrié el procedimiento
recursivo de Levinson como un esquema para el ajuste de modelos autorregresivos a series
de tiempo escalares. El problema considerado por Durbin es un caso especial de la ecuacion
(1), en la cual, el vector columna p incluye los mismos elementos encontrados en la matriz
de correlacion R. En 1963, Whittle mostré que hay una relacién cerrada entre el método de
recursion de Levinson—Durbin y los polinomios ortogonales de Szegé y también derivé una
generalizacion multivariable de la recursion de Levinson—Durbin.

Desarrollo

Para poder cumplir con los objetivos del trabajo de investigaciéon encontré 8 articulos o
capitulos de libros sobre el tema. El trabajo final de servicio social que he escrito lo dividi en
tres secciones. En la primera de ellas escribi definiciones y teoremas referentes al algebra lineal,
matrices de Toeplitz y algunas de sus propiedades, conceptos de probabilidad y estadistica.
La finalidad de esta seccién es mostrar los conceptos basicos que se requieren para una
comprension, aunque no muy profunda, de los resiimenes que escribi. Como ya mencioné
realicé la busqueda de 8 articulos o capitulos de libros en los que se presenten aplicaciones de
matrices de Toeplitz y algunas de sus propiedades. Los restimenes los he escrito en la segunda
seccion de este trabajo. En la seccién 3 he escrito ejercicios simples, cuyo fin es orientar a los
interesados en dichos temas.

Por ultimo escribi una presentacion sobre la forma matricial en la que se pueden escri-
bir los procesos Autorregresivos, asi como algunas propiedades que satisfacen los procesos
Autorregresivos de orden uno.

Conclusiones

Haber hecho el servicio social participando en el proyecto de investigacion me dejé mu-
chas experiencias y ensenianzas muy utiles. Pude desarrollar mi capacidad de investigacién y
busqueda de articulos y textos cientificos. También desarrollé la capacidad de leer y tratar
de comprender el contenido de articulos, incluso esto me ha permitido identificar cudl es su
estructura. Al elaborar los resimenes de los articulos puede percatarme de que no es facil
escribir de manera adecuada textos matematicos, pero al invertir mucho tiempo pude mejorar
mi redaccién. Ademads, aprendi a utilizar varias herramientas de BETEX, no sélo para escribir
texto, sino también para escribir presentaciones y hacer graficas. Hubo muchos conceptos que
desconocia asi como temas que no comprendia a pronfundidad, pero con el trabajo de servi-
cio social logré condensar y enlazar algunos conocimientos de algebra lineal, probabilidad y
estadistica.

Espero que este proyecto aporte algo al aprendizaje e investigacién, no sélo en la ESFM,
sino a otros alumnos e investigadores interesados en aplicaciones de matrices de Toeplitz.
Este texto esta en linea en el acceso gratuito:

http://esfm.egormaximenko.com/Garcia_Leon 2014 social service_es.pdf
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1.

Algunos conceptos y notaciones generales

En esta seccion se dan definiciones, proposiciones, teoremas y notaciones que se usan en
varias partes del texto.

1.1.

Conceptos de algebra lineal

Dada una matriz cuadrada A, usaremos A' para denotar la matriz transpuesta, A* para
denotar la matriz transpuesta conjudada y tr A para denotar la traza de A.

Formas bilineales
Sea V' un espacio vectorial sobre un campo K. Una funciéon f : V x V — K, es una
forma bilineal si es lineal en cada una de sus entradas, es decir, si cumple:

f(aul + /BUQ,U) = CYf(Ul,U) + ﬁf(UQ,U),

f(u,yvr + pwg) = v f(u,01) + pf (u, v2),
para todo u, u, us,v,v1,v9 € V' y para todo «, 3, v, u € K.

Valores y vectores propios

Dada una matriz A cuadrada, un nimero real A se dice ser un wvalor propio de A si
existe un vector no nulo x tal que Ax = Ax, el vector x se llama vector propio asociado
al valor propio A.

Conjunto ortonormal
Un conjunto de vectores {vy,...,v,}, en un espacio vectorial V', se dice ser ortogonal
si (v;,v;) = 0 para i # j con i,j € {1,...,n}. Ademads, si cada vector el conjunto

ortogonal {vy,...,v,} cumple que ||v;|| = /(vi;,v;) = 1,7 € {1,...,n}, entonces el
conjunto se llama ortonormal.

Matriz definada positiva
Una matriz A es definida positiva si para todo vector x # 0, x' Ax > 0, donde x'
denota el vector transpuesto de x.

Matriz simétrica
Una matriz A es simétrica si A = A'.

Matriz Hermitiana
Una matriz A, cuyos elementos son niimeros complejos, es Hermitiana si A = A*.

Matriz persimétrica
Una matriz A de tamaino n X n, es persimétrica si a;; = ay—j+1n—i+1 para todos los

i,je{l,...,n}.

Matriz diagonalizable

Una matriz A de tamano n x n se dice que es una matriz diagonalizable si existe una
matriz P, de tamafio n x n, invertible tal que P"'AP = D, donde D es una matriz
diagonal.



= Matriz de Toeplitz
Sea f una funcién compleja definida en [0, 27] de la clase de Wiener con coeficientes de
Fourier t;. Definimos la matriz de Toeplitz

2

n—1 n—1 1 i j ol
B . o ' _ |t —i(k—j)A
T, (f) = [tk,JLykZO = [tk_]}jjkzo = [27r / FO e 1=DA ) semo (2)

0 b}

= Matriz circulante
Una matriz circulante es un tipo especial de matriz de Toeplitz en donde cada vector
fila se rota un elemento a la derecha con respecto al vector de fila precedente. Asi pues
una matriz circulante C' de tamano n X n tiene la siguiente forma

¢ Cp—1 - Ca C1
C1 Co Cp-1 Ca
C = C1 Co
Cn—2 T o Cp—1
LCn—1 Cp—2 C1 Co |

En otras palabras, cada vector columna se obtiene de la columna anterior por medio
de un desplazamiento ciclico hacia abajo.

= Valores singulares de una matriz
Para cualquier matriz A de tamano m X n, con m > n, la matriz cuadrada A*A de

tamano n X n es Hermitiana y definida no negativa. Los valores propios vy, ...,v, de
A*A son reales y no negativos. Los nimeros s; = \/V1,...,S, = /U, son los valores

singulares de A.

= Descomposicion en valores singulares
Cualquier matriz A de tamafio m X n, con m > n, tiene una factorizacién de la forma

A=UDV',

donde U es una matriz de tamafio m X n con columnas ortogonales, V' es una matriz
ortogonal de tamafio n X n y D es una matriz diagonal de tamafio n X n con entradas
no negativas. Este resultado se llama descomposicion en valores singulares. Es facil ver
que las entradas diagonales de la matriz D son los valores singulares de A.

= Descomposicién de Cholesky
Cada matriz A simétrica definida positiva se puede descomponer como el producto L Lx
de una matriz triangular inferior L y su traspuesta conjugada.



1.2. Sucesiones de matrices asintéticamente equivalentes

Definicién 1. Sea A = ik " una matriz y sean Si,...,S, Sus valores singulares. Se
2,k15,k=1 ) )
deﬁne 1& norma fu@""te ||A|| por

| Al = max (2*A*Az)Y? = max s;.
z: z¥z=1 1<k<n

La norma de Frobenius (llamada también la norma de Hilbert-Schmidt) se define como la
norma euclidiana de la matriz A convertida en un vector de longitud n?:

1Al = (zz |aj,k|2) _ Ja(AA) = (z) .
j=1k=1 k=1

En este texto serda comodo usar la norma débil definida como la norma de Frobenius dividida

entre y/n:
1/2 ; 12
A= (S mar) = Te - (1£4)"
k=1j=1

Definicion 2 (sucesiones de matrices asintoticamente equivalentes). Dos sucesiones de ma-
trices (An)e, v (Bn)o2,, de tamano n x n, se dicen ser asintéticamente equivalentes si

(1) A, y B, son uniformenente acotadas en la norma fuerte, esto es, existe un nimero M > 0
tal que
Al || Bl € M < 00, n=1,2,...

(2) A, — B, tiende a cero en la norma débil cuando n — oo:

lim |4, — B,| =0.

n—o0

La equivalencia asintética de las sucesiones (A4,)32, v (B,)52, se abrevia A, ~ B,,.

Teorema 1 (propiedades de sucesiones de matrices asintéticamente equivalentes). Sean
(An)22y, (Bn)2y, (Ch)22y y (Dy)2, sucesiones de matrices.

n=1- n=1>

(1) Si A, ~ B, y eziste el limite de las normas débiles de A, o de B, entonces ezisten
ambos limites y son iguales:

i [An| = lim [ By|.
(2) Si A, ~ B, y B, ~ C,, entonces A,, ~ C,,.
(3) Si A, ~ B, y C, ~ D,, entonces A,C,, ~ B, D,,.
(4) Si A, ~ B, y [|AM], 1B, Y| < K < oo, para cada n, entonces Al ~ B
(5) Si ApyBy, ~ Cy y||AY| < K < oo, para cada n, entonces B, ~ A 1C,,.

Observaciéon 1. Si (A4,)5, v (B,)22, son dos sucesiones de matrices asintéticamente equi-
valentes, entonces sus normas son uniformementes acotadas por M > 0 y por lo tanto todos
sus valores propios estan en el intervalo [—M, M].



1.3. Teorema limite de Szeg6 sobre matrices de Toeplitz

Teorema 2 (de Weierstrass sobre la aproximacion uniforme por polinomios). Si F' es una
funcion compleja continua sobre [a,b], entonces existe una sucesion de polinomios p, tal que

lim sup |p,(z) — F(z)| = 0.

N0 relaLb]

Teorema 3. Sean (A,)5, y (B,):, sucesiones de matrices Hermitianas asintdticamente
equivalentes. Supongamos que existe un numero M > 0 tal que A, > M1, y B, > MI, para
cada n, esto es,

¥ Apx > M||z||?, "Bz > M||z|? (x € C").
Entonces, si existe alguno de los siguientes limites, existe también el otro y son iguales:

lim (det A,)"/" = lim (det B,)"/".

n—oo

En los teoremas de esta seccién suponemos que f: [0,27] — C es una funcién de la clase
de Wiener, esto es, sus coeficientes de Fourier ¢, forman una serie absolutamente convergente:

+oo
Z |tk| < +4o00.

k=—o0

Denotamos por my y My al infimo (minimo) y supremo (maximo) de los valores de f:

my = inf f(N), M;= sup f()N).

A€[0,27] Ae[0,27]

Para cada n € {1,2,3,...} denotemos por 7,,,..., T, a los valores propios de la matriz

T(f)-

Teorema 4. Para cualquier s cualquier entero positivo,

1n71 1 2m
lim — 5" 7 :7/ A)* A,
A 5 2 T o | ey

Ademads, si f es real, o equivalentemente, las matrices T,,(f) son todas Hermitianas, entonces
para cualquier funcion continua F sobre [mg, M|

1n—1 1 2m
lim — F(r, — [ F(f(N))dA
i =3 () 2%/ (F(V)

Teorema 5. Si f es real, entonces para cualquier funcion continua F sobre [¢, 0] C [my, My ]

n—1 2

lim © X Flmin{g, s, ) = 217T [ Fmin{s, £(3),63) dx (3)

n—oo n,
= 0



Teorema 6. Supongamos que f > 0 y la igualdad f(\) = 0 se tiene en un conjunto de
puntos a lo mas numerable. Entonces

a) T,(f) es no singular

b) Si f(A) >my >0, entonces
()~ ~Cu(N)

donde C,(f) es una matriz circulante con fila superior (c(()"), . ,c;n_)l), Yy

1 n—1 )
C’(ﬁn) _ ﬁ Z f(?ﬂm/n) e?7r1mk/n.
m=0

para k,m = 0,1,...,n— 1. Ademds si definimos T,,(f) — Cn(f) = D,,, entonces T,,(f)™*
tiene la expansion

Tn(f)_1 = [Cn(f)“‘Dn]_l
= Co(f) '+ DuCo( )7
= Calf) M I+ DaCalf) ™+ (DuCulf) )2+ -],

la expancion converge (en la norma débil) para n suficientemente grande.

c) Si f(A\) > my >0, entonces

1 ﬂ—ei(k—j)k N n—1
2r ) f(N) }

esto es, si el espectro es estrictamente positivo, entonces la sucesion de las matrices de
Toeplitz inversas es asintoticamente de Toeplitz. Ademds si pyr, son los valores propios de
T.(f)™' y F es una funcidn continua en [1/My,1/m¢|, entonces

L) ~T1/1) = |

?
kJZO

1 s
lim, Z Flpns) = 5- / F(1/f(X) dX
d) Supongamos que my = 0 y que la derivada de f(X\) existe y esta acotada para toda X.
Entonces Ty, (f)™! no estd acotada, 1/ f(\) no es integrable y por lo tanto T,(1/f) no estd
definida y la integral (3) tal vez no exista. Para cualquier 0 finito, sin embargo, el siguiente
hecho similar es cierto:
Si F es una funcion continua en [1/M;y, 0], entonces

lim 15 ZF (min{p,x, 0}) = o /F (min{1/f(\),0})dA (4)

n—oo
"o

Teorema 7. Sean T,,(f) y T,.(g) definidas como en (2), donde f y g son dos funciones en la
clase de Wiener. Definimos Cy,(f) y Cn(g) como en el Teorema 6 (b), y sean p, los valores

propios de T,(f)Tu(g). Entonces T,,(f)T.(g) ~ Cu(f)Cnlg) = Cu(fg) y
To(f)Tu(g) ~ To(9)Tu(f)-



1.4. Conceptos de probabilidad

= Esperanza

a) Sea X una variable aleatoria discreta que toma valores vy, con probabilidades py.
Se dice que X tiene esperanza finita si >, py [vx| < 0o y se define su esperanza
como:

]E(X) = Zpk Vi -

b) Sea X una variable aleatoria continua con densidad f. Decimos que X tiene es-

o0
peranza finita si [ |z|f(z) dx < 0o, en tal caso definimos su esperanza por
—00

e}

E(X) = / of(z) da.

—0o0

Momentos

Sea X una variable aleatoria discreta, y sea r > 0 un ntmero entero. Decimos que X
tiene un momento de orden r si X" tiene esperanza finita. En tal caso definimos el
r-ésimo momento de X como E(X7).

Varianza
Sea X una variable aleatoria, si X tiene segundo momento finito, su varianza Var(X)
esta dada por

Var(X) = E(X — EX)?) = E(X?) — (EX)2.

= Covarianza
Sean X y Y variables aleatorias con segundos momentos finitos, su covarianza esta
dada por
Cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y))).
= Correlaciéon

Dadas dos variables aleatorias X y Y, su correlacion estd dada por

_ Cov(X,Y)
oY) \/Var(X) \/Var(Y).

Funcién caracteristica
Sea X una variable aleatoria continua con funciéon de densidad fx, se define la funcion
caracteristica de X como sigue:

o0

ox R C; ox(t) =B = [ ¢ fy(2)dw.

— 00

10



= Cumulantes
Sea X una variable aleatoria con funcién caracteristica ¢x y supongamos que todos sus
momentos existen. Puesto que ¢x(0) = 1, en una vecindad de cero, podemos considerar
su logaritmo y desarrollarlo en serie de potencias, a la funcién resultante se le denomina
funcion generatriz de cumulantes de X.

Kx(t) = log(ox(t) Zm

Al coeficiente k, se le llama el cumulante de orden v de X.

= Contenido de energia y funcion de densidad de energia espectral
Sea f una funciéon. El contenido de energia E de f estd definido por

E= [ 1f@Fa.
Sea I’ = §[f] la transformada de Fourier de f, tenemos que
E= [1r@Pa = [ [P do.
s 27100

Esta ecuacién afirma que el contenido de energia de f esta dado por % multiplicado por
el 4rea bajo la curva |F(w)|?. Por esta razén la cantidad |F(w)|? se denomina espectro
de energia o funcion de densidad de energia espectral de f.

s Funcién de correlacion
La funcion

Ruo(T /fl ) fa(t — ) dt

se conoce como funcion de correlacion entre las funciones f; y fs. La funcién de corre-
lacion sumistria una medida de la similitud o interdependencia entre las funciones f; y
f2 en funcion del parametro 7. Si la funcién de autocorrelacion es cero para todo valor
de 7, entonces se dice que las funciones no estan correlacionadas.

Si f1 v fo son idénticas, entonces la funcion de correlacion

R (1 /fl ) fi(t —7)dt

se denomina funcion de autocorrelacion de fi.

» Senales no correlacionadas
Dos senales f; y f2 se dice que no estan correlacionadas si
T/2 T/2 . T/2
hm— / O ot —7)dt = hm— / A d| | Jim / o) dt

T—oo T T—oo T T—o0
-T/2 -T/2 -T/2

11



= Funcién de correlacién promedio B
La funcién de correlacion promedio de fi y fo, denotada por Rps, esta definida por el
limite
) T/2
Fiao(r) = Jim = [ 0ol = 7)dt.
~T/2

Andalogamente, la funcién de autocorrelacion promedio de f, denotada por }_%ff, esta
definida por el limite

Para funcibnes periddicas fi y fo (de periodo T) se tiene que

T/2 T/2
Rislr) = ;_T//Q A RE—T)dt,  Rulr) = ;,_T//Q RO A —7)dt.

= Espectro de potencia o densidad espectral de potencia
Sea f una funcién, supongamos que el contenido de energia de f es finito, es decir,

o0

/ (f()? dt < oo.

—0Q0

Para una funcién con esta propiedad, la potencia promedio en un intervalo de longitud
T se aproxima a cero a medida que T se aproxima a infinito; de esta manera, se tiene

T/2

lim ; [ Gy ar=o

T—00
—T/2

En relacion con los calculos de ruido, es necesario considerar senales sin contenido finito
de energia. En este caso, la potencia promedio de f es la cantidad

Cuando este limite existe, la cantidad
. T/2
P(w) = lim — / F(t)e i@t dt (5)

T—o0 T
T/2

se denomina espectro de potencia o densidad espectral de potencia de la funcion f.
Aunque generalmente la funcién f se define como la transformada de Fourier de la

12



funcién de correlacion promedio de f. De esta manera, se define

P(w) = Rff / Ryp(r)e™ ' dr,
Rys(r) = 57 [PW)] = ;ﬁ [ Pe d.

Proceso estocastico

Un proceso estocdstico se define como una coleccién de variables aleatorias X (),

t € T, definidas sobre un espacio de probabilidad comtn, donde T" es un subconjunto
de (—o00,00) y usualmente se considera como un pardametro del tiempo. El proceso
es llamado proceso con pardmetro continuo si 7" es un intervalo con longitud positiva
y un proceso con parametro discreto si T' es un subconjunto de los enteros. Si T =
{0,1,2,...} usualmente denotamos el proceso por X,, n > 0.

Proceso estocastico de segundo orden
Un proceso estocdstico X (t), t € T, se llama proceso de segundo orden si E[X?(t)] < oo
para cada t € T.

Proceso estacionario de segundo orden

Decimos que un proceso X (t), —oo < t < 00, es un proceso estacionario de sequndo
orden si para cada nimero real 7 el proceso de segundo orden Y (t), —oo < t < o0,
definido por Y (t) = X(t + 7), tiene las mismas funciones de media y covarianza que el
proceso X ().

Procesos Gaussianos

Un proceso estocastico X (t), t € T, se llama Proceso Gaussiano si cada combinacién
lineal finita de las variables aleatorias X (t), ¢t € T, tiene distribucién normal. Los
procesos Gaussianos son también llamados procesos normales, y las variables aleatorias
distribuidas normalmente a veces se dice que tienen una distribucién gaussiana.

Proceso de Wiener
Un proceso estocéstico W (t), —oo < t < 00, que satisface las siguientes propiedades se
llama proceso de Wiener con parametro o?:

1) W(0) =0.
1)

w
1) Wity) — W( 1), Wi(ts) — Wi(ts),...,W(t,) — W(t,—1) son independientes para
1<t < - < .

(t)—W (s) tiene distribucién normal con media 0 y varianza o?(t—s) para s < .

~

Aqui 02 es una constante positiva.
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2.

Articulos o capitulos de libros relacionados con apli-
caciones de las matrices de Toeplitz

En esta seccion se presentan resimenes de articulos o capitulos de libros relacionados con
el tema de estudio, es decir, articulos o capitulos que muestran relacién entre las matrices de
Toeplitz y procesos estacionarios.

1.

Funcién de autocorrelaciéon y espectro de procesos estacionarios
es el resumen del Capitulo 2 (Autocorrelation function and spectrum of stationary
process) del libro [1] de Box, Jenkins y Reinsel.

. Aplicaciones a series de tiempo estdcasicas,

resumen del Capitulo 6 (Applications to Stochastic Time Series) del libro [2] de Gray.

. Formas bilineales en variables aleatorias gaussianas y matrices de Toeplitz,

resumen del articulo [3] de Avram.

Analisis de componentes principales
es el resumen del articulo [1] de Shlens.

. Métodos espectrales para analisis de componentes principales de los eventos

relacionados con los potenciales cerebrales,
resumen del articulo [5] de Rawlings, Rohrbaugh, Begleiter y Eckardt.

. Una nota sobre generacién, estimacion y prediccién de procesos estaciona-

rios,
resumen del articulo [6] de Hauser, Hormann, Kunst y Lenneis.

Distribucion asintética de valores propios de matrices de Toeplitz por blo-
ques y aplicacion a la identificaciéon de canal SIMO ciego,
resumen del articulo [7] de Gazzah, Regalia, Delmas.

. Propiedades de vectores propios de matrices de Toeplitz y su aplicacién al

analisis espectral de series de tiempo,
resumen del articulo [3] de Reddi.
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2.1. Funcién de autocorrelacion y espectro de procesos estaciona-
rios

Una clase muy especial de procesos estocasticos, se llaman procesos estacionarios, se basan
en la suposicion de que el proceso esta en un estado particular de equilibrio estadistico. Un
proceso estocastico se dice ser estrictamente estacionario si sus propiedades no se ven afecta-
dos por un cambio de origen del tiempo, esto es, si la distribucion de probabilidad conjunta
asociada con m observaciones zi, 2,,..., 2, realizadas en cualquier conjunto de tiempos
t1,t2,...,tm, es la misma que la asociada con las m observaciones zy, ik, 2totks - - - » 2ty 4k
realizadas en los tiempos t; + k,to + k, ..., t,, + k.

Media y varianza de un proceso estacionario. Cuando m = 1, la suposicion de
estacionariedad implica que las variables aleatorias z; tienen la misma distribucién que no
depende de t. Suponemos que estan definidos los momentos del primer y segundo orden.
Entonces el proceso estocastico tiene media constante

1=E(z) (6)
que define el nivel sobre el cual fluctia, y una varianza constante
o? = E[(z — n)?] (7)

que mide su propagacion sobre este nivel. Dado que la distribucion es la misma para todos
los tiempos ¢, su forma se puede deducir mediante la formacion del histograma de las obser-
vaciones z1, 29, . . . , 2N, que constituyen la serie de tiempo observado. Ademas, la media p del
proceso estocastico se puede estimar por la media muestral
1N
Z=—=> z 8
N Z t ( )

t=1

de la serie de tiempo, y la varianza o2 del proceso estocdstico puede estimarse por la varianza
de la muestra

1 N
Az N Z ct T z (9)
Ni=
de la serie de tiempo.

Coeficientes de autocovarianza y autocorrelacién. La suposicién que el proceso es
estacionario también implica que la distribuciéon de probabilidad conjunta de z;, y 2, es la
misma para todos los tiempos 1, t5, que estan en intervalos distintos. En particular, se deduce
que la covarianza entre los valores z; v 2411, separados por k intervalos de tiempo, debe ser
la misma para todo t bajo la suposicién de estacionariedad. Esta covarianza sera llamada
autocovarianza de orden k y se define por

Yo = Covlzy, ze4] = E[(2e — 1) (2040 — 1))
Similarmente, la autocorrelacion de orden k es
_ Bk — )k — )] B[z — ) (2 — )]
pk? - 9 5 - 2 9
VE[Gk — p)? Bl (2o — )] o
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puesto que, para procesos estacionarios, la varianza 02 = 79 es la misma en el tiempo t + k
como en el tiempo t. Asi, la autocorrelacion de orden k es
_ Tk
-
Yo

Pk

en particular py = 1.

Matriz de autocovarianza. La matriz de covarianza asociada con un proceso estacio-

nario para las observaciones (z1, 2, . . ., 2,) tomadas en n sucesivos tiempos es
| 7o gi! Y2 o %—1_ 1 P1 P2 Pn—1_
g Yo Y1 T2 P1 1 P1 ' Pn—2

r,=1 7 4! Yo oo Vn-3| = JZ P2 P1 1 s Pp_3| = ggpn
|Tn—1 Tn-2 Tn-3 " 70 | |Pn—1 Pn-2 Pn-3 "°° 1 i

Una matriz de covarianza I',, de esta forma, que es simétrica con elementos constantes en cual-
)

quier diagonal, se llama matriz de autocovarianza, y la correspondiente matriz de correlacion

P, se llama matriz de autocorrelacion.

Funciones de autocovarianza y autocorrelacion. La grafica de 74 en funcion k se
llama funcidén de autocovarianza {v;} del proceso estocastico. Del mismo modo, la grafica del
coeficiente de autocorrelacién p, como una funcion de k se llama funcion de autocorrelacion
{pr} del proceso. Puesto que p, = p_i, la funciéon de autocorrelacién es necesariamente
simétrica alrededor de cero, y en la practica solo es necesario para trazar la mitad positiva
de la funcién. Cuando hablamos de la funciéon de autocorrelacion, a menudo se entendera la
mitad positiva. En el pasado, la funcién de autocorrelacion a veces se llama correlograma.

Estimacion de funciones de autocovarianza y autocorrelacion. Hasta ahora sélo
hemos considerado la funcién de autocorrelacién tedrica que describe un proceso estocastico

conceptual. En la practica, tenemos una serie de tiempo finita z1, 2o, . . ., 25, de N observacio-
nes, de las que sélo podemos obtener estimaciones de la media i y de las autocorrelaciones.
N

La media p = E[z] se estima con z = ) 2 /N. Es fécil ver que E[z] = p1, de manera que Z es

t=1
un estimador insesgado de p. Como medida de precisién de z como un estimador de p, nos
encontramos con que
1] NN % N-1 L
Var|z]| = — _s=—|1+2 1——
A= pi Y= 12X (1-5)n

t=1s=1

Una aproximacion “para una gran muestra” de esta expresion para la varianza esta dada por

Var[i]:% 142> o),

k=1
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en el sentido de que N Var[z] — 7o (1 + 2 Z pk> cuando N — oo, suponiendo que
k=1

o

> ol < o0

k=—o00

Hay que tener en cuenta que el primer factor en Var[z], vo/N, es la expresion familiar
para la varianza de z obtenida a partir de muestras aleatorias independientes de tamano
N, pero la presencia de autocorrelacion entre los valores z; puede afectar sustancialmente
la precisién de z. Por ejemplo, un proceso estacionario tiene autocorrelaciones p, = ¢/l
|p| < 1, la aproximacién de una muestra grande para la varianza de z se convierte en
Var[z] = (7/N)[(1 4+ ¢)/(1 — ¢)], y el segundo factor puede, obviamente, diferir sustan-
cialmente de 1.

Los errores estandares de las estimaciones de autocorrelacion. Para identificar
un modelo de series de tiempo, es 1util tener una comprobacién aproximada de si pi es
efectivamente cero mas alld de un cierto retraso. Para este propdsito, se puede hacer uso de
la siguiente expresion para la varianza aproximada del coeficiente de autocorrelacién estimado
de un proceso normal estacionario

1 o
Var[ry] ~ N > (P A+ PoskPo—k — 4PrPoPo—r + 20507)- (10)

V=—00

Por ejemplo, si p, = ¢/¥l, donde —1 < ¢ < 1, es decir, la funcién de autocorrelacion amortigua
exponencialmente, (10) da

1 [(1+¢%)1—¢*)

~ e — 2k¢*

Var[r]

y en particular
1
Var(ry] ~ N(l - ¢?)

Para cualquier proceso para el cual todas las autocorrelaciones p, son cero para v > ¢, todos
los términos, excepto el primero que aparece en el lado derecho de (10) son cero cuando
k > q. Por lo tanto, para la varianza de la estimacién de la autocorrelacion 7y, en el paso
k mayor que algiin valor ¢ mas alla del cual la funciéon de autocorrelacion tedrica puede ser
considerada nula la aproximacién esta dada por

1 q
Var[rg] ~ i (1 + Zpr,) k> q. (11)
v=1
Para utilizar (11), en la practica, las autocorrelaciones estimadas ri(k = 1,2,...,q) se

sustituyen por las autocorrelaciones teodricas pg, y cuando esto se hace se referiran a la raiz
cuadrada de (11), como el error estindar de paso grande. En el supuesto de que las autoco-
rrelaciones tedricas pi son todos esencialmente cero més alla de un cierto paso planteado la
hipdtesis de k = ¢, el error estandar de paso grande se aproxima a la desviacion estandar de
. para pasos adecuadamente grandes (k > ¢q).
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Periodograma de una serie de tiempo. Otra forma de analizar una serie de tiempo se
basa en la suposicion de que se compone de ondas seno y coseno con diferentes frecuencias. Un
dispositivo que utiliza esta idea, es el periodograma. El periodograma se utiliz6 originalmente
para detectar y estimar la amplitud de un componente sinusoidal, de frecuencia conocida,
enterrada en el ruido.

Para ilustrar el calculo del periodograma, supongamos que el niimero de observaciones
N = 2q + 1 es impar. Consideramos el ajuste del modelo en serie de Fourier

q
Zy = O + Z(aicﬁ —+ 51'51',5) + €, (12)

i=1
donde ¢;; = cos(2m fit), sy = sin(2w fit), y fi = i/N es el i-ésimo arménico de la frecuencia
fundamental 1/N asociada con la componente de onda sinusoidal i-ésima en (12) con la fre-
cuencia f; y el periodo 1/ f; = N/i. Las estimaciones de minimos cuadrados de los coeficientes

ag y (ay, B;) seran

ag = z (13)
2 N
a; = —Zztcit 1=1,2,...,¢q (14)
N=
9 N
bi = =Y asy i=12...,q (15)
Ni=
N N
puesto que Zc?t = Z s?, = N/2, y todos los terminos en (12) son mutuamente ortogonales
t=1 t=1
sobre t = 1,..., N. El periodograma consiste entonces en los ¢ = (N — 1)/2 valores
N
1) = a2 +8) i=12.. a0 (16)

donde I(f;) se llama intensidad a la frecuencia f;. Cuando N es par, establecemos N2¢ en
(14), (15), (15) y (16) y aplicamos para i = 1,2,...,q, pero

a, = e g:(—l)tz
NS t
bg - 0

y I(f,) = 1(0.5) = Nag. Tenga en cuenta que la frecuencia mas alta es de 0.5 ciclos por
intervalo de tiempo, porque el periodo mas pequeno es de 2 intervalos.

Analisis de la varianza. En un andlisis de tabla de varianza asociada con la regresion
ajustada (12), cuando N es impar, podemos aislar (N — 1)/2 pares de los grados de libertad,
después de la eliminacion de la media. Estos estan asociados con los pares de coeficientes
(a1,b1), (az,b2),...,(a,b,) vy por lo tanto con las frecuencias 1/N,2/N, ..., q/N. El periodo-
grama I(f;) = (N/2)(a? + b?) se ve que es simplemente la suma de los cuadrados asociados
con el par de coeficientes de (a;,b;) y por lo tanto con la frecuencia f; = i/N o el periodo

p; = N/i. Por lo tanto
q

S (e 2 = SO I(f) (17)

t=1 i=1
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Cuando N es par, hay (N — 2)/2 pares de grados de libertad y un solo grado de libertad
futuro asociados con el coeficiente a,. En la préctica, es poco probable que la frecuencia f de
una componente sinusoidal sistematica desconocida coincida exactamente con cualquiera de
las frecuencias f; para las que han sido calculadas intensidades. En este caso el periodograma
mostraria un aumento de las intensidades en las inmediaciones f.

Espectro de la muestra. La definicién (16) del periodograma supone que las frecuencias
fi = i/N son arménicos de la frecuencia fundamental 1/N. A modo de introduccién al
espectro, descansamos este supuesto y permitimos que la frecuencia f varie continuamente
en el ciclo comprendido entre 0 y 0.5. La definicién (16) del periodograma puede modificarse
* N 1

()= S (@+1) 0<f<; (18)
y I(f) se denomina entonces como el espectro de la muestra. Al igual que el periodograma,
que puede ser utilizado para detectar y estimar la amplitud de una componente sinusoidal de
frecuencia desconocida f enterrada en ruido y es, de hecho, una herramienta mas apropiada
para proponer este si se sabe que la frecuencia f no estd relacionada arménicamente con
la longitud de la serie. Ademas, proporciona un punto de partida para la teoria de anélisis
espectral, el espectro de la muestra I(f) y la estimacién de la funciéon de autocovarianza ci
estan vinculados por la relacion

I(f)=2 co+2]vi:lckcos(27rfk;) 0<f<
k=1

(19)

Es decir, el espectro de la muestra es la transformada de Fourier coseno de la estimacion de
la funcién de autocovarianza.

Espectro. El periodograma y espectro de la muestra son las herramientas adecuadas para
el andlisis de series de tiempo formadas por mezclas de ondas seno y coseno, a frecuencias
fijas enterradas en el ruido. Sin embargo, las series de tiempo estacionarias se caracterizan
por cambios aleatorios de frecuencia, amplitud y fase. Para este tipo de serie, el espectro de
la muestra fluctia violentamente y no es competente cualquier interpretacién significativa.
Sin embargo, supongamos que el espectro de la muestra se calculé para una serie temporal
de N observaciones, que es una realizacion de un proceso normal estacionario. Un proceso de
este tipo no tendria ningtn coseno o componentes deterministas sinusoidales, pero podriamos
llevar formalmente a través del andlisis de Fourier y obtener valores de (ay, by) para cualquier
frecuencia dada f. Si se tomaron realizaciones repetidas de N observaciones del proceso
estocastico, podriamos construir una poblacién de valores ag, by y I(f). Por lo tanto, se
podria calcular el valor medio de I(f) en realizaciones repetidas de tamano N, a saber,

N-1
E[I(f)] =2 |E[co) + s > Eley] cos(2m fk) (20)
k=1
Para N grande se puede demostrar que
lim Elex] = .

N—oo
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Al tomar el limite de (20) cuando N tiende a infinito, el espectro de potencia p(f) se define
por

p(f) = Jim E[I(f)] =2 [%wivk cos<2wfk>] <<y (21)
k=1
Observamos que de
b)) < 2[muzimwcos(zwfmr] (22)
k=1
< 2(|%|+2§:m|)
k=1

una condicion suficiente para que el espectro converja es que 7 amortigua con suficiente

rapidez para que la serie (22) converja. Dado que el espectro de potencia es la transfor-

mada de Fourier coseno de la funcién de autocovarianza, el conocimiento de la funcién de

autocovarianza es matematicamente equivalente al conocimiento del espectro, y viceversa.
Sobre la integraciéon de (21) entre los limites 0 y 1/2, la varianza del proceso z; es

w0 =o0t= [ p(f)df (23)

Por tanto, en la misma forma que el periodograma I( f) muestra como la varianza (17) de una
serie, que consiste en mezclas de senos y cosenos, se distribuye entre las diversas frecuencias
armoénicas distintas, el espectro p(f) muestra cémo se distribuye la varianza de un proceso
estocéstico entre un rango continuo de frecuencias.

Funcién de densidad espectral. A veces es més conveniente basar la definicion (21) del
espectro en las autocorrelaciones py en lugar de las autocovarianzas 7. La funcién resultante

D) :2[1+2ipkcos(27rfk) ogfgé
k=1

9(f) ==~

2
0%

se llama la funcién de densidad espectral. Usando de (23), se ve que la funcién de densidad
espectral tiene la propiedad

1/2
[atpar=1.
0

Puesto que g(f) también es positiva, tiene mismas propiedades que una funcién ordinaria de

densidad de probabilidad.

Estimacion del espectro. Uno esperaria que una estimacién del espectro se obtuvo a
partir de (21), mediante la sustitucion de las autocovarianzas tedricas 7y con sus estimaciones
¢ Debido a (19), esto corresponde a tomar el espectro de la muestra como una estimacién de
p(f). Sin embargo, puede demostrarse que el espectro de la muestra de una serie de tiempo
estacionaria fluctia violentamente sobre el espectro tedrico. Una explicacién intuitiva de este
hecho es que el espectro de la muestra corresponde a la utilizacion de un intervalo, en el
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dominio de la frecuencia, cuya anchura es demasiado pequeno. Esto es analogo al uso de un
intervalo demasiado pequeno para el histograma al estimar una distribucion de probabilidad
normal. Mediante el uso de una estimaciéon modificada o alisada

N-1

P(f)=2]co+2 ) Mckcos(2mfk)|,

k=1

donde los pesos \; estan convenientemente elegidos, es posible aumentar el ancho de banda
de la estimacién y para obtener una estimacion més suave del espectro. Como una forma
alternativa de calculo, también se puede obtener una estimacién del espectro mas suave
que el espectro de la muestra I(f) mediante la formaciéon de un promedio ponderado de un
nimero de valores /( f;1;) del periodograma en una vecindad pequefia de frecuencias alrededor
de una frecuencia dada f;. Especificamente, un estimador de un periodograma suavizado de
p(fi;) toma la forma
m .
B = > WM (fi+ %)
j=—m

donde 7L, W(f;) = 1, la funcién de ponderacién simétrica W (f;) se conoce como la
ventana espectral, y m se elige para que sea mucho menor que N/2.
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2.2. Aplicaciones a series de tiempo estdcasicas

Sea (X )ger un proceso aleatorio de tiempo discreto. Generalmente tomamos I = Z. Esta-
mos interesados en representaciones vectoriales del proceso, asi definimos el vector columna
X" = (Xo,...,X,-1)", la media estd dada por m" = E[X"], usualmente asumimos que

n
es cero por conveniencia. La matriz de covarianza, de tamano n X n, R, = [rj,k} _ esta
‘77 =
definida por

R, =E[(X" —m™")(X" —m")"].

La matriz de covarianza es Hermitiana ya que

R, = E[(X" —m")(X" —m")"]" = E[(X" —m")(X" —m")"].
Tomando m = 0 se obtiene la matriz de autocorrelacion.
Si la matriz R, es de Toeplitz para cada n, digamos R,, = T,(f), entonces 7 ; = rx_; y

o0 .
el proceso se dice ser débilmente estacionario. En este caso f(A\) = Y rpe?™ es la densidad
k=—00

espectral de potencia del proceso. Si la matriz R,, no es de Toeplitz pero es asintoticamente
de Toeplitz, i.e., R, ~ T,(f), entonces decimos que el proceso es asintéticamente débilmente
estacionario y f(\) es la densidad espectral de potencia.

Procedemos a estudiar el comportamiento de dos modelos aleatorios comunes de procesos
aleatorios. Por simplicidad supondremos que el proceso tiene media cero.

Procesos de media mévil

Consideramos un proceso aleatorio (U,)% . Si existe un proceso aleatorio (W})32, inde-
pendientes e idénticamente distribuidas (iid), con media cero y con varianza o ((W},)%, es
un proceso de “ruido blanco” de tiempo discreto), tal que U,, se puede escribir como

> bW o= 3 by Wi, n=0,1,2,.. .
U, = {kzok ’ kz::O R (24)

0, n <0,

entonces (Uy,)2, se llama proceso de media mavil.

Sin perdida de generalidad suponemos que by = 1 pues de lo contrario podemos incorporar
by en o2. Se podria ser mas general al permitir que el filtro by, no sea causal y por lo tanto
actie en el futuro de las Wj,. También se podria permitir que las W}, y las U se extiendan
en el pasado infinito en lugar de ser inicializado.

Esto daria lugar a

Up= Y. bWy = > bW (25)
k=—o00 k=—0oc0

Nos limitaremos a los filtros causales por sencillez y mantendremos las condiciones iniciales
ya que estamos interesados en el comportamiento del limite.
Puesto que estudiaremos el comportamiento estadistico de U,, cuando n es arbitrariamente

grande, suponemos que Y. |bg| < 0o para asegurar que (24) converge.
k=0
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La ecuacién (24) puede reescribirse como una ecuacién matricial mediante la definicion
de matriz de Toeplitz triangular inferior

1 0 0
by 1
Bn = b.2 bl
by
(2SS by by 1]
asi que
Uu" = B,W".

Si el filtro b, no es causal, entonces B,, no sera triangular.
Puesto que la matriz de covarianza de W}, es simplemente o%1,, donde I, es la matriz
identidad de tamano n X n, tenemos que la covarianza de U, es

Ry = E[U™(U")] = E[B,W"(W")*B;]

= 0’B, B
2 mln(kn]) n—1
= |0 bk—lb%_l} .
{ ; I k=0

La matriz R,(Jn ) = [Tk,j]zgio no es Toeplitz. Por ejemplo, la entrada superior izquierda es 1 y la

segunda entrada de la diagonal es 1+b,b]. Sin embargo, como demostraremos a continuacion,
la sucesion Rgl )| se convierte en asintética Toeplitz cuando n — oc.
Si definimos

b(A) =" bpe™ (26)
k=0
entonces
asi que
R = 0T, (b)T,, (b)". (28)

Teorema 8. Sea U, un proceso de media movil con matriz de covarianza Ry, (n) dado por
(27)-(28). Sean ppy los valores propios de R,(]"). Entonces

R ~ o®T,([b?) = T, (0?[b]?), (29)

asi que U, es asintdticamente estacionario. Si m = essinf o2|b(\)]? y M = esssup o?|b(\)|?

y F' es cualquier funcion continua sobre [n, M|, entonces

1 n—1 27

lim S Flpue) = 5 [ F(bO)P) (30)

Si a?[b(\)]? > m > 0, entonces

R~ 07T, (1) 1b)2).
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Demostracion. Puesto que R(U" ) es Hermitiana, el resultado se sigue de los teoremas 4, 6 y
2. O

Si el proceso U,, se hubiese iniciado con su distribucién estacionaria entonces habriamos
tenido exactamente
Ry = *T,(1b*).
Notemos que la densidad espectral del proceso de media mévil es o?|[b(\)]? v que las
sumas de funciones de valores propios tienden a una integral de una funciéon de la densidad
espectral. En efecto la densidad espectral determina la funcién de densidad asintética para

los valores propios de R\ y 02T, (|b[?).
Procesos autorregresivos

Sea W), como se definio anteriormente, un proceso autorregresivo se define por

S Xp w+ W, n=0,1,2,...
X, = { & Ok Rnh (31)

0 n <0
Los procesos autorregresivos incluyen procesos no estacionarios, como el proceso de Wie-

ner. La ecuacion (31) puede ser reescrita como una ecuacién vectorial mediante la definicién
de matriz triangular inferior

1 0 0
aq 1
A, = “
| An—1 e ay ]__
asi que A, X" = W". Puesto que
R = A, RP A (32)
w — “inttX n

y det(A,) =1# 0, A, es no singular. Por tanto

RY = g2A AT (33)
(6]
(R = 072454, (34)

-1
Equivalentemente, si (Rg?)) = {tx,,} entonces

min(k,j)
E— * .
tk,j - Z Ay Am—j
m=0
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A diferencia del proceso de media mévil, tenemos que la matriz de covarianza inversa es el
producto de matrices Toeplitz inferiores. Definiendo

A)=> ae™ (35)
k=0
tenemos que
(RY) ™ = 0 T() Tua) (36)

-1
Observe que (Rg?)) es Hermitiana.

Teorema 9. Sea X,, un proceso autorregresivo, con {ay} absolutamente convergente y matriz
de covarianza Rg?) con valores propios py . Entonces

(RY) ™ ~ 0 7*T,(|a])? (37)

Sim = essinf o 2|a(N\)|> y M = esssupo2|a()\)|?, entonces para cualquier funcion F(z),
sobre [m, M| tenemos

1 n—1
lim —S° F / o?[a(A)?)dA
Jim =3 (pm) la(X : (38)

k=0

- o\t o 2
donde 1/p, k. son los valores propios de (Ry’) . Si|a(A)|* > m > 0, entonces

(RY) ~ o*T(1/af?). (39)
asi que el proceso es asintoticamente estacionario.

Demostracion. Demostracion. 7. OJ

Note que si |a(\)[* > 0, entonces 1/|a(\)|? es la densidad espectral de X,,. Si |a()\)|? tiene
un cero, entonces R;”) tal vez no sea asintéticamente Toeplitz y por lo tanto X, no puede
ser asintéticamente estacionario (puesto que 1/|a(\)|?) no puede ser integrable). Por lo que,
estrictamente hablando X}, no tendra una densidad espectral. A menudo es conveniente, sin
embargo, para definir 02/|a()\)|? como la densidad espectral y que es ttil para estudiar el
valor propio de la distribucién de R,. Se puede relacionar 2/|a(\)|? con los valores propios
de R también en este caso mediante el teorema (6(d)).

Corolario 1. Dadas las suposiciones del Teorema, entonces para cualquier 6 finito y cualquier
funcion F(z) continua sobre [1/m, 0]

1l 1 , 1
nh—>Holoﬁ Z F(mln(pnk,e)) = 27TO/F<mln (W,9)>d)\ (40)
Demostracion. Teoremas 9 y 5. [
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Si consideramos dos modelos de un proceso aleatorio, que son asintéticamente equivalen-
tes, si sus covarianzas son asintéticamente eqivalentes, entonces de los teoremas 8 y 9 tenemos
el siguiente corolario.

Corolario 2. Dadas las suposiciones de los teoremas 8 y 9, consideremos el proceso de media
movil definido por:
ur =T, (b)Wwn,

y el proceso autorregresivo definido por:
To(a) X" =W™.
Entonces los procesos U, y X,, son asintoticamente equivalentes si

a(\) = b<1)

Demostracion. Se sigue de los teoremas 6 y 7'y

RY = 6°T,(a) ' T; Y a)* ~ 0*T,(1/a)T,(1/a)* ~ 0T, (1/a)*T,(1/a) (41)
Comparando (41) con 28 completamos la demostracion. ]

Los métodos anteriores también pueden ser facilmente aplicados para estudiar modelos
lineales autorregresivos-media mévil mixtos.

Factorizacion de matrices de Toeplitz Hermitianas

Considere el problema del comportamiento asintotico de los factores triangulares de una
sucesién de matrices de autocovarianza Hermitianas 7,,(f) en la clase de Wiener. Es bien
sabido que cualquiera de tales matrices puede ser factorizada en el producto de una matriz
triangular inferior y su transpuesta conjugada, en particular

To(f) = {tet = BuB,, (42)

donde B,, es una matriz triangular inferior con entradas

by = {det(T},) det(Ty—1)}~/2~(j, k), (43)
donde 7(j, k) es el determinante de la matriz T}, con la columna de la derecha sustituida por
(tjosti1,---,tik—1)". Note en particular que los elementos de la diagonal estan dados por

biop = {det(Ty) det(Tp—1)}*. (44)

La ecuacién (43) es el resultado de una eliminacion Gaussiana o un proceso de Gram-Schmidt.
La factorizacién de T, permite la construcciéon de un modelo lineal de un proceso aleatorio
y es ttil en la identificacion del sistema y otros procedimientos recursivos. Nuestra pregunta
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es como se comporta B, cuando n es grande, en concreto ;Es B, asintéticamente Toeplitz?
Suponga que f(A) tiene la forma

F) =a* NI,

b*(A) =b(=A), BN =D be™ by =1.
k=0

La descomposicién de una funciéon no negativa en un producto de esta forma se conoce
como factorizacion de Wiener-Hopf. Ya hemos construido funciones de esta forma cuando
se consideran los modelos de media maévil y autorregresion. En un resultado clésico una
condicién necesaria y suficiente para que In f tenga tal factorizacién es que f tenga integral
finita. De (42) y el Teorema 6 tenemos

B,B; =T,(f) ~ T,(cb)T,(cb)* (45)
Deseamos demostrar que (45) implica que
B, ~ T,(ob) (46)

Demostracion. Puesto que det T, (cb) = o™ # 0, T,,(ob) es invertible. Asimismo, puesto que
det B,, = [det T},( f)]"/? tenemos del Teorema 6(a) que det T},(f) # 0, asi que B,, es invertible.
Luego del teorema 5 y (45) tenemos

T,'B, =B, 'T,] ' ~T;B; " = [ByT]* (47)

Dado que B,, y T}, ambas son matrices triangulares inferiores, también lo es B, y por lo tanto
B, T, v [B;'T,])~*. Asf (47) establece que una matriz triangular inferior es asintéticamente
equivalente a una matriz triangular superior. Esto s6lo es posible si ambas matrices son

asintéticamente aquivalentes a una matriz diagonal, digamos G, = {g,(jk)é'“’j}. Ademas a
partir de (47) tenemos G,, ~ G*71

{194.67)%0k} ~ I, (48)

Puesto que T},(ob) es triangular inferior con elemento en la diagonal principal o, T;,(cb) ™! es
triangular inferior, con todos los elementos de la diagonal principal iguales a 1/0 a pesar de
que la matriz T, (cb) ™! no es Toeplitz. Asi g,(cn,z = bé",g Jo. Puesto que T,,(f) es Hermitiana,
bix es real, de modo que al tomar la traza en (48) se obtiene

n—1
lim 022 Y (b,ﬁ”,i)Z —1 (49)
n—oo n prt ’

De (44) y 3, y el hecho de que T),(cb) es triangular tenemos que

n—oo n—o0

lim a‘ligb,(j:‘,z = o ! lim {(det T,,(f))/(det To-1 ()}
k=0

= o' lim {det T,(f)}"*"0~" lim {det T;,(0b)}'/"

n— oo
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Combinando 49 y (50) tenemos

lim |B;'T, — I| = 0 (51)
n—oo
Aplicando el teorema 1 tenemos (46). O

Dado que los tnicos requisitos reales para la prueba fueron la existencia de la factoriza-
cién de Wiener-Hopf y el comportamineto del limite del determinante, este resultado puede
extenderse facilmente para el caso mas general en que In f(\) es integrable.
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2.3. Formas bilineales en variables aleatorias gaussianas y matrices

Toeplitz
Se estudia el comportamiento asintotico de las formas bilineales
B, =} ai;jXiX;=3 > ai;X;X;, (52)
ij=1 i=1j=1

donde (X;)$2, es una sucesién estacionaria gaussiana con media cero.
La covarianza de la sucesion X, es

rn = E(XoX,) (53)
El hecho clave sobre B,, es que sus cumulantes son:
cumg(B,) = 2871 (k — 1)!'tr(A, Ry,

donde A, (i,j) = a;—;, R,(i,j) = ri—j, 1,7 =1,...,n, son matrices Toeplitz n X n. a,_; son los
coeficientes de la forma bilineal B,, y r;_; son las covarianzas de la sucesién X,,. Para estudiar
B, se debe investigar el comportamiento asintético de la traza de productos de matrices de

Toeplitz.
1

Sean f,gy) = /e%ikxf(”) (x)dx, v = 1,..., s las sucesiones de los coeficientes de Fourier

0
de s funciones con valores complejos f*)(z), v = 1,...,s, y sean T,(f¥), v = 1,...,s las

correspondientes matrices de Toeplitz n x n, i.e.:

T.(f“) (0, 5) = ) para i,j=1,...,n.

Sea .7, la cerradura de los polinomios trigonométricos en el espacio L,[0, 1], para 1 < p <
00.

Teorema 10. Supongamos que f%)(z) € %, con1<p,<oo, parav=1,...,s,

a) Si Ej:l(pl,)*l <1 entonces

A s T P

Vv
e
=
N
Q
3
~
S
3
=)
)
VA

b) Sia>1, y«

1 S
lim — t n(wv =0 55
dim gt (H f (55)
Nota. La férmula 54 se obtuvo bajo la suposicién de que ) (x) estéd acotada.
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Definicién. Los valores singulares de la matriz A son valores propios de la matriz (AA*)"/2,
donde A* denota la adjunta de A.

Corolario. Sea f € L,(0,1) sea
M = sup |f(z)

y sea F' una funcién continua, F' : [0, M] — R. Entonces

li, + > Flsy) = [ F(7@) do.

n—00
n j=1

donde s;,, son los valores singulares de T,,(f).

La demostracién se sigue del Teorema 10 a, tomando f*~' = f, f> = f.

Teorema 11. Sean ay y 11, en (52) y (53) los coeficientes de Fourier reales, de funciones pares
a(z) yr(z), y supongamos a(x) € L, 1(x) € Ly, 1 S p1,pa S 00 y (p1) 4+ (po)t £ 270
Entonces,

45 N(0,0?), (56)

donde

o? = /1a2(:p)r2(m)dm.

Para demostrar este teorema se utiliza el método de cumulantes:

(Bn — EB,
cump| ———
Vn

0 para k=1
— |2 Jy a?(z)r?(x)dx  para k =2 por el Teorema la
0 para k = 3 por el Teorema 1b.

= | 2tr(A.R,)?/n para k = 2

) 0 para k =1
k1(k — 1)1 Wl papa k2 3

Cuando a(x), r(x) son continuas, la transformada de Legendre del tipo de desviaciones
grandes B, /n también se pueden obtener de forma explicita.

Para la demostracién del teorema 10 se necesitan algunas definiciones y propiedades.

Definicién. Sea s; que denota los valores singulares de una matriz A. Para 1 < p < oo,
la norma p-Schatten de A se define como:

1
| [l iy
7| maxs; para p = 0o
j

Algunas propiedades necesarias de las normas Schatten son:
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L | AB L= Aljpll B llg, donde ; + ;=1
2. [trA| Sl Al
3. | A 3= [tr(AAT)] = X, [ A

4. || A llee= ”rﬂaxl | Av || donde || v ||2 es la norma Iy de v.
v|lo=

La demostracion del teorema 10 se basa en la siguiente desigualdad para las normas
Schatten de matrices de Toeplitz:

Lema 1. Para 1 < p < oo, || T,(f)llp = nl/p||f||p.

Demostracion. Para establecer la desigualdad es suficiente demostrar los casos p = 1y
p = oo. Para el caso p = 0o, se considera un operador T'(f) : Ly — Ly tal que T(f)(g9) = fg
y por lo tanto

HETC) =0T M=0F lloos
entonces

1T (F) ool BT CH) P (I TCE) =S Moo -

Caso p = 1. Aqui se descompone f € L; como f = gh, de tal forma que || f |1=] g |2l
hllay T(f)=T(g)-T(h). Obteniendo asi

I () =l PT(g)T(R) P (L= PaT(9) [lafl T(R) P |2
=02 gle 0 I hfe=n| fli O

Demostracién del Teorema 10

a) Se usa induccién sobre m (el nimero de f*) en (54) que no son polinomios). Para m = 0 es
suficiente comprobar el caso f*) = > »* Supongamos que se tiene (54) cuando tenemos
a lo mas m no-polinomios. Consideremos un conjunto de f*)(z) que tiene a lo mas m + 1
no-polinomios, sin pérdida de generalidad supongamos que f)(z) es un no-polinomio.
F(2) denota la k-ésima suma de Fejer de fM(z) y fOk(z) = fD(z) — £ (2) sea el
k-ésimo resto.

Entonces

S 1 S
Jim [Tn( )T (f“)] = [ £ 1) (57)
0 v=2

por la hip6tesis de induccién. Para mostrar entonces que (54) se mantiene con un maximo
de m + 1 no-polinomios sélo queda senalar que:

tr [Tn(f(l)’k) ﬁ T, UM)H < lim Hl
V=2

— k—oon—oon,

1
lim lim —
k—o0 n—oon,

T, (f0) 11 7, ()
v=2

1

(Zw)

—n
= — O
k—o00 n—00 n

e
v=2

=0.
Py
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S
1%

b) Se supone que 3°_;(p,)~' > 1. (De otra forma el resultado se sigue de a).

La prueba es similar al inciso a). Si todas las f*) son polinomios, el limite es 0 pues o > 1.
Asumimos, sin pérdida de generalidad, que f (1)(35) no es un polinomio, sustituir f&) por
fOk 4 f,ﬁ” y dividir (55) en dos partes.

El limite doble en k y n de la segunda parte es 0 por la hipdtesis de induccion; para la

primera parte, sea = 3 (p,)~! y observe que
v=1

— tr {Tn<f(1)’k) ﬁ Tn(f(”))H < ia Tn(f(1)7k> ﬁ Tn(f(l/))
" v=2 " Op v=2 Op,
(xe0) S S
n v v 7 y
< —— A, T, = O, ILl, mz 0 O
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2.4. Anailisis de componentes principales

El andlisis de componentes principales (ACP) es un método simple no paramétrico que
sirve para la extraccion de informacion relevante de conjuntos de datos. El objetivo del analisis
de componentes principales es identificar la base mas significativa para volver a expresar un
conjunto de datos. La esperanza es que esta nueva base filtrara el ruido y revelara la estructura
oculta.

Tratamos a cada muestra de tiempo como una muestra individual en nuestro conjunto
de datos. Cada X de la muestra es un vector m-~dimensional, donde m es el nimero de tipos
de medicién. Es decir, cada muestra es un vector que se encuentra en un espacio vectorial
m-dimensional generado por una base ortonormal. Los vectores son una combinacion lineal
de este conjunto base de vectores unitarios.

Dado que se esta considerando un espacio m-dimensional hay que tener en cuenta la
matriz de identidad m x m

b, 1 0 . 0
b, 01 . 0

B = . - . )
b, 0 0 1

donde cada fila b; es un vector de la base ortonormal con m componetes. Podemos considerar
esta base como el punto de partida eficaz. Todos nuestros datos se registran en esta base y
por lo tanto facilmente pueden ser expresados como una combinacién lineal de {b;}.

Ahora podemos establecer con mayor precision lo que ACP se pregunta:;Hay alguna
otra base, que sea una combinacion lineal de la base original, que mejor re-exprese nuestro
conjunto de datos?

El ACP hace una suposicion estricta pero de gran alcance: la linealidad.

Sea X una matriz m X n que representa el conjunto de datos original, donde cada columna
es una sola muestra (o momento en el tiempo) de nuestro conjunto de datos (es decir, X).
Sea Y otra matriz m x n relacionada con una transformacién lineal P. Y es una nueva
representacion de ese conjunto de datos.

PX =Y. (58)

Definimos las siguientes cantidades, p, son las filas de P, x; son las columnas de X (o X
individual), y, son las columnas de Y.

Podemos pensar que las filas de P, {p,,...,p,,}, es un conjunto nuevo de vectores base
para expresar las columnas de X. Esta interpretacién puede verse escribiendo los productos
punto explicitos de PX.

P:
PX =] : [xl Xn},
P
P X1 ... P1Xy
Y —
P, X1 --. Pp-Xn
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Podemos notar la forma de cada columna de Y

y: = [P 'Xz‘"'Pm‘Xi]T-
Cada coeficiente de y; es un producto punto de x; con la fila correspondiente de P. Es decir,
el coeficiente j-ésimo de y; es una proyeccion sobre la j-ésima fila de P. Esto es, de hecho, la
propia forma de una ecuaciéon donde y, es una proyeccién en la base de {py,...,p,,} Por lo
tanto, las filas de P son un nuevo conjunto de vectores base para representar de las columnas
de X.

Al asumir la linealidad, el problema se reduce a encontrar el cambio adecuado de la base.
Los vectores fila {py,...,p,,} en esta transformacién se convertiran en las componentes
principales de X.

,Cual es la mejor manera de expresar los datos? Lo que acontinuacion se expone nos dara
una respuesta intuitiva a esta pregunta.

Ruido y Rotacién. La medicion del ruido en cualquier conjunto de datos debe ser baja
o de lo contrario, no importa la técnica de analisis, no hay informacién que se pueda extraer
acerca de una sefial. No existe ninguna escala absoluta de ruido, pero en lugar de ruido
todo se cuantifica en relacion con la intensidad de la senal. Una medida comin es la razon

senal-ruido (RSR), o una razén de varianzas 0.

2
RSR — O sefial ]

2
O ruido

Una alta RSR(> 1) indica una medicién de alta precisién, mientras que una RSR baja
indica datos con mucho ruido. La dinamica de interés existe a lo largo de las direcciones con
mayor varianza y la mds alta, presumiblemente RS R. Maximizar la varianza (y por supuesto
RSR) corresponde a la bisqueda de la rotacién apropiada de la base {by,...,b,,}.

Matriz de Covarianza. Consideremos dos conjuntos de mediciones con media cero

A:{al,...,an}, B:{bl,...7bn}7

donde el subindice n denota el tamano de la muestra. La varianza de A y B se define
individualmente como,
1 1
2 2 2 2
JA——Zai, GB——ZbZ-.
n < n <
2 1
La covarianza entre A y B es una generalizacion sencilla:
. 9 1
covarianza de Ay B = o5 =—Y_ ab;.
n —
(2

La covarianza mide el grado de la relacion lineal entre dos variables. Un valor positivo grande
indica que los datos estan correlacionados positivamente. Del mismo modo, un valor negativo
grande indica que los datos estan correlacionados negativamente. La magnitud absoluta de
la covarianza mide el grado de redundancia.

Algunos datos adicionales acerca de la covarianza:
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= o,p es cero siy sélo si Ay B no estan correlacionadas.

» 04p =045 A= B.

Podemos convertir a A y a B en vectores fila, a = [a; as ... a,) y b= [by by ... by,
para expresar la covarianza como un producto punto

o = gabT (59)

Por 1ltimo, podemos generalizar a partir de dos vectores a un niimero arbitrario. Cambiamos
el nombre de los vectores fila a y b, por x; y Xo, respectivamente, y consideramos otros

vectores fila indexados X3, ..., X,,. Definimos una nueva matriz X de tamano m x n:
X1
X =
Xm

Una interpretacién de X es la siguiente: Cada fila de X corresponde a todas las mediciones
de un tipo particular. Cada columna de X corresponde a un conjunto de mediciones de un
ensayo en particular. Llegamos a una definicién de la matriz de covarianza Cx.

1
Cx = - XX'.
n

En Cx el ij-ésimo elemento de Cx es el producto punto entre el vector del ¢-ésimo tipo de

medicion con el vector del j-ésimo tipo de mediciéon. Podemos resumir varias propiedades de
CX:

s Cx es una matriz cuadrada simétrica de tamafio m X m.
= Los términos de la diagonal de Cx son la varianza de los tipos de mediciéon particulares.
= Los términos fuera de la diagonal de Cx son la covarianza entre los tipos de medicion.

Cx captura la covarianza entre todos los posibles pares de mediciones. Los valores de
covarianza reflejan el ruido y la redundancia en nuestras mediciones.

= En los términos diagonales, por supuesto, los valores grandes corresponden a la estruc-
tura interesante.

= Los términos fuera de la diagonal con grandes magnitudes corresponden a alta redun-
dancia.

Imaginemos que tenemos la opcién de manipular Cx. Sugestivamente definiremos nuestra
matriz de covarianza manipulada Cvy. Esto podria ser realizado por un simple algoritmo:

1. Seleccionamos una direccién normalizada en el espacio m-dimensional a lo largo del cual
se maximiza la varianza de X. Guardamos este vector como p;.
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2. Buscamos otra direcciéon a lo largo de la cual se maximiza la varianza, sin embargo,
debido a la condicion ortonormalidad, restringimos la busqueda de todas las direcciones
ortogonales a todas las direcciones seleccionadas anteriores. Guardar este vector como p;.

3. Repetimos este procedimiento hasta que m-vectores sean seleccionados.

El conjunto ordenado de las p’s que resulta, son las componentes principales. En principio,
este simple algoritmo funciona, sin embargo, la verdadera razén es por que la suposicion de
ortonormalidad es acertada. El verdadero beneficio de este supuesto es que existe una soluciéon
eficiente, analitica a este problema.

Tenga en cuenta lo que hemos ganado con la condicién de rango ordenado por la va-
rianza. Tenemos un método para valorar la importancia de la direcciéon principal. Es decir,
las varianzas asociadas a cada direccion p; cuantifican cada direccion principal por el rango
ordenado de cada vector p; de la base de acuerdo con las variaciones correspondientes.

Hemos discutido todos los aspectos de la derivacién del AC'P lo que queda son las solu-
ciones de algebra lineal. La primera solucién es un tanto sencilla, mientras que la segunda
solucion implica la comprensién de una descomposicién algebraica importante.

Soluciéon de AC P mediante descomposicion de vectores propios

Como antes, el conjunto de datos es una matriz X de tamano m X n, donde m es el
numero de tipos de medicién y n es el nimero de muestras. Comenzamos reescribiendo Cy
en términos de la variable desconocida:

1 1
Cy=-YY' = —(PX)(PX)'
n n
1 1
— _PXX'PT = P(—XXT)PT.
n n
= PCxP'.

Tenga en cuenta que hemos identificado la matriz de covarianza de X en la tltima linea.

Nuestro plan es reconocer que cualquier matriz simétrica A se puede diagonalizar median-
te una matriz ortogonal de sus vectores propios. Para una matriz simétrica A, A= EDE",
donde D es una matriz diagonal y E es una matriz de vectores propios de A dispuestos en
forma de columnas.

Ahora viene el truco. Seleccionamos la matriz P que es una matriz donde cada fila p;
es un vector propio de %XXT. En esta seleccién, P = E'. Entonces (P_1 = PT) se puede
terminar la evaluacion de Cvy.

'La matriz A puede tener r < m vectores propios ortonormales donde r es el rango de la matriz. Cuando
el rango de A es menor que m, A estd degenerada o todos los datos ocupan un subespacio de dimension
r < m. Manteniendo la restriccion de ortogonalidad, se puede remediar esta situacién mediante la seleccién
de (m —r) vectores adicionales ortonormales para “llenar” la matriz E. Estos vectores adicionales no afectan
a la solucién final, ya que las varianzas asociadas a estas direcciones son iguales a cero.
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Cy =PCxP" =P(EDE")P' =P(P'DP)P’
= (PPDPP") = (PP H)D((PP})
Cy=D

Es evidente que la eleccion de P diagonaliza Cy. Este es el objetivo de AC'P. Podemos
resumir los resultados del AC'P en las matrices P y Cy.

e Las componentes principales de X son los vectores propios de Cx = %XXT.

e El i-ésimo valor de la diagonal de Cy es la varianza de X a lo largo de p;.

Una soluciéon mas general usando DVS

Sea X una matriz arbitraria de tamafio n x m. Entonces X' X es una matriz cuadrada
simétrica de tamafio m X m. Denotemos su rango por r. Definimos las siguientes cantidades
de interés:

e {V1,Vs,...,V,.} es el conjunto ortonormal de vectores propios de tamafio m x 1 asociados
con los valores propios {A1, Ag, ..., A} de la matriz simétrica X'X.

(XTX)¥; = \iv;

0; = v/ A; son reales positivos y se llaman valores singulares.

{01, 0y,...,0,} es el conjunto de vectores de tamano n x 1 definidos por @; = fX\A/i.
k2

La definicion final incluye dos propiedades nuevas e inesperadas.

o 1 sii=j
u: - a; =
A 0 en otro caso

1X¥i]| = o

La version escalar de descomposicion de valor singular es sélo una reformulaciéon de la
tercera definicion

X\A/i = Uiﬁi. (60)

Este resultado dice bastante. X multiplicado por un vector propio de X'X es igual a
varias veces un escalar por otro vector. El conjunto de vectores propios {vy,Va,...,V,.}y
el conjunto de vectores {G;,0y,..., 0} son ambos conjuntos ortonormales o bases de un
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espacio r-dimensional.
Empezamos por la construccion de una nueva matriz diagonal >:

01
o~
Y= " 0 ,
L O_
donde o7 > 05 > --- > o7 son los valores singulares ordenados en el sentido descen-
diente. Del mismo modo que la construccion que acompana a las matrices ortogonales,
V = [Vi,V5,...,Vz] vy U = [43, 05, ..., 0], donde hemos anadido otros (m —r) y (n —1r)

vectores ortonormales para “llenar” las matrices de V y U, respectivamente (es decir, para
abordar las cuestiones de degeneracién)

XV = UY,

donde cada columna de V y U realiza la versién escalar de la descomposicion (Ecuacion
(60)). Debido a que V es ortogonal, podemos multiplicar ambos lados por V! =V' para
llegar a la forma final de la descomposicion:

X =UxV'". (61)

Esta descomposicién es bastante potente. La ecuacién (61) establece que cualquier matriz X
arbitraria puede convertirse en una matriz diagonal por medio de transformaciones ortogo-
nales.

Interpretacién de DVS. En la Ecuacién (61)

X =UxV',
U'X=XV",
U'X =7,
donde hemos definido Z = XV . Nétese que las columnas anteriores {iiy, g, ..., 0y} son
ahora filas en U'. Comparando esta ecuacién con la ecuacién (58), {fiy, g, ..., 0y} realiza
el mismo papel que {Py, g, ..., Dm}- Por lo tanto, U’ es un cambio de base de X a Z.

Al igual que antes, estabamos transformando vectores columna, de nuevo podemos inferir
que estamos transformando vectores columna. El hecho de que la base ortonormal U" (o
P) transformé vectores columna significa que U’ es una base que extiende las columnas de
X. Las bases que extienden las columnas se denominan espacio columna de X. El espacio
columna formaliza la nocién de cudles son las posibles “salidas” de cualquier matriz.
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Podemos definir una cantidad similar en el espacio de fila:
XV = 3¥U,
(XV)' =(2U)",
VX'=U'"s,
VX' =12,

donde hemos definido Z = UTX. De nuevo las filas de V' (0 las columnas de V) son una base
ortonormal para la transformaciéon de X' en Z. Debido a la transposicién sobre X resulta
que V es una base ortonormal que abarca el espacio fila de X. El espacio fila del mismo modo
formaliza la nocién de lo que son posiblemente las “entradas” en una matriz arbitraria.

DVS y ACP. Es evidente que ACP y DV S estan intimamente relacionados. Volvamos
a la matriz original de datos X de tamafio m x n. Podemos definir una nueva matriz Y como

una matriz de tamano n x m. 1

Y=—X',
n

donde cada columna de Y tiene media cero. La eleccion de Y se hace evidente por el andlisis
de Y'Y:
1 1o loos
Y'Y=(—2X"] [=X"])=-XXT =Cx.
(ﬁ ) (ﬁ ) n h
Por construccién Y'Y es igual a la matriz de covarianza de X. Sabemos que las componentes
principales de X son los vectores propios de Cx. Si calculamos la DVS de Y, las columnas
de la matriz 'V contienen los vectores propios de Y'Y = Cx. Por lo tanto, las columnas de
V son las principales componentes de X.
. Qué significa esto? V se extiende por el espacio fila de Y = ﬁXT. Por lo tanto, V

también deben extenderse a el espacio columna de ﬁX. Podemos concluir que encontrando
las cantidades de las componentes principales encontramos una base ortonormal que abarca
todo el espacio columna de X.

Discusién. El andlisis de componentes principales (ACP) tiene amplias aplicaciones, ya
que revela simples estructuras subyacentes en conjuntos de datos complejos con soluciones
analiticas de dlgebra lineal. La ventaja principal del ACP surge de la cuantificacion de la
importancia de cada dimension para describir la variabilidad de un conjunto de datos. En
particular, la medicién de la variacion a lo largo de cada componente principal proporciona
un medio para comparar la importancia relativa de cada dimension. Una esperanza impli-
cita detras de emplear este método es que la variaciéon a lo largo de un pequeno ntimero
de componentes principales (es decir, menor que el nimero de tipos de medicién) propor-
ciona una caracterizacion razonable del conjunto completo de datos. Esta declaracion es la
intuicion exacta detras de cualquier método de reduccion dimensional, un amplio campo de
investigacion activa.
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2.5. Meétodos espectrales para analisis de componentes principales
de los eventos relacionados con los potenciales cerebrales

El método de Analisis de Componentes Principales (ACP) ha sido ampliamente utilizado
para el andlisis de eventos relacionados con los potenciales eléctricos del cerebro (ERPs).
ERPs consisten en cambios caracteristicos en el voltaje a través del tiempo con respecto a un
estimulo especifico. En la investigacion de ERP, se considera que el ERP es una senal deter-
minista, mientras que el proceso de la actividad espontdnea de EEG (electroencefalografia)
se considera que es un proceso estocastico. Nos atenemos a la designacion de este proceso
estocastico como el ruido. El término ruido se utiliza para enfatizar la desviacién de la senal
determinista ERP.

Uno de los objetivos del ACP es la descomposicion de la forma compleja de la onda ERP
en un numero relativamente reducido, y por lo tanto mas manejable de “componentes”.

Uno de los objetivos de este articulo es analizar las dificultades inherentes a la utilizacion
de ACP, como una técnica analitica en estudios de multiples grupos. Otro objetivo es demos-
trar la utilidad del analisis espectral y su equivalencia con el ACP cuando la senal incrustada
en el modelo de ruido estacionario (SSN) se utiliza.

Analisis de compontentes principales

Sea x(t) = pu(t) + n(t) un proceso estocastico en el intervalo [0,7] con E(X(t)) = u(t),
E denota la esperanza matematica. El término 7(¢) se considera un proceso de ruido tal
que E(n(t)) = 0. Soélo el caso para tiempo discreto t = tq,...,t, serd discutido. El proceso
estocdstico es un vector n-dimensional x = (x(t,),...,z(t,))" donde T denota la transpuesta
del vector. La matriz de covarianza es ¥ = E((z — p)(z — p) "), sus valores y vectores propios
son {(\;, ®;);7 = 1,..n}. El proceso aleatorio n(t) = x(t) — u(t) se puede expresar como la
expansion

n
Z ai@”h
=1

donde las componentes principales estan dadas por a; = n'®;. Notemos que {®; : i =
1,...,n} son deterministicas mientras que las a; son variables aleatorias con E(a;) = 0. El
proceso 7 puede aproximarse mediante la expansion
k
n= Z a’i¢ia

=1

y el error cuadratico medio sera

i=k+1
Puesto que
n k n
p=> ()0 = (W 0)Pi+ > (n D;)P;,
i=1 i=1 i=k+1
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se ve que mediante la utilizacion de sélo las primeras k componentes principales, p se puede

aproximar con un error de é}:: (u"®;)®; (i.e., se obtiene la proyeccién del vector p sobre
i=k+1

el subespacio generado por los primeros k vectores propios). De las propiedades de vectores
propios, y definiendo el vector aleatorio F' = (fi,..., f,), donde F = A~2q = A=1/20Ty
con las propiedades E(FFT) = 1 y E(F) = 0, la expresién ¥ = ®A®" puede escribirse
como ¥ = E(®AY2F)(®AYV2F)T = E(nn"). Los valores de F se denominan puntuaciones
factoriales. n puede ser expresado como ®AY2F y la matriz ®A'/? se conoce como la matriz
de factor de carga. Bajo una rotacion en la matriz de factor de carga se obtiene como resultado
puntuaciones factoriales para factores de rotacién. El error cuadratico medio y el error de la
senal siguen siendo los mismos bajo rotaciones ortogonales.

Es habitual en la investigaciéon de ERP limitar el analisis a los vectores propios con valor
propio mas grande que corresponde a un valor elegido. Mientras que este procedimiento tendra
como resultado un error cuadratico medio aceptable para el ruido, no necesariamente resultara
un error aceptable para la sefial. Si deseamos estudiar K grupos en términos de componentes
principales comunes, entonces se requiere que ¥y = ... = X = X, de modo que un conjunto
de n componentes principales comunes se puedan obtener. Pero si suponemos que ¥, = ... =
Yk = Y, entonces es posible obtener un tnico conjunto de valores y vectores propios para
todos los conductores. Sin embargo, esto requiere la suposicion de que los procesos de ruido
para cada conductor son el mismo. En consecuencia, el ACP no proporciona una metodologia
que practicamente pueda manejar multiples electrodos con procesos de ruido diferentes.

Propiedades estadisticas de ACP

Ya se ha hablado del modelo de probabilidad de un proceso estocastico n. Dado que, en
general, los parametros de poblacion no se conocen, los estimadores estadisticos se deben
determinar. Para el problema de la poblacién solo los parametros p, (N, ®;),7 = 1,...,n,
deben estimarse a partir de observar una muestra de N vectores xy,...,xy. Si a partir de la
observacién de los vectores z; (j = 1,..., N) se obtiene una distribucién normal multivariante
entonces los estimadores de maxima verosimilitud son

X 1 N ) T s
= szl% Y o) > (= i)z —p)' =

J=1

Los estimadores {(\;, ®;),7 = 1, ...,n} se obtienen de 3.

Debido a la gran cantidad de puntos en el tiempo y el pequeno niimero de sujetos en el
tipico estudio de ERP, la proporcién de N/n no suele ser lo suficientemente grande como
para obtener estimaciones estables de la matriz de factor de carga. Esto implica que la inter-
pretacion de las componentes no sea muy fiable. Debido al tamano limitado de la muestra, un
subconjunto de los vectores propios es todo lo que es estimable resultando en el mejor de los
casos, un subespacio S generado por este subconjunto de vectores propios. Por consiguiente,
sOlo la proyeccion de la senal en S puede ser estudiada. Ya que no se ha asumido una relacion
entre ¢ y 7, no hay ninguna razén particular para suponer que y se encuentran en S.

En el problema de K-grupos podemos estimar los pardmetros para cada grupo de una
manera similar a la anterior. Si los vectores observados {z;;: i =1,...,K; j=1,...,N;}
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se obtienen a partir de K distribuciones normales multivariadas entonces los estimadores de
maxima verosimilitud habituales son

N;
f) _(1/NZ)Zx”, izl,...,K,

K N;
= (1/(Ni+ .o+ N = K)) Y3 (i — 1) (wij — fii) -
i=1 j=1
Los estimadores {5\1, dpl=1,... ,n} se obtienen de 3.

Otro aspecto de la descomposicion de la sefial con ACP se debe discutir. Si se supone que
una senal en particular consiste en la suma de ondas, entonces el ACP no necesariamente
proporciona estimaciones de las ondas componentes. Los vectores propios se derivan de la
matriz de covarianza de ruido, y no hemos asumido ninguna relaciéon entre la senal y ruido.
Una de las razones para la utilizacion de metodologia de ACP en los estudios de ERP es la
obtencién de las variables ortogonales en lugar de que las variables correlacionadas de modo
que la inferencia estadistica més fiable puede obtenerse a partir de los vectores multivariados
de grandes dimensiones. Sin embargo, debido a los pequenos tamanos de muestra que se
encuentran normalmente, no es posible el uso de todos los vectores propios. Con el fin de
resolver el problema de forma fiable, la estimacion del gran niimero de parametros, existe otro
método que consiste en restringir la clase de los procesos de ruido a aquellos con matrices
de covarianza especialmente estructuradas que contienen menor nimero de parametros. Un
modelo de matriz de covarianza de uso comun es la matriz de Toeplitz que surge al considerar
la serie de tiempo estacionaria. Acontinuaciéon se muestra como el analisis de componentes
principales de las matrices de Toeplitz se relaciona con el anélisis espectral de series de tiempo
estacionarias.

Analisis espectral

Consideremos x;;(t) = p;(t) +n;(t) series de tiempo multivariadas de dimensién p donde
=0,1,....T-1, 35 =1,...,¢; l = 1,...,N;, tal que ¢ es el nimero de grupos y N;
denota el nimero de series de tiempo independientes en el j-ésimo grupo. n;;(t) son procesos
estacionarios Gaussianos con media cero y con matriz de correlacién cruzada R;(t — u) =
V7" (t —wu);m,n=1,...,p], pu;(t) denota el potencial de eventos relacionados para grupo j.
La matriz de densidad espectral F;(\) para el grupo de j esta definida por la representacion
Ri(t —u) = [ eAtwE ()\)d/\ La transformada de Fourier Finita multlvarlada (TFF) de
x(t) se define por %X(k) = Y7 ' x(t)e~ ™! donde \, = 27k/T para k =0,...,T — 1. Cuando
la TFF se aplica al modelo de series de tiempo anterior, se obtiene X;;(t) = fi;(t) + 7 (¢).
n;1(k) tiene una distribucién normal compleja multivariada, N (0, 27T F;(\)) y para T grande
los vectores 7);i(k) y 7;(k") son independientes para k # k'. Realizando la TFF inversa,
la siguiente representacién de p(t) = 1/ {25 fu(k)e* puede obtenerse en términos de los
términos trigonométricos complejos e+t
La representacion anterior de pu(t) para el analisis de componentes principales de la matriz
de Toeplitz para el proceso del ruido n(t) se discute para el caso univariado. Los vectores
propios de la matriz de Toeplitz son aproximadamente
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| P S I (Tl)} 1
—=e" e —=e' = — k=0,....,T—1
W VT VT

Las componentes principales estdn dadas por a; = (1/ ﬁ)w:n donde
n=m0),....nt—=1)" v VT(ag,...,ar_1)" =VTa

es la TFF para n. Una aproximaciéon para 7 en terminos de componentes principales de la
matriz de Toeplitz es 1/vVT Y 1—d axthy = (1/V/T)iba.

En el caso ruido estacionario no es necesario calcular los valores y vectores propios por
los métodos usuales de componentes principales ya que estas estimaciones pueden obtenerse
mediante la utilizacién de métodos mas sencillos como TFF. En cualquier caso, los métodos
habituales de ACP no seran correctos a menos de que la forma de la matriz de Toeplitz
de la matriz de covarianza se tenga en cuenta. Una estimacién de la matriz de covarianza
puede obtenerse mediante la utilizaciéon de la TFF de la funciéon de densidad espectral del
ruido. Existe considerable evidencia de que la investigacion de estacionariedad en ERP de
la actividad del EEG varia con el tiempo como una funcién de estado cerebral. El resultado
de esto es que las matrices de densidad espectral estaran en diferentes estados cerebrales.Si
se utiliza un proceso de ruido estacionario, se ha demostrado que el analisis de componentes
principales y el analisis espectral seran equivalentes.
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2.6. Una nota sobre generacion, estimacion y predicciéon de pro-
cesos estacionarios

1. Introduccién Algunos procesos estacionarios como los procesos fraccionalmente inte-
grados no pueden ser descritos por modelos autoregresivos o por modelos de promedio movil.
Se ofrece un enfoque basado en la descomposicién de Cholesky de la matriz de covarianza que
hace resolubles a estos problemas. Partimos de procesos estacionarios con una representacion

de Wold de la forma
Yp— = i€ (62)
i=0

donde ¢, es el ruido correlacionado con media cero. Las 1); convergen cuadraticamente y la
varianza del ruido, 2, es mds grande que cero. Se supone que pu = 0. Y7 denota el vector
(y1,...,yr)" v Er = (e1,...,er)". La matriz de covarianza de Yz, Y7, es definida positiva,
simétrica y Toeplitz y asi persimétrica. Puede ser factorizada deacuerdo a la descomposicién
de Cholesky

S = LrL} (63)

Lt es una matriz triangular inferior.
Una posibilidad para generar la muestra de tamano 7" de un proceso dado con la misma
estructura de covarianza, es utilizar la relacién

Yr = LyEr (64)

Suponiendo que la estimacion del ruido con distribucién normal se puede llevar acabo me-
diante la maximizacion de la verosimilitud Gaussina

F(Yrip, B7) = (2m) 27| 2 exp[— (Yr — p)' S5 (Yr — w)/2). (65)

Para modelos ARMA existen presentaciones mas simples de verosimilitud pero para mo-
delos fraccionalmente integrados esta es la tinica solucion exacta.
El vector de ruido implicito se puede obtener por

Ep = L7'Yp (66)

La prediccién lineal de un paso a los 7-pasos se puede hacer mediante la extension de la
ecuacion anterior a T'+ 7 y reeplazando los ruidos futuros por la esperanza que es cero. Esto
es

Y; L 0 E
y
FE
E[Y,|Yr] = [Lyr Le] lﬂ = L.rEr (67)
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La varianza de la prediccion lineal Y,, dada Y7, Er, respectivamente, esta dada por la
matriz de covarianza Xp.., con Xy, = Lyy L .,

VY, |[Yr] = E[(Y; — E[Y:|Y2]) (Y = E[Y,|Y2]))'[Y2] = Lo, L], (68)

Si € es correlacionado y normal con varianzas no-constantes, que dependen del pasado, el

proceso de verosimilitud estd dado por (65) mediante la sustitucion de la matriz de covarianza
+ por una matriz varianz un pr ndien

Y1 po a matriz de covarianza de oceso dependiente

S = LpH, L] (69)

donde Hrp es diagonal y contiene la varianza condicional de ¢, normalizado.
Generacion y prediccion lineal son analogas para el caso homoscedastico una vez que se
dan las innovaciones heterocedasticos. La varianza del predictor lineal es, sin embargo,

V[YT |YT} = LTTHTIYT L:T (70)

Hr 0

0 H|”
2. La multiplicacién del factor de Cholesky con un vector arbitrario.
Notacion

con HT+T = H7—|y = E[HT|YT]

s |2 Z1TTL _|Lr 0O R Rr Er
T+1 ElT 211 s HT+1 LlT Lll s LUT4-1 (ET)T 1
E es una matriz cuadrada con unos en la segunda diagonal y ceros en las deméas. Rr es la
matriz de correlacién.

Lema 2. El mejor predictor lineal por delante de un paso yry1, de yri1, en terminos de Yrp
y su error cuadrdtico medio es

Jrs1 = EszEIYT, vp = X1 — EszElngT- (71)

Proposicién 12. El mejor predictor lineal por delante de un paso 71 de yr,1 en terminos
de los factores de Cholesky y el vector pasado de innovacién Er y su error cuadratico medio
es

Yr+1 = LirEr, vr = Li1Ln (72)

Para la generacién de muestras de un proceso con cierta matriz de covarianza, el mejor
predictor lineal se puede utilizar de forma recursiva de la siguiente manera a partir de 7' =0
con vy = o,

Yri1 = SirSr Yo + Jurersa (73)

donde ¢; es una secuencia de innovacion. En notacién de la matriz de Cholesky esto equivale
a
yr+1 = LirEr + Lierp (74)

Esta es la multiplicacion de la tltima linea de Ly con E7, 1. Un algoritmo eficiente para cal-
cular el mejor predictor lineal y su error cuadratico medio, es el algoritmo Durbin-Levinson.
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Este algoritmo realiza la multiplicacién de la matriz de Cholesky de una matriz de Toeplitz
simétrica con un vector arbitrario. Esto es notable, ya que no existe un procedimiento cono-
cido para las matrices de Toeplitz de estructura sencilla para calcular la matriz de Cholesky
con menos de O(T?) fracasos y O(T?) de almacenamiento.

Derivacién del algoritmo. Reformulamos el problema en correlaciones en lugar de cova-
rianzas, lo que implica que 05 =127 = O’ZRT respectivamente. Los dos primeros momentos
de yp4q simplifican (Er)TR;7'Yr v 1 — " Ry'r, usando la notacién de antes

Ry Er]lzlﬁ ]

-1
R = l(E’f’)T 1 vty

Esto implica que

Ry Er||v| |0

(Er)T 1 ||| |1
Resolviendo para v y v tenemos Rrv = —vyEr para la primer ecuacion. Asi v puede ser
expresada a través de la solucién y de las ecuaciones de Yule-Walker, Rpy = —r, y = —Ry'r

y v = vE,. Reemplazando v en la segunda ecuacién v puede ser expresada como vy =
1/(1+7r'y) = 1/(1 —7'R;'r). Los dos primeros momentos de y7; pueden ser expresados en
terminos de y. Esto es: (Er)R;'Yr = —(BEy)Yry 1 —r'Rplr =1/y =141'y.

3. El factor inverso de Cholesky.

Proposiciéon 13. La matriz de Cholesky inversa estéd relacionada con la matriz de Cholesky
de la inversa por transposiciéon con respecto a la diagonal secundaria.

Calculos. La generacién de muestras del proceso (y;) pueden ser obtenidas de manera
eficiente en los requerimientos lineales de almacenamiento, se toma una vez la matriz de au-
tocorrelacion. Si la estimacion se realiza através de la funcion de verosimilitud el algoritmo
de Levinson se puede utilizar para calcular la descomposicién de Cholesky y por lo tanto el
determinate requerido. La innovaciones resultantes pueden ser calculadas usando la descom-
posicion de Cholesky de la ultima iteracion del procedimiento de optimizacion, proposicion
13 y (66). La prediccién lineal del paso 1 al paso 7 (prondstico) del vector dado Y7 se puede
calcular a través del vector residual (estimado) y (67) usando la funcién de autocovarian-
za(estimada). Especialmente en el caso del célculo de la varianza del predictor lineal, (68), la
proposicion 12 es muy util dado que 7 es tipicamente pequena. Multiplicando Ly, por un
vector con ceros y un 1 el la posicién (T + j), escoge exactamente la (7" + j)-ésima columna
que es la columna j en L,.. Sin almacenar los resultados intermedios de la multiplicacion de
Lt con los primeros T ceros el nimero de fracasos es O(77?). El almacenamiento es lineal
si s6lo son necesarios los elementos de la diagonal. El procedimiento puede ser facilmente
generalizado para innovaciones heterocedasticas. Los 1’s se tienen que reemplazar por la raiz
cuadrada de las varianzas condicionales.
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2.7. Distribucion asintética de valores propios de matrices de blo-
que Toeplitz y aplicaciones

Se sugiere una prueba sencilla para la extensiéon mas importante del teorema de Szeg6
para matrices de Toeplitz en bloques con bloques no Toeplitz en donde el niimero de bloques
tiende a infinito. Nos centramos, en una clase especial de matrices de Toeplitz en bloques, que
con frecuencia encontrados en el procesamiento de la senal, para dar una forma mas simple
del teorema Szegd y deducir resultados sobre el valor propio méas bajo distinto de cero, que
expresa el acondicionamiento con respecto a la inversion de tales matrices.

II. Resultados previos

Se presenta una definicién, algunos lemas, teoremas y por supuesto el teorema de Szegd que
sera extendido.

Definiciéon 1. Equivalecia asintética. Dos sucesiones de matrices (A,) v (B,), n =1,2,...
se dicen ser asintéticamente equivalentes y se denota (A,,) ~ (B,,) si

M < oo tal que Vn,||A,|| < M y ||Bal| < M (75)
lim |A, — By| = 0. (76)
n— oo

Lema 3. Si (A,) ~ (B,) y si
1 n
i £ 30 %4,

n—oo
n3

existe y es finito para cualquier entero positivo s, entonces

n—oo n, n—oo n,

1 1
lim — 3" A5 (A,) = lim = 3 A3(B,)
k=1 k=1

Lema 4. Para todas las sucesiones absolutamente convergentes (ty)p=.. _101,. eriste una
sucesion de matrices circulantes C,(t) asintoticamente equivalentes a T, (t) y estan dadas
por C,(t) = U D, (t)U, donde D,(t) es una matriz diagonal donde la k-ésima entrada esta

dada por
(D) = o(EH)

n

y U, es la matriz de la transformada de Fourier discreta unitaria

1 . _k=1ne-1)
e 127
Vn
Teorema 14. Teorema de Szegd. Para todas la sucesiones absolutamente convergentes

(tk)k=...—1001,.. st T,(t) es Hermitiana, entonces para todas las funciones continuas F sobre
[min,, t(w), max,, t(w)]

(Un)ia =

n—oo n,

lim iF(Ak(Tn(t))) — / F(t(w))dw.
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Teorema 15. Para sucesiones absolutamente convergentes (tg)k=.. —101,., st Tn(t) es Her-
mitiana, entonces, para cualquier 1, los valores propios bajos (resp., mds altos) | de T,(t)
decrecen (resp., crecen) con n y convergen a min, t(w) (resp., max,, t(w)).

III. Matrices de Toeplitz por bloques
A. Definiciones

Para extender los resultados, definimos la matriz de Toeplitz por bloques

Ty, T - T
ey = | ey
Tr;—l Tn.—Q e To
donde (Tg)r=—(n-1),.,n—1 son matrices ¢ x ¢ (no necesariamente de Toeplitz) de entradas
ty " =(Ty ) uw, u,v =1,..., c. Consideramos la matriz asociada

T, () T, e T,

e [T Tl T

Tn('tc’l) T, () - Tn<.tc,c)
donde T, (t""), u, v = 1,...,c son matrices de Toeplitz n x n. Suponemos que {t“*}, u, v =
1,...,cson conjuntos finitos de sucesiones absolutamente convergentes. Asi, la transformada

de Fourier ‘
Fev (w)£ Z tZ7U6_ka
k

puede asociarse con cada sucesién. Usando la matriz de permutacion K, ;, tenemos
Tn({tu,v}) = Kn,c Tn({tu’v})Kc,n = Kn,c Tn({tu’v})K;}c

Asf que las matrices T, ({t*"}) y T,,({t*"}) son similares y por lo tanto, equivalentes desde el
punto de vista de los valores propios. T,,({t“*}) es Hermitiana si y solo si T, (t*“") = T (t*)
u,v=1,...,c

B. Distribucion asintotica de valores propios El Lema 4 se extiende para matrices de Toeplitz
por bloques como sigue.

Lema 5. Para sucesiones absolutamente convergentes (tg)k=..—10.1,. exriste una sucesion de
matrices (C,({t""})) asintéticamente equivalentes a (T,({t""})) y dadas por C,({t""}) =
UL D, ({t**})U,, donde U, es una matriz unitaria independiente de T,({t**}) y D,({t“*})
es la siquiente matriz

Dn(tl’l) Dn(tl,Q) Dn(tl,c)
D, (t") Dy(t**) --- Dy(t*)

D, ({t“"}) es la matriz definida en el Lema / .
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Lema 6. Para todos los enteros s > 1

hmfZ)\S W({)) = 5 / > £k () ehoks () - Rk (w)dw  (78)

n—oo
oy - 1<k, ks<c

Teorema 16. Suponemos que T, ({t""}) es Hermitiana; entonces para todas las funciones

continuas F
1 cn

Jim, 1SS FOUTE D) = 5 [ 3 FINCT0) e

Anadido al hecho de que, para todos los n, los valores propios de T,,({t“"}) se encuentran
en [min, A.(T(w)), max, A;(T(w))], el Teorema 16 implica que para cualquier entero [, los
valores propios méas bajos (resp., grandes) de [ son convergentes en n y

B Acwcian(TL({17))) = min A(T(w) (79)
dim A (T, ({t*"})) = max A (T(w)). (80)

C. Una clase de matrices Toeplitz en bloques
Hipétesis H1: T(w) tiene rango 1,para toda w. Esto equivale a tener para toda w

T(w) = [t'(w), ..., t°w)]"|Te(T(w))|["* (w), . . ., t(w)]

donde [tY(w),...,t*(w)]" v [t (w),...,t"(w)]" tienen norma unitaria y son vectores singu-
lares izquierdo y derecho, respectivamente, estan asociados con un unico valor singular no
cero de T'(w). Como este valor singular es de multiplicidad uno, que es, asi como los vecto-
res singulares asociados, una funcién continua de T(w), que, a su vez, es funcién continua
de w por la construccién. Por lo tanto, mediante la redefinicién de t*(w) y t"(w) a ser,
respectivamente, /| Tr(T(w))[t*(w) y /| Tr(T(w))[t"(w). La hipdtesis H1 equivale a
T
T ()] [T ()
T.({t""}) = | : (81)
T (t°) T (')
donde T, (t*) (vesp., T(ny(t"™)), w = 1,..., ¢, denota las n filas de la matriz Toeplitz de la pri-
mera fila ..., %, 4, ), .. .] (vesp., [..., (L)%, (¢)™, ()", ...]). Por otra parte, si T,,({t*“"})
es Hermitiana y semi-definida positiva, H1 se cumple si y s6lo si ()" = (t%,), u=1,...,¢
o equivalente T, ((¥')") = T(,,(t"). i.e.,

H
Ty ()] [Ty ()

Lt = : (82)
Ty ()] [T (t9)

La condicién anterior se encuentra con frecuencia en aplicaciones de procesamiento de se-
nales, porque (82) representa la matriz de covarianza de un proceso estacionario c-variable
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obtenida mediante el filtrado de un proceso estacionario escalar blanco. Sin embargo, obser-
vamos que esta factorizacién y asi H1 no satisfacen las matrices de covarianza de procesos
estacionarios c-variados mas generales. De la misma manera, (81) representa la matriz de
covarianza cruzada de dos procesos estacionarios c-variados obtenidos mediante el filtrado de
un proceso estacionario escalar blanco de valor complejo. Con la hipdtesis H1, el siguiente
teorema queda probado.

Teorema 17. Supongamos que T,({t“"} es Hermitiana y cumple H1, entonces para todas
las funciones continuas F

g&iiF(Akm({tuvU}))) = (c—1)F(0) + ;/F(it“’“(w)>dw.

IV. Aplicacién a la identificacion ciega de canales SIMO
A. Resultados para el Filtrado de Matriz de Canales SIMO. Un canal SIMO de orden m,
es un conjunto de c filtros hiﬁ[hg, ...,hi 1T, i=1,...,cimpulsado por una entrada escalar
comtn s(k), relacionada con el vector de salida c-dimensional x(k) por

x(k)=[z' (), ..., 2°(k)]" = G(h)sy1 (k)

con s,,41(k)=[s(k),...,s(k—m)]" y G(h)=[h(0)...h(m)] donde h(k)=[h} ... h§]". Los ca-
nales SIMO de orden m se definen como el orden maximo entre los de los diferentes filtros
h'...h° n observaciones de salidas sucesivas se apilan, de tiempo en tiempo, en

x, (k)= (k)...a" (k= (n—1))]"

y la matriz de covarianza se deﬁne como R} =FE[x/ (k)(x;)H (k). Si la entrada s(k) tiene media
cero y blanca con varianza o2 entonces R’ = 02G »(h)GX(h), donde

Gh) 0 - 0
0 Gh) -~ 0
G, (h)= :
0 G(h)

es la matriz de filtrado cn x (n +m) y 0 es un vector nulo c-dimensional. La aplicacién del
teorema 17 a R,, implica que para todas las funciones continuas F', se tiene

lim 121? Me(R )):(c—l)F(0)+21/ ( 2Z|h“ |2>dw (83)

n—oo n
-7

Apartir de la igualdad anterior se puede demostrar el siguiente teorema

Teorema 18. Para cualquier funcion continua F

1n+m 1 A c
- u(w)|? | duw. 4
Jim - Z Flo 2W-/F<as uzzjlm (w)| )dw (84)
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Es interesante estudiar el comportamiento asintotico del valor singular més pequeno aﬁfgm.

Sin embargo, no se puede escribir como A\(R,,) 0 A\n_j11, para algin [ fijo y por lo tanto no
se puede aplicar ni (79) ni (80).

B. Implicaciones de la identificacion ciega de canales SIMO

La matriz de covarianza R,, contiene informacién sobre la fase del canal y se utiliza para
deducir el canal de coeficientes h(k), es llamado problema de identificacién, para una gran
variedad de algoritmos de segundo orden. El valor propio més pequeno distinto de cero
es fundamental para el rendimiento del algoritmo de identificaciéon ciega. Los resultados
demostraron asintoticas en el mismo se establecié para matrices de Toeplitz de bloques con
bloques de Toeplitz donde tanto el tamafio y el nimero de los bloques tienden al infinito,
mientras que en esta correspondencia, sélo el tamano de los bloques de n tiende a infinito.
Cuando se observa sobre intervalos de tiempo finitos y en la presencia de ruido, lo anterior es
insuficiente y el canal tiene que exhibir una diversidad suficiente para permitir la estimacion
de la respuesta precisa.

C. Canales de banda limitada fraccionalmente espaciados Ahora nos centramos en los canales
de banda limitada fraccionalmente espaciados. Si los subcanales h*(w), k =1, ..., ¢ se emiten
desde el sobremuestreo en forma de onda h(t), entonces

W (w) = 3 h(w — 2l )e - 2m 5
!

donde '
hw)= / h(t)e "t dt.

Cuando h(t) es una banda limitada (para [—7, 7]), entonces

k-1

W (w) = h(w)e 75 4 h(w — 2m)e @205

para w € [0, 27]. Mas comtinmente, h(w) es un respuesta del filtro de conformacién (una onda
de coseno elevado con mayor frecuencia) se propaga a través de una selectiva frecuencia en
canal multitrayecto. Debido a la selectividad severa de banda limitada, algunos componentes
de frecuencia pueden ser significativamente atenuados que llevan al limite superior anterior
a ser débil. Esto justifica el bajo rendimiento de los algoritmos de ciegos en la identificacién
de los canales de comunicacién con los receptores de fraccionales.
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2.8. Propiedades de vectores propios de matrices de Toeplitz y su
aplicacion al analisis espectral de series de tiempo

Ha habido un interés reciente en ciertas propiedades de las matrices de Toeplitz relativas
a los ceros de polinomios que se forman a partir de los vectores propios con valores propios
maximos o minimos. Esto se debe a la conexién de las propiedades de andlisis espectral de
méxima entropia de Burg y el andlisis de series de tiempo Auto-Regresivas (AR) estacionarias
usando ecuaciones de Yule-Walker. Estas propiedades se han demostrado como un teorema
de Carathéodory por Grenander y Szegd y por Robinson utilizando diferentes argumentos.
Los conceptos desarrollados para la prueba se aplican luego al analisis espectral de series de
tiempo y se hace una comparacion entre los esquemas de Burg y de Pisarenko.

Una propiedad de matrices de Toeplitz

Sea B, una matriz de Toeplitz Hermitiana de tamafio (¢ + 1) x (¢ + 1):

Co c1 N Cq
E3
oo Cq
1 0 q—1
B, =
* *
cyoChy o
Indicamos los vectores columna como [.,.,...,.] y los vectores fila como (.,.,...,.). Para cada

vector propio f = [fo, f1, f2, ..., f4] de By, definimos el polinomio:

f(2) = fo+ fiz 4 o + -+ fi2.

Nos referimos a este polinomio como el polinomio propio f(z) correspondiente al vector propio
f. El polinomio propio que corresponde a un vector propio con el maximo (minimo) valor
propio serd llamado polinonio propio de valor méximo (polinomio propio de valor minimo)
para esa matriz particular.

Teorema 19. Sea B, una matriz de Toeplitz hermitiana semidefinida positiva de tamano
(g+1) x (g+ 1) con un dnico valor propio cero. El polinomio propio de valor minimo en z
(corespondiente al valor propio cero) posee diferentes raices en el circulo unitario |z| = 1.

De esto tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3. Sea B, una matriz semidefinida positiva con un unico valor mdximo (minimo)
Amax (Amin ). El polinomio propio de valor mazimo (de valor minimo) tiene ceros en el circulo
unitario.

Definimos la sucesion de matrices Bg, By, ..., By:
G € - G
* o .. .
B - | 7 =01
Gy a



Lema 7. By, By,..., B, son definidas positivas y por lo tanto no singulares.

Definimos un vector ortogonal v; diferente de cero para las primeras ¢ filas de B; y 1; para
la ultima fila de B,;.

Lema 8. (l;,v;) #0 para i =0,1,...,¢q—1 y (I,,v,) = 0.
Aqui (.,.) representa el producto interno entre dos vectores.

Lema 9. EL polinomio propio de valor minimo para B, estd dado por cv,(z) donde ¢ es
una constante diferente de cero y vy(z) es el polinomio en z formado por el vector v, =

[V0, V1, ..., Vg
vg(2) = vo + 12 + Vo2 4 -+ Vg2,

En vista del Lema 9, para probar el teorema 19 es suficiente demostrar que los ceros de
v,(2) estan sobre el circulo unitario. v; puede ser expresada como:

vi=[Bhaia|-1], i=12..4q (85)
donde a;_1 = [¢;¢i—1 - - - ¢1]. Definimos

bi_1 = [cics---c], a1 = [cicii -l
ti = B;lai, S; = Bz-_lbi,
X,=a/t;=a/B;'a;, Y;=bs;,=b/B;'b;,
Z;=b/t;=b/B;'a;, Z =as;=a/B;'b,
;= (Ciy1 — Zi—1)/(co = Yic1), Bi=(ciy — Z{1)/(co — Xio1).
Usando las propiedades de las matrices con particiones, se puede demostrar:
t = [ai‘ti - Oéisifl]y
si = [si — Biti—1|Bi].
Estas ecuaciones constituyen el algoritmo de Durbin. De
v = [t — 1] (86)
podemos establecer relaciones entre v;(z). Dado un vector
h = (ho, hy,..., hy),

definimos el vector palindromo de h como

h' = (h2, by, ... B, he).

n—1

Lema 10. t = s; y t;(2) = 2's*(1/2) donde t;(2) y s;(z) son polinomios formados por t; y
S;.

Definimos el polinomio palindromo f7(2) de f(z) = fo + fiz + f222 + -+ + fu2" como
1) = fo+ iz + o+ 127 foe
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Lema 11. v;(2) = zv;_1(2) — ai_yv]_1(2). Sivi(2) = ug + w2 + ugz? + - - - 4+ u;2*, entonces
uy = a1 Yy u; = —1.

Lema 12. |o;| <1 parai=0,1,...,¢q—2 y |a;| =1 para i = ¢ — 1.

Para demostrar que los ceros de v,(z) se encuentran en el circulo unitario, la prueba se
hace en dos partes. Primero se demuestra que los ceros de v;(z) estdn dentro del circulo
unitario para i = 1,2,...,¢ — 2 y luego que los ceros de v,(2) se encuentran sobre el circulo
unitario. Después se demuestra que las raices son distintas para completar la demostracion
del Teorema 1.

Teoremas de representaciéon para matrices de Toeplitz

Procedemos a demostrar la importancia del Teorema 1 en analisis de series de tiempo,
esto requiere los siguientes resultados.

Teorema 20. La matriz de Toeplitz B, del Teorema 19 se puede representar como sigue:

B,=0"A40,
donde ) . , L _ i
1 edfh 201 ... @eith aa 0 0 --- 0
1 edf2 202 ... o202 0 aa 0 --- 0
1 ejeq e2j9q e er‘gq 0 0 0 Ce . a'q

Yy a; son numeros reales positivos.

Teorema 21. Sea B una matriz de Toeplitz arbitraria semidefinida positiva con valor pro-
pio minimo Amin > 0. Ezisten valores para p,ai,as, ..., a,,01,02,...,0, en funcion de la
estructura propia de B tal que

B=0"40 + \ .1, (87)
donde _ } _ -
1 o0 Q20 ... (n=D)i6 a; 0 0 0
1 edfe @202 ... @n—1)j62 0 ay O 0
©— |1 efs X0 ... en—1ibs 7 A=10 0 a3 01,
IR R 0 0 0 - a

Aquin es la dimension de B.

Denotamos con p en el Teorema 21 el indice(B) y se refiere a a}s y 0s como las amplitudes
propias y fases propias de B. El vector propio v, y el polinomio v,(z) se denotaran por
minvec(B) y minpol(B, z).
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Corolario 4. Los elementos b;; de una matriz de Toeplitz B semidefinida positiva con

indice(B)=p < oo, un walor propio minimo Amm, las amplitudes propias a;, i = 1,...,p
y las fases propias 6;, 1 =1,...,p se pueden representar como:
p .
bij=cr=> a4+ \,.6(k), donde k=j—i. (88)

=1

Ademas las cantidades c; obedecen la siguiente relacion:

p
Z Jick—pri =0, parak >p, (89)
i=0
donde f; estan dados por:
f(z)=>fiz" =1]l= - %], (90)
i=0 i=0

Por supuesto, el vector (fo, f1,..., fp) es minvec(B) y f(z) = minpol(B, z).
Aplicacién al analisis espectral de series de tiempo

Hay muchas implicaciones interesantes del teorema 21 en el analisis espectral. Si uno cono-
ce los coeficientes de covarianza de una serie de tiempo dada hasta de n elementos, es posible
extender estos coeficientes de una manera tal como para mantener el valor propio minimo de
B,,. Asi si el valor propio minimo de B,, es Ay, es posible calcular los nuevos coeficientes
Cntl, Cna2, - - -5 Cnam tales que la matriz de Toeplitz B,,,, creada para esos elememtos tiene
valor propio minimo A.;,. El presente enfoque de andlisis espectral extiende los coeficientes
de una manera que no introduzca ruido adicional. En la practica se puede suponer que Ay,
es el ruido blanco debido a los errores de observacion y el ruido del sistema, y se presume
que el cédlculo de los coeficientes de covarianza se detienen cuando se alcanza este limite.
También mediante la ampliaciéon de la matriz de covarianza no quisiéramos disminuir el valor
propio minimo de la matriz de covarianza resultante esto significa que el error de prediccion
se reduce para la matriz extendida.

También es interesante observar que el andlisis de maxima entropia defendida por Burg
hace una extension similar (pero no la misma) de los coeficientes de covarianza, y cada
extensién de la matriz de covarianza maximiza la entropia (suponiendo proceso de Gauss)
al maximizar el determinante. En este punto, es conveniente establecer la conexién entre
nuestro enfoque y la técnica de maxima entropia de Burg. Se resuelve la ecuacion siguiente:

Co c, €y C3 +  Cm 1 P,
*
€1 Cp € C2 -+ Cp-1| |01 0
*
c g ¢ ¢ Cpme2| |92 =10 7
* *
Cm Cm—1 T C | [Im] | 0]
que es equivalente a:
%
Co C1 Co -+ Cm—1 g1 Cy
k *
1 Co Ct o Cme2| |92 &
. - )
* * *
Cm—1 Cm—2 " Co Im Cm
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y Pn=co+cig1 +caga+ -+ .

Podemos escribir B,,_1h,,_1 = —b,,_; donde h,, 1 = [g192 - gm]. Por tanto h,, ; =
—Sp_1 =th . Asi g = [1/h,_1] = —vl,. En cada paso el espectro de potencia se calcula
como:

Par(N) = P/ |Yo(e ™M) 2,

donde Y}, (z) es un plinomio formado por los coeficientes de g,,.

Por lo tanto nuestro desarrollo mediante la estructura propia de las matrices Toeplitz es
aplicable al andlisis de maxima entropia y se analiza una perspectiva adicional. También se
relaciona el enfoque de Burg con el de Pisarenko. El espectro de Pisarenko se puede calcular
usando la ecuacién (88).

Para una serie de tiempo determinada z(¢) con matriz de covarianza B cuyas propiedades
se establecen en el corolario 4, el coeficiente de correlacién B(7) = E[z(t + 7)z*(¢)] puede ser

tomado como: )

B(t) =Y a;e ™ + X\pind (7). (91)

=1
El espectro de Khinchin-Wiener para z(t) de (91) seré:

[e.°]

P,(\) = 2177 / B(r) e dr = 217r (é) a;0( A+ 0;) + /\min> : (92)

Para deducir el espectro de potencia en (92) de B, encontramos el valor propio minimo Ay,
de la matriz C = B — A\, y encontramos ¢; mediante la resolucion de la polinomio propio
de valor minimo f(z) que corresponde a la primer componete principal de C con un valor
propio tnico de cero. Los coeficientes a; pueden resolverse mediante la formacion de A 'y ©
y el calculando:

A=(00")'eB -\, (ee’) (93)

En general los espectros calculados por andalisis de maxima entropia Burg y la técnica Pi-
sarenko no son lo mismo y ultima es siempre discreta. A continuacién vamos a tratar de
resolver este dilema e indicar cual es la técnica que en general puede ser mejor.

Maxima entropia de Burg
Paso 1. Calcule los coeficientes de correlacion para el serie de tiempo z(t)
B(t) = E[z(t + 7)2"(t)]

Sea ¢ = B(—k) y c_; = ¢j. De la matriz B cuyo (i, j)-ésimo elemento b; ; esta dada
por:
b;j =c, donde k=j—i.

Set m, el parametro de iteracion, para 1.

Paso 2. Calcule v,,(2) el polinomio correspondiente a v, definido en (85) y (86), de una
manera recursiva utilizando lema 11. Obtener su palindromo v (z) y hacer

Yi(2) = =0l (2) = 1+ g1z + g22> + - + gm2™ (94)
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El espectro de potencia se calcula como:
Par(N) = Po/|Ym(2)[?
donde P,, = co+c191 + -+ CnGm-

Paso 3. Utilice un criterio para la determinaciéon del orden del proceso autorregresivo que
mejor aproxime a z(t) y terminar si se alcanza este orden.

Técnica de Pisarenko
Paso 1. Igual que la etapa 1 del método de Burg.

Paso 2. Calcule A7, para B,,, la (m+1) x (m+1) menor componente principal de B. A partir
de C,, = B,, — A L Si X1 = \™  parar. Calcular minpol(C,,), minvec(C,,),

las fases propias ", i = 1,...,m y las amplitudes propias a/*, i = 1,...,m de C,,
Formar el espectro:

Pm = (1/27) (Z alS(A+ 0" + xgm> .

=1
Paso 3. Detencién del criterio. Sea minvec(C,,) = (fo, f1, ..., fm). Calcule:

Om = foc1 + fica+ facs + -+ + frnCmt1.

Si 6, < e,una cantidad pequena preseleccionado, terminar. De lo contrario incre-
mentar m y vaya al paso 2.

El criterio de parada para la técnica de Pisarenko se basa en (89). Una de las diferencias
entre Burg y de las técnicas de Pisarenko es que esta tultima calcula el valor propio minimo
en cada paso y esto se suma a la carga computacional sustancialmente. Basicamente Burg
intenta modelar la serie de tiempo dada z(t) con un proceso AR utilizando los pardmetros
1,91,92, -, 9m en (94). Pisarenko intenta aproximar la matriz de covarianza como en (87)
y derivar el espectro de potencia de los elementos de esta matriz utilizando relacién (88),
(91) y (92). La complejidad del procedimiento de Burg es esencialmente de o(m?) donde
M es el orden del proceso autorregresivo que mejor se adapte la serie de tiempo dada. El
procedimiento de Pisarenko es de mayor complejidad y esto es debido a ) el clculo del valor
propio minimo en cada paso, i) calculo de vector propio que corresponde al valor propio
cero (que es de o(m?) en la m-ésima iteracién) y 4ii) después de la resoluciéon de (93) se
alcanza el valor correcto de m. El calculo de valor propio minimo puede reducirse observando
el valor propio minimo de las formas iteracion anterior un limite superior para la presente
iteracion. A pesar de su enorme complejidad conviene preferir el esquema de Pisarenko sobre
el esquema de Burg en el andlisis espectral general debido a los siguientes argumentos.
Considere la serie de tiempo:

p .
=Ygy, (95)
1=0
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donde &; and 7 son variables aleatorias independientes con media cero y E(|&[?) = a; y
E(|n|?) = . Suponga que los coeficientes de correlacién se calculan con exactitud y no se
introducen errores debido a los intervalos de observacién finitos. Para esta serie de tiempo
el esquema de Pisarenko obtiene el espectro correcto mientras que el procedimiento de Burg
diverge ya que el error minimo del polinomio de prediccion tiene ceros en el circulo unitario.
El esquema de Burg también diverge cada vez que la serie de tiempo es singular. Existe otra
razén por la cual el esquema de Pisarenko puede ser preferible. Se sabe que cualquier serie de
tiempo estacionaria z(t) puede ser aproximada para cualquier ¢ en el intervalo =7 < ¢ < T
por una suma de componentes arménicos con amplitudes aleatorias (como en (95))tales que:

2
E <e

z(t) — zp: & e 0t
i=0

para cualquier € > 0 dado. Por lo tanto, puede verse que el esquema de Pisarenko eventual-
mente converge al espectro verdadero.
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3. Ejercicios

En esta seccién se presentan varios ejercicios resueltos, que ayudaran a comprender algu-
nos temas de los restimenes presentados en la seccién anterior.

Problema 1. Considera el proceso autorregresivo de orden 3 definido por

1 1 1

S Xy 4+ =Xy g — =Xy s+ W, sin=01,...
X, =gttt T g L
0 sin <0.

Aqui (W,,)22, es una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente distri-
buidas, tales que W,, ~ N(0,1) para cada n € N.

a) Escribe el proceso AR(3) para los primeros siete tiempos.
b) Escribe la forma matricial de las ecuaciones que se obtuvieron en el inciso anterior.

c) Hay que notar que la matriz del inciso anterior es una matriz de Toeplitz triangular
inferior, escribe el simbolo generador de dicha matriz.

d) Un proceso AR(3) es asitéticamente estacionario si y sélo si los médulos de las raices del
polinomio autorregresivo a(t) son mayores que 1. Verifica que el proceso autorregresivo es
asintoticamente estacionario.

Solucién 1. a) Las ecuaciones que describen el proceso para los primeros siete tiempos son
las siguientes:

X0:W07
1
X1:§X0+W1,
1 1
Xo = §X1 + §Xo + W,
1 1 1
X3 = §X2 + §X1 — EXO + Wi,
1 1 1
Xy = §X3 + §X2 — TSXI + Wy,
1 1 1
X ==X - X3 — —X
575 4+9 37 1] 2 + Wi,
1 1 1
X ==X -X,——X .
6= 5 5+9 T 3+ W
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Pasamos Xy, ..., Xg al lado izquierdo:

Xy = W,
—%XO + X = Wi,
—%Xo - %Xl + X = Wy,
=Xo — X1 — 1Xo + X3 = Ws,
11*8X1 - %Xz - %Xs + Xy = Wiy,

11*8X2 - %X3 %X4 + X5 = Ws,

=Xs — Xy — X5 + X5 = W

b) El sistema de ecuaciones del inciso anterior se puede escribir en forma matricial:

10 0 0 0 0 0][X] [W]
- 1 0 0 0 0 0]|X Wi
-5 —3 1 0 0 0 0]|X, W,
L= -1 1 0 0 0f|X3|=|W;
0 % —5 —3 1 0 0f|Xy W,
0 0 & —-& —3 1 0|Xs Ws
0 0 0 5 —3 —3 1] |Xg W

¢) La matriz de tamano 7 x 7 es una matriz de Toeplitz triangular inferior, cuyo simbolo

generador es:

1 1 1
)=1- -0 — -2+ —a°,
a(t) 23: 93: —i—18x

Este polinomio también se conoce como el polinomio autorregresivo.

d) Para verificar que el proceso es asintéticamente estacionario, basta ver que el médulo de
las raices del polinomio autorregresivo es mayor que 1. El polinomio a se puede factorizar:

1 1 1 1
a(t)=1-— 5%~ §x2 + Ex?’ = E(w —2)(z — 3)(z + 3).

De aqui facilmente se verifica que las raices del polinomio a son:
r1 =2, T3=3, y x3=—3.

Es evidente que |x1| > 1, |xo| > 1 y |x3] > 1, por tanto el proceso es asintéticamente
estacionario.
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Problema 2. Sean s una senal util y n una senal que presenta el ruido. La sefial de ruido se
presenta en la practica, es una sefial cuya amplitud varia al azar. Supongamos que el ruido
tiene un valor promedio de cero, es decir,

| T
711_1)1:)10? / n(t) dt = 0.
~T/2

Demostrar que si s y n no estan correlacionadas, entonces

T/2
o1
Tlggof / s(t)n(t —7)dt =0, paracada 7.
~T/2

Solucién 2. Como s y n no estan correlacionadas, entonces se tiene que

| T | T | T
Tlg]gof / s(tyn(t —7)dt = jlglgof / s(t) dt zll—rgof / n(t) dt
—T/2 -T/2 -T/2

Por la hipdtesis, el segundo factor es cero, asi que el producto es cero.

Problema 3. Demostrar que la funcién de autocorrelacién promedio de la suma de la senal
y del ruido es la suma de las funciones individuales de autocorrelacion de la senial y del ruido
respectivamente. Suponga que la senal y el ruido no estan correlacionados.

Solucidén 3. Sea f(t) = s(t) +n(t), donde s es la senal 1til y n es el ruido, entonces tenemos

T/2
Rpg(r) = lim [ f@&)f(t—7)dt
—T/2
T/2
= Yll—r>lolo (s(t) +n(t))(s(t —7)+n(t—7))dt
—T/2
T/2
= lim [ [s(t)s(t —7) +s()n(t — ) +n(t)s(t — 7) + n(t)n(t — 7)) dt
-T/2

= Ry(T) + Rop(7) + Rps(7) + R (7).
Dado que la sefial y el ruido no estan correlacionadas se tiene que Ry, (7) = 0 = Ry(7), por
tanto,

Rff(T) = Rys(T) + Rpn(7).
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Problema 4. Sea f una senal transmitida y ¢ la senal recibida. Demostrar que la funcién
de correlacion promedio entre la sefial transmitida y la senal recibida, en la misma funcién
de correlacion promedio entre la senal 1til y la senal recibida. Suponga que la senal 1til no
esta correlacionada con la sefial recibida.

Solucién 4. Sea f(t) = s(t) + n(t) la senal transmitida, en donde s es la senal 1til y n es el
ruido, la correlacién promedio de la senal transmitida y la senal 1til es:

) T/2
Ry(r) = Jim 2 [ sty —7)ar
—-T/2
T/2
= i[lim — /(s(t)—l—n(t))g(t—T)dt
—00
—T/2
T/2 T/2
-~ %LIEO*/ (gt — ) dt + Jim / n(t)g(t — ) dt
~T/2 —-T/2
= Rsy(T) + Ry

Pero, n y g no estan correlacionadas, asi que Rng(T) = ( para cada 7. Por lo tanto,

R,g(T) = Rsy(1) + 0 = ng<7'>.

Problema 5. Sea f una funcién periédica, con periodo T,. Demostrar que

T./2

Rff T T//2 t—T dt

Solucién 5. Sea (7,,)22, la sucesion definida como T;, := nT,, notemos que

/2 T /2
: . T
Rys(r) = Jim o [ f0)f(=7)dt = lim 7o [ F(0)7(E—7)dt
-T/2 —Tn/2
Por otro lado
Tn/2 T./2
[ fwre-na=n [ fwe-na,
—Tn/2 ~T./2
entonces
Ti/2 ) T./2
= n
Ryp(r) = Jim o [ jof-mydt= [ f0f -7
—Tx/2 —T./2
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Problema 6. Demostrar que si f y g son funciones reales y periédicas de la clase C'(R),
ambas con el mismo periodo T', entonces

[e.9]

Rpg(m) = > (anbp) e ™7,

n=—oo

donde wy = 2% Y Gn, b, son los coeficentes de Fourier de f y g respectivamente, y a; denota
el complejo conjugado de a,,.

Solucién 6. Puesto que f y g son funciones periddicas se tiene que

T/2

Ryy(7) = / gt —7)dt. (96)

—T/2

La condicién f,g € C'(R) garantiza que las siguientes series de Fourier de f y g convergen

absolutamente:
o0 . o0 .
2 : an el nwot’ g(t) — } : bn el nwot’

donde
T/2 T/2
a 7171(4)0t dt b — / 71nw0t dt
T / ug Yo7
—T/2 -T/2

Sustituyendo estas series de Fourier en (96) se tiene

T/2 -
fg / [ Z bn einwo(t—T)] dt.
T n=—oo
~T/2
La convergencia absoluta permite intercambiar el orden de la sumatoria y de la integral:
) T/2
ng Z b e*lﬂWoT T / f(t) einwot dt

n=-—00 ~T/2

La expresion dentro del corchete es el complejo conjugado de a,,. Por tanto,
o0

Rpg(m) = >  (apba)e™ ™7

n=—oo
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Problema 7. Demostrar que si h es una funcion real y peridédica con periodo T de clase
C(R), entonces

o0

th<7_>: Z ‘Cn’2€inwor’

n=—oo

donde wy = 2% y ¢, son los coeficientes complejos de Fourier de h.

Solucién 7. Si hacemos f = g = h en el Problema 6, se obtiene

o0 o0

o0
Run(m) = 3 chepe™ ™07 = 3" e |Pe ™07 = Y7 ¢, [Pel 0T,

n=—oo n=—oo n=—oo

puesto que [c_,|? = |c,|*

Problema 8. Hallar la densidad espectral de potencia de una funciéon T-periddica f de clase

CL(R).
Solucién 8. Supongamos que la serie de Fourier de la funcion f, es

2m

ft)y= > ¢, ™0t donde wy= T

n=—oo

En el Problema 7, se demostré que la funcién de autocorrelacion promedio de f esta dada

por
oo

Ryp(m) = Y eal €™,

n=—oo

La transformada de Fourier de la funcién 7 — ¢ ™07 es §(w — nwy), por eso

P(w) =5 [Ryy] (w) = fj 27|28 (w — nuwp).

n=—oo
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