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Frx)r(1—x)= (0<x<1).

sen(7x)

Prerrequisitos:
® |ntegrales impropias de funciones positivas,

® Cambios de variable en integrales,

Regla de Leibniz para derivar integrales de Lebesgue respecto al parametro,

Solucién de ecuaciones diferenciales lineales homogeneas de primer orden.
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Repaso: la funcién Gamma

Definicién (funcién Gamma)
Dado x > 0,
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Repaso: propiedades de la funcion Gamma

Proposicién (la ecuacién funcional para I', o bien la relacién de recurrencia)
Para cada x > 0,
M(x+1) = xI(x).

Proposicién (relacién de I' con el factorial)

Dado ne€ N

En particular, I'(1) = 1.
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Repaso: la funcién Beta

Definicién (funcién Beta)

Para x,y > 0,
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Repaso: propiedades de la funcion Beta

Proposicién (Beta en términos de Gamma)

Sean x,y > 0, entonces
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Proposicion

Sean x,y € (0,1), entonces

Demostracion. Sabemos que

00 tx—l
B = ———dt

Usamos la férmula de B en términos de I', con y =1 — x,

o0 px—1 B B Frx)r(t—x) B Fx)r(1 —x) B B
/0 T de = Blx1—x) = i = T S ror( - ),
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i Como probaremos la férmula de complementos?

tX—].

r(x)r(l—x):/oool+tdt

0o tx—l
fX(A):/ dt
0

et +1
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Definicién de £()\)

Sea x € (0,1) fijo, y A € (—m, ) definimos la siguiente funcién:

00 tX_l
f(A) = ——dt
(V) /0 et +1
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Lema 1 (La derivada de f)

fe(A) = —ixfi(A)

Demostracion.
f1(\) = q /oo et + 1) dt
X dX \ Jo

9 x—1¢ i -1
AR G

No vamos a justificar en esta presentacién el uso de la regla de Leibniz.
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[e'e) b
FI(\) = —ie’A/ (et + 1) 2dt = —ie™ lim / (et +1)2dt
0 0

b—o0

Vamos a integrar por partes esta ultima integral, para ello hacemos:

du
— X el t.xfl
u dt X s
dv i -2 1
— = t+1 — =
dt (et +1) Y eMeMt + 1)

b+/b T g
iA(ef 0 o erMert+1)
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boo | eM(eAt+1)

X b b x—1
; t Xt
fFIN) = —ie'™ i / ——dt
(M) ie' Iim ( 0+ . e (ert 1) >

'ei>\ . b N x /b -1 e
bsoo \  eMerb+1) e Jy ert+1

b x—1 9] x—1
N a, X t . t
= —ie"™ lim — .)\7dt: —ix .)\7dt.
b—oo et Jo et 41 o ert+1
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Es decir,

, - ] 00 tX_l
fi(A) = —ix dt,
0

et +1

y recordando que

entonces

Hemos demostrado el Lema.
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Repaso: ecuacién diferencial de la forma ¢'(x) = a¢(x)

Si
¢'(A) = ad(N),

entonces existe C constante tal que

P(\) = Ce.
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Por el lema anterior sabemos que

F1(N) = —ixfie(\).

X
Tenemos una ecuacién de la forma ¢/(\) = a¢()), con a = —ix, por lo tanto,
f(N) = g(x)e ™,

donde g(x) depende solo de x.
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Lema 2 (El valor de g(x) como cierta integral real positiva)

Sea A € (0, 7), entonces

g(x)sen(Ax) = /C:(/\) (Sen(/\)ljlz:_clos()\))x du

Demostracion.

(M —e™) A1)~ K()

£lx)sen(1x) = g() "5 =

recordando que
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entonces

—\) — 0 x—1 x—1
g(X)Sen(AX):M:i /O < t t )dt

2i 2i e t+1 ert+1

_ (ei)\x _ e—i)\x) /oo X e

N 2i o (ePt+1)(e Pt +1)
00 X

= A - : dt

Sen( )A t2 + t(el)\ _I_ e*IA) _|_ 1

o tX
B sen()\)/o t2 + 2tcos(\) + 1 dt.
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(o9} tX
g(x)sen(Ax) = sen()\)/O 21 2t cos() & 1dt

[e.9] tX
N sen()\)/ (t 4 cos(N))? + sen?(X) dt
tX
= )\ dt
sen( )/ sen? sen()\) + cot(N))? + 1)

tX
sen()\)/o (Sen( )—l—cot()\)) +1

dt.
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o0 tX
gbx)sen() = sen(}) /o (Wt()\) + cot(N))? + 1dt'

Hacemos el siguiente cambio de variable:

t du 1
v sen(\) teot(h) = dt ~ sen(\)’ t = sen(A)u — cos(A).

Sustituyendo
du.

g(x)sen(\x) = /OO (sen(A)u — cos(N))X

cot() u?+1

Hemos demostrado el lema 2.
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g(x) =

N sen(7x)

Demostracion. Por el Lema 2,

du.

g(x)sen(Ax) = /C:;) (sen(A)uuz:rclos()\))x

Luego, pasando al limite cuando A — 7,

g(x)sen(mx) = /OO (sen(m)u — cos(m))* — /oo du

- u? +1 o P41
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Teorema (La férmula de complementos de la funcién I)

Para todo x € (0,1) -

Frx)r(l—x)= ——_

Demostracion. Por el desarrollo de la derivada de f, obtuvimos que

f(A) = g(x)e ™,

ademas por el lema 3

sutituyendo
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Recordando la definicién de f,,

Entonces

e8] tx—l T .
= dt = £(\) = A
/0 et +1 () sen(7rx)e ’

o0 tx—l T
/ p——
o t+1 sen(7x)

Esta dltima integral es igual a T'(x)[(1 — x).

para A =0
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La gréfica de la funcién

_ g(x) = sen(7x)
esto es,
g(x) =T(x)r(1-x)
114
% 1

NI



Ejemplos
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Ejemplos

Utilizando la férmula de complementos con x =

-9 -0

-

N

Il
A

luego
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Calcular

1
/ t1/3(1 — t)?3dt

0

/01 t1/3(1 - t)*3dt =B (4 5> ! (%> r(%)

3’3 r(3)
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