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Lema 1. Supongamos r € N,

Entonces,

D (di—cr) < (b—a).

k=1
Demostracion. Usando la cadena de desigualdades dada por hipdtesis, obtenemos lo siguiente:

T

Z(dk —cp)=(di—c1)+(dy—c2) + -+ (dro1 — 1) + (dr — ;)

k=1
S (dl — Cl) + (dz — dl) + -+ (drfl — dr72> -+ (dr — drfl)
== dr —C

<b-—a.

T

Z(dk —Ck) S b—a.
k=1

Lema 2. Supongamos m,n € N,



Sea p:=min{j € {1,...,n} : [¢;,d;] C [am,bn]}.
Entonces, sii € {1,...,p—1} yt € {1,...,m} son tales que [¢;,d;] C [as,b;], se debe cumplir que

t<m.
Demostracion. Denotemos,
M:={je{l,...;n} : [¢j,dj] C [am,bn]}.
Procedamos por contradiccion y supongamos que t > m.
t=m V {>m.

1. Si t = m, entonces dado que i < p, se contradiciria el hecho de que p es el minimo del

conjunto M.
2. Supongamos que t > m, entonces tenemos la siguiente cadena de desigualdades:
amgcpédpgbmé"'Satécigdigbt' (1)

Por otro lado, como 7 < p:

clgdzggcpgdp (2)

Entonces de 1 y 2, obtenemos que ¢; = d; = ¢, = d,. Particularmente esto implica que

[¢i, di] C [am, by, 1o cual contradice que p sea el minimo del conjunto M
Como en ambos casos se obtiene una contradiccién, concluimos que t < m. O
Proposicién 1. Supongamos m,n € N,
a; <by <ag <by <o <ay < by,
c1 <dy <cp<dy<-- <y <ody,
Vke{l,...,n} 3Fje{l,....m} [ek di] Cla;,b;].

Entonces,

\)



Demostracion. Queremos probar lo siguiente:

VmeN VneN Z dp — ck) Szmz

k=1 7j=1

[\

A(m)
Procedamos por induccion sobre m.
A(1) se sigue del lema 1.
Para tener una idea mas clara de la demostracion, probemos A(2).
Pongamos p := min{k € {1,...,n} : [ck,di] C [az, bo]}.

Por el lema 2, tenemos lo siguiente:
\V/j € {1, ey p— 1} [Cj,dj] Q [al, bl],

y por la definicion de p:
Vied{p,...,n} [c;,d;] C lag,bs.

Por lo anterior y el lema 1, tenemos que:

—_

n

bS]

j=1 1

<.
I

Supongamos que se cumple A(m) y probemos A(m + 1).
Pongamos p := min{k € {1,...,n} : [ck,dr] C [ami1, bms1]}-
Si p = 1, no quedaria nada por probar. Entonces, supongamos p > 1.

Por el lema 1:

Z(dj —a;) < (b1 — amt1),
J=p

y usando A(m) con p — 1 en vez de n, obtenemos:

—

p—

m
d —CJ SZbk—CLk.
k=1

Finalmente sumando 3 y 4, obtenemos lo deseado:

1

.
Il

Z(dj — ) <> bk — ).

> (=)= (dj— ¢ +Z (dj — ¢;) < (by — ay) + (by — ay).



A continuacion se presenta otra demostracion.

Demostracion. Queremos probar lo siguiente:

VneN VmeN Z (dy — cx) Szm: bj —a;)
=1

k=1 j
H(n)
Procedamos por induccion sobre n.
H(1) es inmediato.
Probemos H(2).
Tenemos que existen j, k € {1,...,m} tales que [c1,d1] C [a;,b;] v [c2, da] C [ag, by], entonces j = k

67 #k.
= Si j =k, por el lema 1,tenemos que

2

D (di—c;) <bj—a; < Z(bi —a;).

i=1

= Si j # k, entonces:
(dy = 1) + (dz — c2) < (b — a;) + (b — ax) SZ (b; — a;).

De ambos casos, se concluye lo deseado.

Supongamos que se cumple H(n) y probemos que se cumple H(n + 1).

Existe t € {1,...,m} tal que [¢,11,dni1] C [ag, by].

Si t = 1 entonces por la hipdtesis general de la proposicion y el lema 2, para todo
jge{l,....,m+1} [¢;,d;] C [a1,b1] y por el lema 1 se concluiria lo deseado.
Supongamos t > 1.

Observemos lo siguiente:
lat, b = [ar, cps1] U [cnaa, by (5)

Definamos una nueva familia de puntos, con ayuda de los puntos que ya tenemos, la cual definira

nuestros nuevos intervalos ”grandes”. Esta estara dada por:



ag si kE{l,...,t} by, si kE{l,...,t—l}
r . . .
A =4 Cpy1 sl k=t+1 by =19 Cnp1 si k=t
| a1 st ke{t+2,... m+1} | D1 st kef{t+1,...,m+1}

Notemos que ésta familia sigue cumpliendo lo que se pedia de hipdtesis para la familia original y

ademads [Cn+1>dn+1] C [a2+17 ;+1]-

a b ac bo=a: b: a b a b
Il , , , Ill IZ 2 | 3 , , I& It , , It 1 i
Cldy=cp do €3 d3 " Ck dp Cn+1 dy 41
/ / / ! / ’ R / / /
a b|1 %2 b 793 blzs G by=ai 1 btfrl Gt 1 me+1
1 1 1
T T T T T T T
Cldi=co do €3 ds o Ck dy, Cn+l dypqq

Usando el lema 2 y aplicando H(n) con t en vez de m, a la nueva familia de puntos definida,

obtenemos que:

n t
Z(di —¢) < Z(b; — ay). (6)
i=1 g=1
Por otro lado, tenemos que
dng1 — Cpy1 < b:t—i—l - CLQ_H- (7)

Sumando las ecuaciones 6 y 7, obtenemos:

n+1 t+1 m+1 m
Sdi—e) <D b —ap) <3 W —al) <> (0, — ay).
i=1 q=1 q=1 g=1
La tultima desigualdad es debida a 5 y al lema 1. ]



