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1. Reporte global

Justificacion

El presente trabajo apoya al proyecto IPN-SIP 20130633 (Propiedades espectrales de
matrices y operadores de Toeplitz) dirigido por el Dr. Egor Maximenko, profesor de la
Escuela Superior de Fisica y Matematicas del Instituto Politécnico Nacional. Uno de
los objetivos de este proyecto el estudio de los operadores radiales de Toeplitz en el
espacio de Bergman del disco unitario, por esta razén, mi trabajo consistié en estudiar con
profundidad y escribir apuntes sobre los temas: Espacios de Hilbert con niicleo reproductor
(EHNR), Espacio de Bergman, Transformada de Berezin y Transformaciones de Mébius,
apoyando de esa manera al aprendizaje y la investigacion.

Objetivos

Estudiar los espacios de Hilbert con ntcleo reproductor.
Estudiar del espacio de Bergman (sin peso).

Estudiar la Transformada de Berezin de operadores y de funciones.

= W =

Estudiar brevemente las transformaciones de Mobius del plano complejo extendido
y decribir todos los biholomorfismos del disco en el disco.

Marco Tedrico

En matematicas, el concepto de espacio de Hilbert es una generalizacion del concepto
de espacio euclideo. Esta generalizacion permite que nociones y técnicas algebraicas y
geométricas aplicables a espacios de dimension dos y tres se extiendan a espacios de
dimension arbitraria, incluyendo a espacios de dimension infinita. Ejemplos de tales
nociones y técnicas son la de angulo entre vectores, ortogonalidad de vectores, el teorema
de Pitagoras, proyeccion ortogonal, distancia entre vectores y convergencia de una
sucesion. El nombre dado a estos espacios es en honor al matematico David Hilbert quien
los utilizo en su estudio de las ecuaciones integrales.

Mas formalmente, se define como un espacio de producto interno que es completo con
respecto a la norma vectorial definida por ese producto. Los espacios de Hilbert sirven
para clarificar y para generalizar el concepto de series de Fourier, ciertas transformaciones
lineales tales como la transformacion de Fourier, y son de importancia crucial en la
formulacién matematica de la mecanica cuantica. Por ejemplo, en mecanica cuantica, una



funcion de onda es una forma de representar el estado fisico de un sistema de particulas.
Usualmente es una funciéon compleja, cuadrado integrable y univaluada de las coordenadas
espaciales de cada una de las particulas. Las propiedades mencionadas de la funcion
de onda permiten interpretarla como una funcién cuadrado integrable. La ecuacién de
Schrodinger proporciona una ecuacién determinista para explicar la evolucién temporal
de la funcién de onda y, por tanto, del estado fisico del sistema.

Existen espacios de Hilbert de funciones con una caracteristica muy especial, a saber,
que todas las funciones en él, pueden ser reproducidas puntualmente por una sola funcion
de dos variables llamada nicleo reproductor. De entre ellos, estudiamos el espacio de
Bergman. Este espacio es un objeto muy atractivo para la investigacion por la simplicidad
de su definicion, consiste de funciones analiticas cuadrado integrables, es decir esta en la
interseccién de dos importantes ramas de las Matematicas: Anélisis Funcional y Analisis
Complejo. Posee un nicleo reproductor cuya importancia radica en que con su ayuda,
pueden generalizarse diferentes teoremas de funciones de una variable compleja a funciones
de varias variables complejas tales como el lema de Schwarz, teoremas de distorsién y
mapeos conformes (Teorema del mapeo de Riemann). En el caso de una variable casi
todos los mapeos conformes importantes pueden expresarse en términos de este ntcleo.

En espacios con ntcleo reproductor surge de manera muy natural una funcién llamada
transformada de Berezin, la cual asigna a cada operador una funcién. Es de sumo interés el
estudio de las propiedades de un operador, pero debido a su naturaleza tan abstracta, tal
tarea resulta muy dificil. Afortunadamente la trasformada de Berezin tiene una propiedad
fundamental: es inyectiva, ello significa que al asignar a cada operador una transformada
de Berezin, toda la informaciéon de ese operador queda condensada en ésta funcion, y
es mucho més facil estudiar una funcién que un operador. Se sabe que la transformada
de Berezin de un operador de Toeplitz con simbolo de generador una funcion acotada, es
igual precisamente a la transformada de Berezin su simbolo, es decir, es la transformada de
Berezin de una funcién. Por ésta razon estudiamos de manera muy breve la trnasformada
de Berezin de funciones.

Otro concepto que tratamos es el de las transformaciones de Mobius. Por ejemplo,
cualquier biholomorfismo (biyeccién holomorfa) del plano complejo extendido se describe
por medio de ellas. En particular, cualquier biholomorfismo del disco unitario del plano
complejo se representa por medio de una clase especial de transformaciones de Mobius.
Por otro lado, en vez de analizar una funciéon en un punto arbitrario del disco unitario,
basta con analizar en cero su composicién con una transformacion de Mébius. Son también
una herramienta muy 1til en cambios de variable, ademas la transformada de Berezin se
puede expresar haciebdo uso de ellas.



Desarrollo

Se escribieron apuntes para desarrollar los temas planteados en los objetivos. El trabajo
final consta de seis capitulos con ejemplos y ejercicios a desarrollar. En el capitulo 1 se
introduce al estudio del los espacios de Hilbert con ntucleo reproductor. El tratamiento
matematico de ésta secion es meramente informativo, y comienza presentando un
resultado fundamental en el Analisis Funcional: el teorema de representacion de Riesz-
Frechét y su consecuencia, el teorema del operador adjunto. El capitulo 2 esta dedicado
al estudio del espacio de Bergman y se dividié en tres partes: su base, su nucleo y
su proyeccion. El estudio de la transformada de Berezin de operadores y su propiedad
inyectiva se presenta en el capitulo 3. En el capitulo 4 se estudia una aplicacién a
operadores de Toeplitz con simbolo generador una funcién acotada en el disco unitario.
Un breve tratamiento de las transformaciones de Mobius se presenta en los capitulos 5 y
6. En el capitulo cinco se estudian las transformaciones del plano complejo extendido y
el seis los biholomorfismos del disco.

Conclusiones

Durante el servicio social tuve la oportunidad de estudiar temas muy interesantes de
Analisis Funcional y Analisis Complejo, asi como de redactar textos matematicos, explicar
ideas abstractas por escrito, proponer ejercicios y dar sugerencias para resolverlos con
el objetivo de ayudar a la comunidad interesada en el tema. Cabe mencionar que
los temas tratados en los apuntes tienen de 5000 a 15,000 articulos de investigacion
dedicados a su estudio en todo el mundo. En México, existen grupos de investigadores
que estudian estos temas: Dr. Enrique Ramirez de Arellano (CINVESTAV), Dr.
Nikolay Vasilesky (CINVESTAV), Dr. Sergei Grudsky (CINVESTAV), Dra. Maribel
Loaiza Leyva (CINVESTAV), Dr. R. Michael Porter (CINVESTAV), Dr. Eduardo
Santillan Zerén (CINVESTAV), Dr. Mykhaylo Shapiro Fishman (ESFM-IPN), Dra.
Marfa Elena Luna Elizarraras (ESFM-IPN), Dr. Egor Maximenko (ESFM-IPN), Dr.
Luis Manuel Tovar Sanchez (ESFM-IPN), Dr. Lino Feliciano Reséndis O. (ESFM-IPN),
Dr. Francisco Marcos Lépez (Instituto de Matematicas UNAM), Dr. Guillermo Garro
Goémez (Instituto de Mateméaticas UNAM), por mencionar algunos. Escribir textos en
KETEX fue otra experiencia grata para mi. Estos apuntes estan publicados en la pagina
del director del proyecto, la cual tiene alrededor de 4000 visitas mensuales: http://esfm.
egormaximenko.com/students/Barrera_Castelan_2014_social_service_es.pdf
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2. Espacios de Hilbert con ntucleo reproductor

Introduccién

Se sabe que el ntcleo reproductor fue utilizado por primera vez a principios del siglo
veinte por S. Zaremba en su trabajo [15] sobre problemas de valor en la frontera para
funciones armonicas y biarmoénicas en 1907, siendo el primero que introdujo, en un caso
particular, el nicleo correspondiente a una clase de funciones, y enuncié su propiedad de
reproduccién. Sin embargo no desarrollé ninguna teoria ni dié un nombre particular a los
nucleos que introdujo.

En 1909, J. Mercer [9] examiné las funciones que satisfacen la propiedad de reproduccién
en la teoria de ecuaciones integrales, nombrando estas funciones como nicleos positivos de-
finidos. Mostré asimismo que estos nicleos positivos definidos tienen buenas propiedades
de entre todos los nicleos continuos de ecuaciones integrales.

Desafortunadamente, estos resultados no fueron investigados durante mucho tiempo.
Posteriormente, la idea reaparecié en las disertaciones de tres matematicos alemanes
G. Szego (1921) [13], S. Bergman (1922) [2] y S. Bochner (1922) [6]. En particular,
S. Bergman introdujo nicleos reproductores en una y varias variables para la clase de
funciones armonicas y la clase de funciones analiticas y las nombré funciones kernel.

E. H. Moore, en [10] y [II], examind los ntcleos definidos positivos en su andlisis
general bajo el nombre de matriz Hermitiana positiva. Posteriormente la teoria de niicleos
reproductores fue sistematizada completamente por N. Aronszajn [I]. en lo que hasta
ahora se conoce como el tratado més famoso sobre el tema.

La idea original de Zaremba de aplicar niucleos a la solucién de problemas con valores
en la frontera fue desarollada por S. Bergman y M. Schiffer. En estas investigaciones, los
nicleos probaron ser una herramienta muy poderosa para resolver problemas de ecuaciones
diferenciales parciales de tipo eliptico con valores en la frontera. Mas ain, por medio
de la aplicacién de nucleos a mapeos conformes de dominios multiplemente conexos, se
obtuvieron hermosos y elegantes resultados por S. Bergman y M. Schiffer.



Representacion de funcionales lineales continuos en espacios de
Hilbert.

Uno de los resultados claves para nuestro estudio es:

Teorema 2.1. Teorema de representacion de Riesz-Fréchet. Sea H un espacio de Hilbert
y sea F' un funcional lineal continuo en H. Entonces existe un unico y € H tal que

Ve e H F(z) = (z,y).
Mas ain |ly[| = [|F]]-

Demostracion. Si F es el funcional lineal cero el Teorema es valido poniendo y = 0.
Supongamos entonces que F' no es el funcional lineal cero y sea

M :=KerF ={x € H: F(z)=0};

M es un subespacio propio cerrado de H pues F es continuo y M = F~!(0). Entonces
H = M @ M*. Como F no es el funcional cero M+ # 0. Sea z € M+, z # 0 tal que
F(z)=1(z= con w # 0). Para todo = € H se tiene

r=(r—F(x)z)+ F(z)z

donde x — F(x)z € M,y F(z)z € M+ pues z € M*. Multiplicamos ambos lados de la
igualdad (??) por z y usando el hecho de que z L M se obtiene

(x,2) = ((x — F(x)z) + F(x)z, 2)
= (v — F(2)z),2) + (F(2)z,2) = (F(x)z, 2)
= F(z)|]2]?

F(w)

Para toda z € H. Sea y = ”;HQ, entonces

oy = 2 Ry, vee H

]|
Supdngase que existen y,y" € H tales que (x,y) = F(x) = (z,y’) Vx € H. Entonces
0= (2,y) —(z,¥) = (2, y) + (=, —y) = {&,y —y) Ve € H

= y—1y =0, por lo tanto y = ¢'. Esto termina de probar la primera afirmacion del
Teorema. Si ||z|| < 1, entonces por la Desigualdad de Cauchy-Schwarz

|F(2)] = Kz, v)| < llzllllyll < [lyll

y por lo tanto ||[F|| < ||y||. Por otro lado, z = es un vector unitario =  ||F|| >

Y
Iyl

2 /
[F(a)| = Lol — o) — L 1 Ast | = ] =

6



El siguiente resultado es muy facil de demostrar y se deja como ejercicio.

Ejercicio 2.2. Proposicion. Todo vector y que pertenece a un espacio con producto
interno X define un funcional lineal acotado f,: X — K, = — (z,y), tal que ||f,|| = |lv||-
En particular, f, € X* Vy € X, donde X* es el dual de X.

Ahora demostraremos con un ejemplo, que el teorema de representacion de Riez no se
cumple en espacios con producto interno arbitrarios.

Ejercicio 2.3. Sea X := {a = (an)nen € €>°: supp[(an)nen] = {n € N: a,, # 0} < 00} C
(2%, ]|]l2), donde N = 0,1, ... Demuestre que X no es un espacio de Hilbert,.

Hint: Demuestre que la ley del paralelogramo no se cumple en ¢* por lo que X no es un
espacio con producto interno cuya norma inducida es ||||o; i.e., es imposible definir un
producto interno sobre £ tal que (a,a) = ||al|’,,Va € £>°.

Ejemplo 2.4. Considere X como en el ejercicio anterior. Entonces para a = (a,)n,>1 € X
vemos que

n 1
Sl (S (£2)
m

= a _—
I Hz\/g

y por lo tanto f: X — K definido por

flay=3="

n=1

define un funcional lineal acotado sobre X. Ahora supongamos que el teorema de
representacion de Riez se cumple para X. Entonces existe un tnico elemento b € X
tal que

f(a) = (a,b),Va € X.

Pero para e; = (0;j)ien € X v b = (b,)nen € X, tenemos

- — 1
(e5,b) = > biibi = b; = fle;) = ;
n=1

es decir,

bj=- VjeN,

1
J
lo que es una contradiccion pues (%),en & X.



Consecuencias del Teorema de representacion de Riesz-Fréchet

Denétese por B(H) el espacio de todos los operadores acotados en un espacio de Hilbert
H. Se puede demostrar, que B(H) es un espacio de Banach con respecto a la norma de
operadores.

Teorema 2.5. Teorema del Operador Adjunto Sea T' € B(H). Eziste un inico operador

T* € B(H) tal que,
(T'(x),y) = (x, T"(y))
para todo x,y € H.

Demostracion. Sea y € H.La relacién x — (T'(x),y) € B(H). Por las propiedades del
producto interno, es claramente lineal. Sea x € H con ||z|| < 1, como T' € B(H) y por la
Desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene

[(T(@), )l < TNyl < MIX[[yll < Mllyll,

donde M es una cota para ||T||. Luego es acotado y por lo tanto continuo.Por el Teorema
de Riez-Fréchet existe un unico z € H tal que

(T'(z),y) = (zr,2),Vr € H

Definase T*(y) = z. Entonces T* es una funcién de H en H y se satisface la condicién
(4). Ademés para todas x,y,v € H y A\, u € K se tiene

T(l‘) y) + (T (x),v)
z, T"(y)) + iz, T"(v))
2, AT (y) + pT" (v)),

por lo tanto T*(Ay + pv) = XT*(y) + uT*(v) y asi T* es lineal.

Para ver que T es acotado obsérvese que para toda y € H, por la Desigualdad de Cauchy-
Schwarz,

1T W)II* = (T (). T"(y)
= (T(T"(v)), )
< 7T @)yl < 1T @) ll-

Si [|T*(y)|| < 0 se obtiene que ||T*(y)|| < ||T]|||y|l, y esta desigualdad también se tiene si
|T*(y)|| = 0. Se sigue que T* es un operador lineal acotado y ||7*|| < ||T'||. Finalmente



se mostrard que 7™ es unico. Si T, P € B(H) son tales que satisfacen la igualdad (2),
entonces

(x,T"(y)) = (v, P(y)), Vx,y€ H=T"(y)=Ply), VyeH

Por lo tanto T* = P. El operador T™ es llamado el adjunto de T. O
Proposicion 2.6. El mapeo T — T™ tiene las siguientes propiedades:

(a) (aS +bT)* =aS* + bT* para todo a,b € K y S, T € B(H).

(b) (ST)* =T*S* para todo S,T € B(H).

(¢c) (T*)* =T para todo T € B(H).

(d) |T*|| = ||T|| para todo T € B(H).

Demostracion. Unicamente se demuestra el inciso a).

a): Sean a,be K, S, T € B(H)y x,y € H

(z, (a5 + bT'(y))")

(@S +0T)(x),y)

(S(x),y) + (T (x),
{2, 5%(y)) + bz, T"
T
)

y)
()
(y))

a
a

=
=

x,aS*(y)) + (x,b
z, (@S* + bT™)(y)

Ejercicio 2.7. Demuestre los incisos b), ¢) y d) de la proposicién anterior.

Ahora damos un ejemplo de un operador lineal acotado en un espacio con producto interno
que no tiene un adjunto.

Ejemplo 2.8. Sean Xy f: X — K como en el ejemplo anterior, con:

S
=3
n=1 n

Usando este funcional lineal acotado, tenemos

flej) = % Vn € N.



Ahora definamos
T(ay) = (f(a),0,0,...).
Claramente este operador es lineal, acotado y tal que
Te, = (n"',0,0,...) neN
de modo que
1
T ) = —-
(Te,,e1) -
Supongamos que T* € B(H) existe. Entonces
(Tz,y) = (z, T"y) Vr,ye X
por lo que
1
(en, T"e1) = (Tep,e1) = —Vn € N.
n
Por eso, si hacemos T*e; = (b, )nen la tltima ecuacién darfa

— 1
bn = <€n7T*61> =
n

es decir,
1
b, =— VneN.
n
Pero entonces T%e; = (1),en ¢ X v por lo tanto debemos concluir que T no existe.

n

Teorema de existencia y unicidad del niicleo reproductor.

Definicién 2.9. Sea H un espacio de Hilbert de funciones sobre un conjunto X. Sean

f,g € H, se denota por (f,g) al producto interno de funciones y por ||f|| = (f, f)% a la
norma en H. La funciéon complejo valuada K : X x X — C denotada por

K(z,y) = K,(z)

es llamada un nicleo (o kernel) reproductor de H si satisface:
(1) Para toda y € X, K,(v) = K(z,y) como funcién de x pertenece a H.
(11) La propiedad de reproduccidn: para toda = € X y toda f € H,

fx) = (f, Kz)

10



Ejemplo 2.10. Sea I, = {1,2,...,n}. Para un vector x = (x1, ..., z3) € R" puede definirse
una funcién (manteniendo la notacién) z : I, — R por laregla x(i) = x;, para toda i € I,.
Consideremos entonces HIQH como el espacio de todas estas funciones (observamos que el
rango de toda funcién en Hj estd contenido en R™). Entonces enHj introducimos el
producto punto habitual en R", esto es, si 2(i) = x; y y(i) = y; para x,y en R" entonces,

=1

El espacio H?n es un espacio de Hilbert. Ahora bien, si K,, : I,, X I, — R" tiene la regla
K, (i,7) = 6;;, entonces K, es el nicleo reproductor para R". La verificacién de este hecho
es inmediata.

Ejemplo 2.11. Ahora, si ly = {(2,)32,] > o 22 < oo} y H}_ es la clase de funciones
z : N — R definidas de manera andloga al ejemplo anterior, con producto interior (z,y) =
> TnYy, entonces Hi  es un espacio de Hilbert con nicleo reproductor K (i, j) = d; ;.
Ejemplo 2.12. En general, sea H un espacio de Hilbert separable sobre el campo escalar
complejo, y {e,}°°, una base ortonormal de H, si + € H, entonces existe una tunica
representacion x = ) . a;e;. Definimos la funcién z : N — C con la regla (i) = ;. Sea F
la clase formada por todas las funciones de la forma anterior. Para x, y en F' introducimos
el producto interior

(T,y)r = Z%‘Bi(@u ei) i = Zaigi‘
i=1 i=1

Entonces la funciéon K : N x N — {0,1}, cuya regla es K(i,j) = 0;;, es el nicleo
reproductor de F'.

Ejemplo 2.13. Sea ¢t un ntmero real positivo. Definimos la clase H; de trayectorias
continuas ¢ : [0,t] — R, tal que ¢(t) = 0 y ¢'(s) existe casi dondequiera y es cuadrado
integrable (en el sentido de Riemann). Entonces la expresién

t

(a1, 2) = / 4 ()5 (s) ds,

0

para cualesquiera q; y ¢o en H;, define un producto interior. En efecto, para ¢; y g2 en
H;, la integral fot ¢, (8)qgh(s)ds es un nimero real, las propiedades de linealidad y simetria
se siguen inmediatamente de este hecho. Ahora, es claro que ¢ = 0 € H;, entonces si
q =0, (gq,q) = 0. Por otra parte, si (¢,q) =0, i.e. fot[q’(s)]2 ds = 0, se sigue que ¢ es cero
casi dondequiera, luego ¢ es constante en [0,¢] (por continuidad), pero ¢(t) = 0, entonces
q(s) = 0 para todo s € [0, ¢].

Tenemos que el espacio H; posee nicleo reproductor. En efecto la funcién K : [0,¢] x
[0,t] — R dada por K(s1,s2) =t — max{s, se} define el nicleo reproductivo para H;.

11



En primer lugar, es claro que K (-, s9) pertenece a H;, para cada sy € [0,t]. Ahora, sea

d
sy € [0, ], entonces d_K<S,SQ) =0sis<syy d_K(S,SQ) = —1 81 59 < s, de tal forma
s s

que, para g € H;, tenemos,

. KCs) = [ 4(5) 5 K (s,52)ds

= q(s2)
Ejercicio 2.14. Sea
k tk kP
K(s,t) = min (s,t) + 1S_E+ - + ’1—1@ , s,te0,1].
Demuestre que ~
d 1+ 0<s<t,
S H-_E t<s S 1.

Ejemplo 2.15 (Itratescu, [?]). Sea F el espacio de todas las funciones continuas complejas
sobre [0, 1], cuya derivada existe casi dondequiera y tal que

i) fol |f/(#)|? dt < oo, para toda f € F.
ii) Existe k # 1 en C tal que f(0) = kf(1), para toda f € F'.

Bajo la suma y el producto escalar habituales, F' es una clase lineal. Mientras que para
cualesquiera funciones f y g en F, la expresién

() = [ Fogods

define un producto interior en F. En efecto, es evidente que fol f'(t)g'(t)dt existe y es
un numero complejo. Las propiedades de linealidad y antisimetria se siguen de forma
inmediata. Es claro ademés que si f = 0 entonces (f, f) = 0. Y por otra parte, si
(f, [) =0, ie. fol |f/(t)|?dt = 0, entonces (por continuidad) f'(t) = 0 para todo t € [0, 1],
la funcién f es pues una constante, digamos c. Por hipétesis, ¢ = f(0) = kf(1) = ke, de
aqui que ¢ = 0, pues k # 1.

Ahora bien para cualquier para s, en [0, 1], la funcién

_ sk th ko
K(s,t)—mln(s,t)+1_E+1_k—|—‘1_k

12



del ejercicion anteriores el nicleo reproductor de la clase F. Efectivamente, si t € [0, 1]
tenemos que,

th kP
K p—
(0,1) 1_k+‘1_k :
mientras que
T Y CTL L L
T 1—k 1—k |1—k
k |k|? k
= kt|1 =1+ —
() e ()
_ k| K ?
1 —k  |1—Fk|’

por tanto K (0,t) = kK (1,t). Luego, se sigue por el ejercicio anterior que para f € Fy
te|0,1]

UOKCD) = [ Fe) R
= (1+—>/f ds+—/f
1 k
= (O = F(0) + 7= (F(1) = ()
_ ﬁ(f(t) — Bf(1) + kf(1) — KF (1)
= f),

por tanto K es el nucleo reproductor de la clase F'.
Proposiciéon 2.16. Sea H un espacio de Hilbert de funciones sobre un conjunto X 1y
K, : X — C un nicleo reproductor del espacio H. Entonces, para x € X

IF|* = K (2, 2)

Demostracion. La hipotesis implica que al aplicar la propiedad de reproduccién a la
funcion K, en y se obtiene, para x,y € X

Kx<y> = <K367 Ky>7
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y por (i)
K(y,z) = (K., Ky).

Por las relaciones de arriba, para todo z € X se obtiene

=

1
K|l = (K, Ky)? = K(x, )

]

Definicién 2.17. Un espacio de Hilbert H de funciones sobre un conjunto X es llamado
un Espacio de Hilbert con nicleo reproductor (a menudo abreviado FHNR) si existe un
nicleo reproductor K de H.

Teorema 2.18. Si un espacio de Hilbert H de funciones sobre un conjunto X admite un

nicleo reproductor K(x,y), entonces este estd determinado de manera unica por el espacio
de Hilbert H.

Demostracion. Sea K(x,y) un nicleo reproductor de H. Suponga que existe otro niicleo
K'(z,y) reproductor de H. Entonces por la proposicién anterior, se tiene que para todo
yeX,

1, = K|1° = (K, — K, K, — K)
= <Ky - Kg/p Ky> - <Ky - Kg/p Kl)
~ (K, - K))(w) - (K, — K))(»)
= 0.
Por tanto, K, = K|, esto es, K,(v) = K,(z) Vz € X. Esto quiere decir que para todos
r,ye X
K(z,y) = K'(z,y)

]

El siguiente resultado da una forma muy 1til para saber cuando un espacio de Hilbert H
de funciones sobre un conjunto X admite un nicleo reproductor.

Teorema 2.19 (Criterio de EHNR: Espacio de Hilbert con Nicleo Reproductor). Sea
H un espacio de Hilbert de funciones sobre un conjunto X. Entonces existe un nucleo
reproductor de H si y solo si para todo v € X, el funcional de evaluacién Ev : H — C
definido mediante la regla

(Ev f)(z) := f(z)
es lineal y acotado i.e., Ev € B(H).
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Demostracion. Suponga que H admite un ntcleo reproductor K. Es evidente por su
definicién, que Ev es lineal. Ahora, por la propiedad de reproduccién y la desigualdad de
Schwarz para el producto escalar, se tiene que para toda z € X,

@) = 1K) < WG = £ Ka)® = (| FIEK (2, 2)
Esto es, Ev € B(H).

Ahora suponga que para todo z € X Ev : f € H — C es lineal y acotado, esto es,
Ev € B(H). Entonces por el Teorema de representacion de Riez-Frechét, para todo x € X,
existe una tunica funcién g, € H, tal que

(Ev f)(@) = f(z) = {f, ga)-

Luego al poner K, en lugar de g,, entonces se sigue que para todo y € X,

Ko(y) = 92(y)-

Por lo que K es un ntcleo reproductor de ‘H O]

Definicién 2.20. Sea X un conjunto arbitrario y K : X x X — C un nicleo sobre
X. El nicleo es llamado Hermitiano si para todo conjunto finito {zq,...,2,} € Xy
cualesquiera nimeros complejos ay, ..., a, se cumple

n

Za_jaiK(a:j, z;) €R

1,J
y K es llamado positivo definido si

n

Za_jaiK(xj,xi) > 0.
i,J
Equivalentemente, la ultima desigualdad significa que para toda familia de nimeros

complejos de soporte finito {a, }.cx tenemos

n

Za_jaiK(xj, l’,) > 0.

zeX

A menudo se denota esto brevemente como [K(z,y)] > 0 en X, o equivalentemente,
diremos que K es una matriz positiva definida en el sentido de E. H. Moore.

Teorema 2.21. El nicleo reproductor K(x,y) de un espacio de Hilbert H de funciones
sobre un conjunto X es una matriz positiva definida en el sentido de E. H. Moore.
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Demostracion. Se tiene

2

0< IS k.
=1
= <i aiKr” i CLszj>
i=1 j=1
= Z Z aia_j<K1’j7 sz)

i=1 j=1

=D > ad (K (i, ;).

i=1 j=1

O

Ejercicio 2.22. Propiedades del nicleo reproductor Sea H un FHNR y sea K su nicleo
reproductor. Entonces para todos z,y € X, K satisface:

(a) K(xz,z)>0.
(b) K(z,y) = K(y,2).
(¢) |K(z,2)]* < K(x,7)K(y,y), (Desigualdad de Schwarz).
(d) Sea xy € X. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) K(xp,x0) =0.
(1) K(z,z9) =0 Vze X.
(13i) f(xg) =0 VfeH.

El siguiente teorema puede pensarse como el inverso del Teorema 4.
Teorema 2.23. Para todo nicleo positivo definido K(x,y) en X, existe un inico espacio
de Hilbert Hx de funciones en X, que admite el nicleo reproductor K(x,y).

Demostracion. Se denota por H el espacio de funciones f en X tal que existe un conjunto
finito de puntos y1,9s, ..., ¥y, de X y nimeros complejos aq, as, ..., a,, tales que

fla) = 3wk (o),

para todo z € X. Sea g(-) = D", p; K (-, ;) € Ho. Se define ahora el producto interno
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de las funciones f y g en Hg como

n m n m

(9w =D @i (K (), K(w))y = Y, Y aiflf K (w5, y;).

i=1 j=1 i=1 j=1

Entonces,

n

<fa K('vx»?'lo = Zal<K(’xl)>K(7$)> = ZaiK({L’,.%) = f($)

i=1

para toda = € X, esto es, Hy admite la propiedad de reproduccién. Esto implica que la
definicion anterior de producto interno no depende de las representaciones de las funciones
f v genHy. Més ain, es facil ver que (-, -)%, es lineal en la primera variable y Hermitiana.
Como K es positiva definida se sigue que (f, f)x, > 0 para toda f € Ho, por eso se tiene
la desigualdad de Schwarz para (-, -)3,. Ademas, si (f, f)x, = 0, entonces || f|| = 0 y asi,
por la propiedad de reproduccion anterior, se sigue que para todo x € X,

|f (@) < [IFIEC 2)] =0,
lo que implica que f = 0. Por lo tanto, (Ho, (-,)#,) es un espacio pre-Hilbert Ahora se

denota por H, la completacion abstracta de Hy a un espacio de Hilbert. Se mostrara que
‘H tiene una tunica representacién como un espacio de Hilbert con nicleo reproductor.
Considere cualquier sucesion de Cauchy {f,}32, en Ho. Entonces, para toda z € X se
tiene

|fm(x) - fn(x)l = |<fmaKx>Ho - <fnaKx>’Ho|
= |<fm - mex>7-lo|

=< | — Fullso K (2, ).

De manera que, existe la funcién f : X — C tal que para toda x € X, lim,_,, fu(z) =
f(z). Més aun, se tiene que
n—0o0

y que para cualesquiera sucesiones de Cauchy {f,}>2,, {g,}5°°, en H,, al denotar por f
y ¢ respectivamente, los correspondientes limites puntuales de {f,,}7°, y {g,}52, se tiene
que
<fa g)?—[ = lim <fnugm>’H0‘
n,Mm—00
Notese que de la expresion del limite puntual se obtiene una representacién concreta de H
como un espacio de funciones sobre X. Ademas, K tiene la propiedad de reproduccién con
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respecto a H. En efecto, sea f € H y {f.}>2, C H tal que lim,,_,, f, = f fuertemente.
Entonces para todo x € X,

fla) = lim fulw) = lim (Fu Koy = (lim fuKe) = (f Ko

n 0

Resta probar la unicidad del espacio ‘H. Suponga que H; es otro espacio de Hilbert con
el mismo espacio nicleo reproductor K. Por definicion, para todo z € X, K, € H; y
entonces se tiene Ho C H;. También, para todas f, g € Hy, en virtud de la propiedad de
reproduccion se sigue que,

<f7 9> mathcal Hy — <f7 g>'H1 cet (*)

Si f € Hyestal que 0 = (f, K,)%, = f(z) para toda = € X, entonces f = 0. Por lo tanto,
la familia {K, : € X} es total en H;. Por lo tanto para toda f € H;, puede tomarse
una sucesiéon de Cauchy {f,}52, € Hy. tal que lim, , f, = f. Por lo tanto, la utima
expresion (k) es vélida en Hy. Ahora, como se tiene Hyg C Hy y (), se obtiene H C H,;.

También, de la construccién de H, se obtiene H; C H. Asi se tiene H; = H.

Finalmente, se debe mostrar que los productos internos y las normas son iguales H y
Hi. Considérense cualesquiera f,g € Hi v {fn}22,{gn}>>, € Ho que convergen a [y g
respectivamente. Entonces

(f,9)n = nlggo<fmgn>m = T}Lrgo<fn,gn>yo =(f,9)n

Y por eso las normas en H y en H; son iguales. O]

Proposicion 2.24. Sea F' un espacio de funciones con producto interior definido. Si F' po-
see niucleo reproductor entonces cualquier subespacio
cerrado Fy de F también posee nicleo reproductor.

Demostracion. Sea K el nucleo reproductor. de F'. Consideremos un subespacio cerrado
Fy de F. Siy € FE, donde E es el conjunto donde estan definidas las funciones de F,
entonces la correspondencia lineal f — f(y) es acotada para toda f € F, en particular
para f € Fj. Entonces, segin el teorema de existencia, existe el nicleo reproductor K;
correspondiente a la clase F}. O]

Ejemplo 2.25. Este ejemplo fue presentado en el trabajo de Zaremba. Sea D un
subconjunto abierto de C. Sea H3 la clase de todas las funciones complejas sobre D
armoénicas y cuadrado integrables (respecto a x e y) sobre D. El espacio H3, con producto

9= [ [ 1@aGedy, 2 =o iy
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con f,g € Hp es un subespacio cerrado de L3,

Sea zy € D, probaremos que el funcional f — f(zg) es continuo. Tomemos pues f en H?,.
Ahora, como D es abierto, existe r > 0 tal que el disco D, (r) ={z € C: |z — 2| <r} C
D,y dado que f es una funcién arménica,

de donde,

fGol < o [ [ sy

ol
ol

IN
—
3
< | =
Y
—
—
=
Ny
T
Q.
8
QU
<
—
—
—_
=~
&
QU
<

1 1
= Gl = A,
y la constante 1/7%/?r solo depende de zy. El funcional f +— f(z) es entonces acotado y
por ello continuo, luego, existe el nicleo K para H%.
Ejemplo 2.26. Sea D el disco unitario sobre C. Consideremos el espacio F' de todas las
funciones complejas analiticas sobre D y cuadrado integrables. En F' el producto interior
queda definido con la expresién habitual

(f.q) = //f 9()dzdy,  z=z+iy.

Entonces F es un subespacio cerrado de L?%. En efecto, sea {f,}>°, una sucesién en F
convergente a una funcién f € L%,y 2o un elemento en D, entonces existe un nimero
r > 0 tal que el disco D,(29) = {2 : |20 — 2| <7} C D, y por hipétesis toda funcién en F
es también armonica, luego para toda n, m naturales,

o) = Fl)] € = / / £2(2) = Fn(2) iy
DTzo

<

— fm(2)|dzdy

aplicando la desigualdad de Cauchy, tenemos
1
|fn(Z0) - fm(20)| S m”fn - fm”a
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luego, {fn(20)}22; converge a un numero ¢(zp). La funcién g definida en D por g(z) =
lim f,(z) es analitica (por ser limite de funciones analiticas), entonces g = f casi
seguramente, con lo cual F' es cerrado.

Bergman fue quien descubrié que esta clase tiene ntcleo reproductor. En efecto, para
z € Dy f € F puede probarse de manera anédloga al ejemplo anterior que

1
1f) < ——5lI1,

donde r solo depende de z, entonces el funcional f +— f(z) es continuo, luego F' posee
nucleo reproductor.

Definimos ahora la clase F' de funciones complejas f sobre D analiticas tales que

r—1 27T

v
lim — / | f(re')|2dg

existe y es finito. Este espacio es conocido como el espacio H? de Hardy.
Ejercicio 2.27. Demuestre que la expresion

(19) = 5= [ fregtretya

define un producto interno en F.
Ejercicio 2.28. Sean k,n € Ny 0 € R. Demuestre que

2m
™ 0 si k#n.
0

Lema 2.29. Sea f una funcion en el espacio de Hardy. Entonces

oo 1 7r ‘
S ler = 5 [ Ifre") P,
n=0 g

Demostracion. Sea Y - ¢,2z" la representacién en serie de potencias de f. Entonces
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oo oo
1f(2)]? = Z ckzkz Cp 2™

n=0 n=0

o0

0

_ k —an

= CLZ Cn?
n=0

n=0

oo
= g cxcnztam,

k,n=0

6 k k

Al hacer z = re', se tiene 2 = r¥e’*? luego

oo
]f(reia)\Q _ Z qurkeikerne—mG
k,n=0

0o
_ § Ckarlﬁ»nezlwel(kfn)@.
k,n=0

Asi, por el ejercicio anterior y el hecho de que el desarrollo en serie de potencias de f
convege uniformemente en compactos del disco se sigue que

2 o
1 , 1 0o o
2_/|f(T€Z9)|2de = 2_/ Z qurk-‘rnelkeel(k—n)@ d@
- —.k+n 1 i(k—n)6
= > et [ g
2T
k,n=0

oo
_ Z |Cn|27”2n
n=0

]

Ejemplo 2.30. Sea D el disco unitario. Considere z en D, si f € H? entonces, por ser
analitica, f(z) tiene una representacién en serie de potencias de la forma

fFE) =) enlz=0" = 2t
n=0 n=0
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y si |z] <7 < 1, entonces

00 ')
FRP <D el <D fealr™,
n=0 n=0

pero por el lema anterior

oo 1 m '
S leafr = 5 [ Ife") P,
n=0 g

por tanto

If < N1

Luego el funcional f +— f(z) es acotado para cada z € D, entonces F' posee ntcleo
reproductor.
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3. El espacio de Bergman del disco unitario

Sea X un espacio de medida (X, F,pu). Definimos el espacio de funciones cuadrado-
integrables, a veces simplemente denotado por Lo(X,du) o L*(X,du), como la familia
de funciones f : X — C, F-medibles, tal que |f|* es Lebesgue-integrable. En simbolos,

LX(X)=f: X—>C /\f|2du<oo
b

Ejercicio 3.1. Sea (X, F,u) un espacio de medida. Demuestre que Lo(X,du) es un
espacio vectorial lineal.

Definicién 3.2 (Producto interno en L?). Sea (X,F,u) un espacio de medida. Para
f,g9 € L*(X,du) definimos el producto

(o) = [[ 11 day. 1)

Este espacio es un espacio de Hilbert con respecto a la norma inducida por el producto
interno definido arriba.
Ejercicio 3.3 (La norma en L?). Demuestre que la funcién || - || : Ly — RT dada por

Iflla={ [ 1/ dp
/

determina una norma para el espacio La(X, dpu).

1
2

En este trabajo estudiaremos las funciones en el disco unitario. Enunciamos el siguiente
resultado conocido, su demostraciéon es rutinaria y puede consultarse en libros de Analisis
Funcional.

Teorema 3.4. Sea D := {z € C: |z| < 1} el disco unitario en el plano complejo y p :=
medida de Lebesque en el plano. Entonces L*(ID, du) es un espacio de Hilbert.
Definicién 3.5. Sea A(D) el espacio vectorial que consiste de todas las funciones
analiticas f :— D. Denotaremos por A?(ID, du) al subespacio de L*(D,du) que consiste
de aquellas f € A(D) que son cuadrado integrables sobre D:

/ |f(2))Pdedy < oo, (2 =x+iy).

D
Esto es A*(D) = A(D) N L*(D), o sea
A2(D) :={f € L*(D,n): f analitica}
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El siguiente resultado permitira establecer la completez de A?(ID, dpu).
Lema 3.6. Dado un conjunto compacto K C D, existe una constante C'x,que depende de
K, tal que

sup ()] < Cellfllew), Ve A D, dy) (2)

Demostracion. Denotemos por D, , el disco abierto centrado en z y que tiene radio r < 1.
Para toda f € A?(D) fija pero arbitraria y todo D,, C D consideramos la serie de Taylor

FQO=f2)+) anw—2)",  weD.,

Esta serie converge uniformemente sobre cualquier disco cerrado Dy = D, ,,, donde ry < 7.
Por lo tanto

[ ) dutw) = 1) [ dutw +Zan/ w— )" dp(w)

Do

=715 f(2).
Entonces,

|f<z>|=i/ w)xpe(w) dp(w)

7T?"O
D

— | [P )| | [ autw)

D Do

N
N =

IN

1
= ﬁro”f||AQ(D)a

donde x5 (w) es la funcién caracteristica de Dy. Observe que entonces los puntos de K
definen una cubierta abierta y como K es compacto el teorema termina cuando cubrimos
el compacto K por un nimero finito de tales discos. O

Ejercicio 3.7. Demuestre la igualdad

del lema anterior.
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Ejercicio 3.8. Sea z € D, y r = dist(z, D). Entonces, para cada f € A%(D) se tiene,

(k+2)
< Sy

Hint: Tome 0 < r < 1y considere el disco |w — z| < r, utilize coordenadas polares para
integrar f(z 4 pe®) sobre este, donde obviamente f(z + pei?) = S°°° 1 " )( L2 pneind,

n=1 n!

‘fk( ) Hf“ (k:()aLQv'“)

Como todo subconjunto cerrado de un espacio completo es también completo, basta probar
que A%(D) es cerrado en L*(ID) para probar que es un espacio de Hilbert.
Corolario 3.9. El espacio de Bergman A*(D) es un subespacio cerrado de L*(D).

Demostracién. Sea (f,) una sucesiéon de Cauchy de funciones analiticas de A?*(D) que
converge en L?(D) a cierta funcién f € L?(D). Para todo conjunto compacto K C D
tenemos por el lema |3.6;

|fn(z> - fm(z)| < OK”fn - meAQ(]D))

Luego la sucesion (f,) converge uniformemente en todo subconjunto compacto de D a la
funcién f. Por lo tanto f es analitica en D y pertenece a A?(D) O

Base del espacio de Bergman
Antes de demostrar el siguiente Teorema, consideremos la nociéon de base ortonormal en
espacios de Hilbert.

Para comenzar, recordemos espacios de Hilbert finito-dimensionales tales como el espacio
Euclideano R" y el espacio unitario C". Para tales espacios, tenemos la nocién de base
ortonormal; por ejemplo, la base ortonormal usual (e;);ey para R™. Ahora, si definimos

Ey, = (e1, e, ..., 1)

entonces, Vk (1 < k < n), Ej es un conjunto ortonormal. Note que E; se puede extender
a By, Ey a 5y finalmente Ey_1 a Fj. Sin embargo, no es posible extender F,, aniadiéndole
cualquier otro vector unitario, digamos (e), de modo que el conjunto resultante

FE = (61,62, .oy En, 6)

sea una base ortonormal para el espacio R™. En este sentido el conjunto FE, es llamado
una base ortonormal completa o total para R™. Asi, para cualquier espacio con producto
interno de dimension finita, la idea de base ortonormal completa es clara.

Sin embargo, el concepto de base para un espacio de dimensién infinita es un poco
problematico porque toda base ortonormal de este espacio contendra un conjunto infinito
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de vectores que puede ser a lo sumo numerable o no numerable. Se vuelve obvia entonces
la necesidad de generalizar la nociéon de base ortonormal completa a espacios de Hilbert
arbitrarios

Enunciemos pues de manera precisa, el significado de conjunto/sistema ortonormal
maximal en un espacio con producto interno, donde dimX = oo.

Definicién 3.10. Sea E = (€4)aea un conjunto/sistema ortonormal en un espacio con
producto interno y de dimension infinita X. Decimos que el sistema E es ortonormal
maximal (o completo) en X, si no existe un vector unitario e en X que sea ortogonal a
cada e,; i.e., I/ es maximal para X, si el unico elemento de X que es ortogonal a todo
ea, @ € A es el vector cero:

(e,€q) =0, Yae A = e=0.

Teorema 3.11. Sea D := {z € C: |z| < R} el disco abierto con centro en el origen y
radio R. Entonces una base ortonormal para A*(Dg) estd dada por u,(z) = \/ZR™"2"
para n=1,2,...

Demostracion. Para probar la ortonormalidad, notemos primero que si f y g son funciones

holomorfas en I, y si 0 < r < R, entonces una aplicacion de la férmula de Green junto
con las Ecuaciones de Cauchy-Riemann nos da

J) 7@ dedy = — ¢ £(2)9(2)dz 3)
/ / 21 7{
D, Cy

donde C, es la frontera de D,. Si definimos

entonces v/, (z) = u,(2), luego de y utilizando coordenadas polares en la peniltima
integral se obtiene

26



Por lo tanto,(u, )nen €s un conjunto ortonormal.

Para ver que (un)neN es una base, probemos que si f € A%*(Dg) y si (f,u,) = 0 para toda
n, entonces f(z) = 0. Los coeficientes de Fourier de f(z) estdn dados por

(f,un) = \/7 //f )en=ldzdy = \/7 ”}1_1)1}1{//]‘ )2 =Ldxdy

1y usando llegamos a

_ f&),,
<f, un> - \/;R }—>R 2 on

fol

Perosi f(z) = ap+a1z+...4+a,2"+...,|z| < R, es el desarrollo de Taylor de f(z) alrededor
de z = 0, entonces de la férmula de Cauchy obtenemos

e On

como |z| = r, entonces z = r?z~

n! 2w | zntl
Cr

(n=0,1,2,..). (4)

Ay =

Combinando esto ultimo con (4f), vemos que

_ E -n 1z 2n _ E n _
(f,un>—\/;R }grllzr an_l—\/;R an—1 (n=1,2,..)

Luego, si (f,u,) = 0 para toda n € N, entonces ag = a3 = as = ... = 0, es decir

f(z) =0. 0
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Ejercicio 3.12. En la demostracién del teorema anterior, realize la integracién en
coordenadas polares mencionada y verifique la ortogonalidad.

Ejercicio 3.13. Redefina la base dada en el teorema anterior para n € N desde cero, y
haga la misma demostracién con R = 1.

Lema 3.14. El espacio

zeD

H(D) = {f .} € AD),sup |£(2)] < oo}7

es denso en A*(D).

Demostracion. Sea f € A*(D), entonces,

F) =Y (foedeal2),  eal2) = ”jlzn

Por otra parte como f € A(D) se tiene también que f(z) = >~ a,z". Igualando las
expresiones para f obtenemos que

1
nt — (f,en) = Lan

an = ([, n) T n+1

Ahora por la identidad de Parseval

Z| fren)” = ||f||?42(m>)-
n=0

Luego, se sigue que

W‘anP

ﬁ

S|y

n=0

= 11w

De aqui se sigue que

= 1/ 1%ew)

=0

Definamos ahora f,, = an:o a,, 2™, entonces, nuevamente por la identidad de Parseval se

sigue que al calcular la norma de f — f,,, se obtiene:
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1F = FallZemy = I1f =D amz™2em)
m=0

o
= || Z amzmHi\?(D)

m+41
[e's)

=1 Y (frenenliew

n=m+1
[e's)

Ntcleo de Bergman

Recordamos el Teorema del mapeo de Riemann:

Si €2 C D es no vacio, abierto y simplemente conexo,
entonces existe un biholomorfismo f que mapea

Q) sobre el disco unitario .

Ademss, si ¢ € €2, entonces existe una tnica tal f
que satisface:

fQ) =0,y f(¢)>0

Las demostraciones usuales de este resultado dan muy poca informacion sobre la
transformacién f que lleva a cabo el mapeo. Como ésta es a menudo de gran importancia
en las aplicaciones, representaciones analiticas de tales transformaciones han sido buscadas
con asiduidad. Los esfuerzos iniciales en ésta direcciéon se enfocaron para el caso de
dominios de forma geométrica sencilla, e,g., regiones poligonales. Mas tarde a finales de los
anios cuarenta Stefan Bergman en su trabajo: “The kernel function and conformal

mapping”, Bergman Stefan, Amer. Math. Soc. (1950)

desarroll6 la teoria de niticleos reproductores asi como un método muy util para
construir f.
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Esta teoria ha sido aplicada con éxito a una gran cantidad de dominios y ha tenido
muchas otras aplicaciones. Cabe mencionar que este método requiere solamente de
un conocimiento minimo de la teoria de funciones de variable compleja, ateniéndose
principalmente a los resultados elementales sobre espacios de Hilbert.
Observacion 3.15 (El espacio de Bergman es un EHNR). Por el Lema |3.6] se sigue que
para cualquier punto fijo z € C el funcional de evaluacién Ev, : f — f(2) es lineal y
acotado, pues este serd un caso particular de la férmula con z = K. Entonces por
el Teorema de representaciéon de Riesz existe un tnico elemento K, € A*(D) tal que
Ev, = (-, K,); esto es

f(z) = {f, K) (5)

La funcién Kp(z,w) := K,(w) se llama funcién nicleo reproductor de A*(D) para el
espacio de Bergman, porque la férmula reproduce a toda funcién en este espacio.
Ejercicio 3.16 (forma integral de la propiedad reproductiva.). Demuestre, usando la
definicién del producto interno en A?*(ID, du), que

f(2) = / F(w)Ep(z w) du(w) Vf € AX(D, dp). (6)

Hint: Sea f € A?*(D). Primero demuestre que el lado derecho estd bien definido utilizando
la desigualdad de Schwarz y alguna propiedad del nicleo reproductor dada en el capitulo
anterior. Luego, considere una base ortonormal de A%*(D), use el Lema y finalmente
la propiedad de reproduccién ([5)).

Lema 3.17. La funcion nicleo de Bergman es hemitiana simétrica

Kp(z,w) = Kp(w, 2).

Sea (ex)ren cualquier base ortonormal en A?(D). Entonces

Demostracién. La funcién k,(z) = Kp(w,z) pertenece a A*(D), de modo que por la
propiedad de reproduccién (b)) se observa que

Kp(w, z) = /KD(Z,T)KD(w,T) du(t) = /KD(U},T)KD(Z,T) dpu(T)

= Koz w) = Ko(zw)

Sea ahora e, una base ortonormal en A%*(D). Entonces la funcién analitica k,(z) =
Kp(w, z) = Kp(z,w) admite el desarrollo

Kp(z,w) = Z cx(w)eg(2),

n=0
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donde los coeficientes ¢ (w) estan dados por

er(w) = (ku(2), ex(2)) = / Ko (2, w)en(2) d(2)

= /KD(w,z)ek(z) dp(z) = ex(w)

Esto es,

Kp(z,w) = Z er(2)er(w).

k=0

Otro método (para la dltima igualdad): Como f es analitica en el disco, f(z) =
> reo aker(z). Ahora bien, si ésta igualdad es cierta, entonces debe satisfacer la propiedad
de reproduccion, verifiquemos este hecho,

(o) = (D aren(2), Y enlwlen(z) ) = D anen(=)ewser) = D anen(=) = F(2).

Luego, por la unicidad del ntcleo reproductor, se sigue que,

o0

Kp(z,w) = Z en(2)ep(w) Vz,w e D.

k=0
[l

Observacion 3.18. El ntucleo de Bergman depende unicamente del dominio y no de la
base ortonormal particular utilizada para definirlo

Con esto tenemos el siguiente
Corolario 3.19 (Forma explicita para el nicleo de Bergman en el disco unitario). Sean

z,w € D. Entonces,
1

K, (z) = Kp(z,w) = A maE
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Demostracion. Tenemos Vz,w € D,

Ky(2) = K(z,w) = ) er(z)ex(w)

WE

k=0

= +1 +1—
_ n zk\/n o
™ s

— %i n+ wz
= ~(1+2(wz) + 3(@z)* + ...)

1d =, _
:;%(gv ), U=2ZW

11
(1 —wv)?
1 1

- 7 (1 —wz)?

—_

N

[]

Observacion 3.20. Note lo que se hizo en la demostracion del corolario anterior: Se
utiliza el hecho de que

Zav”:1+v+v2+v3+...: a , a=1
o 1—w
Se toma .
Z(wz)”:1+(wz)+(wz)2—|—(wz)3—|— . U=TWz
n=0
y
d = n 2
%(nzgv )=1+204+3v"+..:=9
Ahora,

S =1+2v+ 30> +40° + 50" + ...,
luego se multiplica por v
vS = v+ 207 + 30 + 4t + 500 + ...

y restando vS de S, se obtiene
1

1—v

Sl-v)=8S—vS=1+v+*+v*+v*+0° + .. =
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Finalmente
g_ 1 B 1
N (1 —wv)? a (1 —wz)?

A continuaciéon veremos como, utilizando el Teorema del mapeo de Riemann, es posible
construir aquella funcién f mediante el nicleo de Bergman.

Teorema 3.21. Sea [ una transformacion conforme del dominio G sobre el disco
Dr ={z € C: |z] < R}. Entonces, una base ortonormal para A*(G) estd dada por

wy(z) = \/gR”_l(f(z))”_lf'(z), zeG (n=1,2,..).

Demostracion. Hagamos w = f(z) = u(z) + iv(z). Como

ou Ov

f(z) = B +1 Yo

de las ecuaciones de Cauchy-Riemann se tiene

_Oudv  Oudv _ O(u,v)
" Oz oy Oyor O(x,y)

Luego,

[ @y @) Ty - / [ @) Pady

Q
= // w™ "  dudw,
Dgr

y por el teorema (3.11]) anterior (w,),en s un conjunto ortonormal en A2(§2). Para ver
que es una base ortonormal, debemos demostrar que si h € A%(Q), y si (h,w,) =0 (n =
1,2,...), entonces h(z) = 0.

Sea g = f~! la funcién inversa de f. Si h € A2(Q), entonces

/|h )Pdady =

Z

2)|Pdxdy

/ |h o g(w)g'(w)|? dudv < oo,
i.e., (hog)g € A*(Dg). Ahora, si (h,w,) =0 Vn, entonces
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[ [ nerentErdedy = 25 [ [ 1) T ey

Q -\ // M) Ry () Pad
™ ! f(2) ’
— ;R’” //h og(w)g (ww" tdudv =0 (n=1,2,..)

y nuevamente en virtud del teorema (3.11)) se sigue que h o g(w)g'(w) = 0 Yw € Dg.
Pero como ¢'(w) #0 Yw € Dg, se concluye que h(z) =0 Vz € Q. O

Teorema 3.22 (Stefan Bergman). Sea 2 un dominio y considere u € Q fijo. Entonces la

funcion
F(z,u) = ‘/K(Z,u) /K(w,u)dw, Vz e Q

mapea §) de manera conforme sobre el disco unitario {w € C: |w| < 1}, y ademds satisface

F(u,u) =0, %F(z,uﬂz:u = /7K (u,u) (7)

Demostracion. Sea f(z) la transformacién conforme que manda €2 sobre el disco unitario
D, y que satisface

fw)=0, f'(u) >0 (8)

Sabemos que el nicleo de Bergman es independiente de la base ortonormal utilizada para
definirlo. Luego, usamos la base dada en el teorema anterior con R = 1 para obtener

wy(z) = \/gf(z)"lf'(z), 2€Q (n=1,2,..).

Para esta base, de las condiciones en se tiene

y luego
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De esto ultimo obtenemos
, T
=,/—K
£6) =\ Ko,
finalmente integrando ambos miembros de la igualdad anterior obtenemos O]
Ejercicio 3.23. Demuestre la siguiente desigualdad
K (u,u)

™

z,u € Q.

/K(w,u)dw <

Teorema 3.24. Sea la funcion w = a(z) un biholomorfismo (una biyeccion holomorfa)
del dominio D sobre un dominio G. Entonces

Kp(z,u) = Kg(w,w)d' (2)a/ (u)

Demostracion. Supongamos que el sistema fi(w), .y €s una base ortonormal del espacio
A?%(G). Entonces

es decir, ex(2) := fr(a(2))a/(z), k € N, es una base ortonormal en A*(G). Por eso

o0

Kp(z,u) =Y ex(2)er(u)

= fila(2))d (@) frla@)a'(u) =Y frla(2) frle(w)d' (2)a (u)
k=1 k=1

= Kg(w,w)d' (2)d (u).

La Proyeccién de Bergman

El espacio de Bergman A?(D) es un subespacio cerrado del espacio de Hilbert L*(DD),
luego es un subespacio distinguido. Esto quiere decir que existe la proyeccién ortogonal
P de L*(D) sobre A?*(D). Esta proyeccién es llamada la Proyeccién de Bergman, y como
muestra el siguiente Teorema, coincide con el operador integral con niicleo de Bergman.
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Teorema 3.25. La proyeccion de Bergman P tiene la representacion integral

/KDZUJ Jdp(w)

Demostracién. Para toda f € L?*(D) la funcién (P f)(z) pertenece a A%*(D); entonces,
usando la propiedad de reproduccién y el Teorema del Operador Adjunto, tenemos

(Pf)(z) =(Pf k) =(f,Pk.) =
/f /KDzw w) dp(w)

]

Sea w = a(z) como antes, y sea z = (w) el mapeo inverso. Presentamos el mapeo unitario

W : L?(G) — L*(D) definido por la regla

(We)(z) = o/ (2)¢lalz));

su operador inverso(y adjunto) W=t = W* : L*(D) — L*(G) estd dado por

Entonces presentamos el siguiente
Proposicién 3.26. Se tiene que Pp = W PgW !

Demostracion. Usando la igualdad f'(a(w))a/(w) = 1 y las propiedades del niicleo de
Bergman, tenemos

(W PeW™lp)() =a'(Z)/KG(Q(Z)»w)ﬁ’(w)w(ﬁ(w))dM(W)

- / Ke(a(2), a(w))a’ (2)8 (a(w))p(w)a (w)a (w) du(w)
~ [ Kola(e).atw))a' ) @@hew) duw)
- / Ko (= w)p(w) du(w) = (Pp o) (2)
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4. Transformada de Berezin y su propiedad inyectiva

Esta seccion estd esencialmente basada en el articulo de K. Stroethoff [12].

Transformada de Berezin de un operador lineal acotado
en el espacio de Bergman sobre el disco unitario

Sea o > —1 un ntimero fijo y sea A% (D) el espacio pesado de Bergman con el peso

(1= [z*).

Estos son espacios de Hilbert de funciones con ntcleo reproductor(al menos hemos
verificado este hecho para el caso a = 0, pero esto puede generalizarse facilmente ver[16])
sobre el disco unitario D C C. La funcién nicleo reproductor normalizada del espacio
A% (D) en un punto z € D es

(1 o ’2’2)(2-{-&)/2

(1 _ w§)2+a

k.(w) =

Definicién 4.1 (Transformada de Berezin de un operador lineal acotado). Si S es un
operador lineal acotado sobre A% (D), entonces la transformada de Berezin de S se define
como

B(S)(2) = (Sk.,k.),  VzeD.

La transformada de Berezin B se puede considerar como una funcién £(A2 (D)) — C°(D),
donde L(A2(D)) es el espacio de todos los operadores lineales acotados sobre A% (D) y
Cy(D) es el espacio de todas las funciones continuas y acotadas D — C. Obviamente B es
lineal.

Una propiedad muy importante de la transformada de Berezin es que es inyectiva: si S
es un operador tal que la funcién B(S) es constante cero, entonces el operador S es cero.
Para demostrarlo haremos uso de varios resultados auxiliares.
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Lemas sobre funciones anaiticas de dos variables
que se anulan en la diagonal conjugada

Ejercicio 4.2. Demuestre que en el espacio C'(R, C) las funciones
1, 62z97 6410’ 66197 o 762]\720

son linealmente independientes. Indicacion: calcule el Wronskiano

1 €i29 L. eiZNG
o 4 0 2ie'%0 oo 2iNeN?
W(L 62197642976619’ o ,62]\“0)(9) = . '
0 <2i)N_1€i29 . (NZ')N—leiNG

Denotemos por D, al disco en C con centro 0 y de radio r € (0,1):
D, ={z€C: |z|<r}.

Lema 4.3 (sobre un polinomio homogéneo de dos variables que se anula en la diagonal
conjugada). Sea

N
gn(z,w) = Z an 2w "
n=0

un polinomio homogéneo de grado N en C x C tal que para algin r > 0 y todos z € D,
se cumple la igualdad

gn(z,2) =0. (9)

Entonces gy = 0.

Demostracion. Tomemos p € (0,7). Ahora, poniendo z = pe® en @, obtenemos

N
Z anp” e?Mem N0 — Vo € R.
n=0
Multiplicamos por e*V?:
N
Z an,e®™ =0, Vo € R.
n=0
Como el sistema (e2)N_ es linealmente independiente por el Ejercicio , concluimos
que ap = ay = ... = a, = 0, asi que el polinomio gy es cero. O
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Proposicion 4.4. Sea H un espacio de Hilbert de funciones analiticas en D con nicleo
reproductor K (z,w) = K (z), entonces las funciones K,,w € D, generan todo el espacio

H.

Demostracion. Sea f € H,y supongamos que f | K, Vw, entonces por la propiedad de
reproduccién, a saber,

flz)={f,K.), zeD,fel

f(z) =0, Vz porlo tanto f =0 0. ]
Lema 4.5. Sea F una funcion analitica en D x D tal que F(z,Z) =0, Vz € D. Entonces
F=0.

Demostracion. Sea 0 < p < 1, como por hipotesis F' es analitica, entonces podemos
escribirla en la siguiente forma

F=> fu en D,xD,
n=0

donde f,, es un polinomio homogéneo de grado n en C x C, como en el Lema [4.3] Ahora,
seaz€ D,,neN=0,1,2,... y =1 <t < 1. Entonces

fu(tz, t2) = 1" fu(2,2).

Por tanto . .
S falz Bt = fultz, t2) = F(tz,t2) = 0.
n=0 n=0

Lo que implica que f,(z,Z) = 0, Vn > 0, entonces por el Lema fn =0,y por lo
tanto F' = 0. N
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Resultado principal

Presentamos ahora el resultado principal de esta secion.

Teorema 4.6 (Propiedad inyectiva de la Transformada de Berezin). Sea H un espacio de
Hilbert de funciones analiticas sobre el disco unitario I del plano complejo C con kernel
reproductor. Entonces la Transformada de Berezin es uno-a-uno.

Demostracion. Sea T € B(H) y supongamos B(T') = 0, esto es

(TK.,K,)

BIE) = i

=0, zeD=(TK,,K,)=0, z€D

Consideremos la funcién
F(z,w)=(TK,,K.), =z weD.

F' es analitica en z y conjugada analitica en w. En efecto, sea w € D fijo y consideremos
la funcién z — F(z,w)

F(z,w) = /(TKw)(U)KZ(v)dA(v) = /(TKw)(v)Kv(z)dA(v).

D D

Claramente es analitica en z. Ahora, por el Teorema del operador adjunto y las propiedades
del producto interno, tenemos

F(z,w) = (K,,T'K,) = (T"K,, K,),

Luego F es analitica en la segunda variable (recuerde que si f € A(ID), entonces la funcién
z — f(z) € A(D)), y evidentemente, por su definicién se anula en la diagonal, i.e.,
(TK,,K.) =0, z¢€D,asi, en virtud del Lema 2, se sigue que F =0, Vz,w e D x D.

Por la propiedad de reproduccién, podemos escribir
F(z,w) = (TKy)(z2), VYz,weD.

Se sigue que TK,, =0, VYw € D. Como los ntcleos reproductores K, generan a todo el
espacio H, debemos tener T" = 0. O
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Transformada de Berezin de operadores diagonales
respecto a la base canodnica

Definicién 4.7 (funcién radial continua). Sea D = {z € C: |z| < 1}. Una funcién
continua f: D — C se dice radial si depende tnicamente de |z|:

VzeD  f(z) = f(lz]).

Notacién 4.8. Denotemos por (e,)nen a la base canénica de A2%(D), es decir, a la base
normalizada de monomios que esta dada por

'n+a+2) ,

en(2) = mz : (10)

donde I' denota la funciéon gama.

Definicién 4.9 (operador diagonal con respecto a la base candnica del espacio de
Bergman). Sea T': A2(D) — A2(DD) un operador lineal acotado. Se dice que T es diagonal
con respecto a la base ortonormal de monomios, si existe una sucesion a € > tal que

Ty, = anpn, VneN.

Proposicién 4.10. Sea S: A2(D) — A2(D) un operador lineal acotado diagonal
respecto a la base ortonormal de monomios. Entonces su transformada de Berezin es
una funcion radial.

Demostracion. Recordemos que

(SK™ | K™

B(9)(z2) = <Sk(a)>k a)> = FEE
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Calculemos el numerador:

(SK@ K@) = <S <Z en(z)en(z)) 72@(2)en(z)> ;
= <Za(z)s(en(»2)), Z €n(z)€n(z)> J
= <Za(z)anen(z),ZQ(Z)%(Z)> ;
+o7:>_3-oo "
- Z Z anen(2)em(2){€en, em),
— Zan|en(z)]2

Ahora se calcula

+oo +oo
K2 = (K, K@) = <Zén<z>emZén<Z)€”>

+o00 +oo i Z:oz +oo +oo
= Z Z em(2)en(2)(en, em) = Z Z en(2)0nm = Z |€n(z)|2
n=0 m=0 n=0 m=0 n=0

Entonces
(SK Ky S a e, (2))?

n=0

I S lea(2)?

Luego por la proposicion [2.16, y la féormula [10] se sigue que

B(S)(2) = (Z %‘fﬁu) (1= [Py,

n—
o0

F'n+a+2)
= (1 = 2\2+a — 2n
= S o e g

y asiB(S)(z) es una funcién radial.
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5. La Transformada de Berezin de funciones

Este texto continua el tema “La Transformada de Berezin de operadores en el espacio de

Bergman”.

Si en lugar de un operador, consideramos una funcién f € L'(D,dA,),

a > —1,e

interpretamos (-), como la integral en vez del producto interno, entonces se llega a una

funcion Bf en D como sigue

Definicién 5.1 (Transformada de Berezin de una funcién). Sea f € L'(D,dA,), « >

—1. Entonces la transformada de Berezin B, f de f esta dada por
~ [ fw)lkw)Pda(w),
D

Observacién 5.2. Observacién De la definicion

Baf(2) = [ Fwlhtw)Paan / T N

D

Ahora, recuerde la conocida transformacién de Moebius ¢, : D — D:

el cual es un automorfismo del disco que es igual a su propia inversa ¢!

estudiard con en la tltima seccié de estos apuntes). En efecto, sea

(= p.(w) = 12__;;,
entonces,
(1-20)=2-¢
= w= f:é :(C)-

(1)

= . (esto se

De la observacion anterior, se sigue que podemos escribir la Transformada de Berezin de

f en otra forma: en términos de automorfismos del disco.
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Proposicién 5.3. La Transformada de Berezin de una funcion f € LY(D,dA(z))
esta dada por

B = [(fopd@ldAw), 2D (2

D

Demostracion. Para toda w € D, tenemos (siga la observacién arriba)

vy —A-zw)+(z—w)(®) _ [P -1
(Pz(w) - (1 . zw)2 - (1 _ wz)2'

Calculamos el Jacobiano (real) del cambio de variable { = ¢, (w):

(1 —[21*)?

1 —zw[*”

PL(w)pl(w) =l (w)]* =

Por eso, dA(w) = |, (w)|*dA((), se sigue entonces que
[t epaiaat) = [ 1OIOPO).

De modo que por (1) para a = 0

B = [(fopwid /f Ul ey

11— Zw|*
D

Ejercicio 5.4. Sean k,n € Ny 6 € R. Demuestre que
2 .
/ei(k_n)gﬁ _ 2 si k=n
0 0 si k+#n.
0

Ejemplo 5.5. Existe una funcién integrable f tal que |z|> = 2z = B(f)(2).

En efecto, consideremos la funcién

Primero demostremos que si g(v) = log #, entonces B(g)(z) =1 — |z]%
Primero tenemos que

log [v|”

B(l 2 = (1 —[2]?)? A(v).
(ogef?) = (1 = [2P)? [ 2 dA()
D
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Y como

tenemos que

10g|v|2

o A /igwﬁ< (n+ 1)k + x>”k“<>>dA<>

Z(n + 1) (k4)2"z" /@"vk log [v|?dA(v).
n,k

D

Pero

/@”vk log [v]*dA(v)
D
1 27

/rrnJrk i(k— nQIOg
0

/ W
/ n+k logr / k—n)@d_g‘
0

drd@

™

Entonces por el ejercicio anterior,

[t toghiraaq) = § ol eslTeAR)
0 si k#n.

D

Luego, por el teorema de Tonelli:

log [v]*
|1 —vz|*

dA(v) =Z(n+1)2/IvlznlogIUIQdA(v)lzIQ”- (1)
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Ahora,

1

d
/|v|2”10g|v ?dA(v :// QT rdo 2/r2”logr2rdr.
00

0

Sea u = r?, entonces du = 2rdr. Asi

9 un+1 1
/|v| log |v|*dA(v :/u logudu—hn% [logun_'_l]o —

o

(n—I—l)

Por lo tanto, el lado derecho de (1) se convierte,

- i)

Luego,
log [v]?
(1—|2[)? mdf‘l(v) = (1= |z} =2 - 1.
D
y
Bl = = Y [ I
=(1- ——dA(v
9Nz : 11— oz[0
D
log [v]*
- (1 — 2\2
—(|z[* = 1)
=12
Finalmente

flw)=1-g()= B(f)=1-B(g) =1-(1—[]) = |2*

La transformacion de Mobius presentada arriba tiene tiene ciertas propiedades basicas.
Todas se siguen de calculos directos.
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Ejercicio 5.6. Para toda a € Dy z € D tenemos ¢,(0) = a, u(a) =0, p, 0 pu(z) = 2.
Mas aun,

() = — 1_|a|2
Pa(2) (ETAE
Y
1— |%(Z)|2= (1_ ‘CL’ )(1_ |Z| )

|1 —az|?

Proposicién 5.7. Férmula de cambio de variables. Si f € L'(D,dA,) a > —1, o si f
es no negativa, entonces

/fosoa )dAq( /f A=) ) ).

|1 _ CLZ|2 (2+4a)

Demostracion. Se sigue directamente de céalculos directos utilizando el ejercicio anterior.

O

Ejercicio 5.8. (Proposicién) Sea f € L'(D, dA ) a > —1. Entonces la Transformada
de Berezin de f estd dada por la férmula en (

2+a
/ F o . (w)d Ay / I )

Proposicién 5.9. (La transformada de Berezin es Mébius invariante) Para toda f vy toda
a€D: B(fopl) = (B(f))oga

Demostracion. Sea ¢, € Aut(D), entonces ¢, es de la forma
94— 2
al?)=€¢ ——.
Pal2) = " ——
Luego, de (1) se sigue que

° it a=C
B(foga)(z) = (1 [P %{%ﬁm«ozu—vm{/%jgﬁﬁmo

y por otro lado

(B(f) o wa)(2) = B(f)(e

)
i 4 —

= (- /H_MMGZMM<»

1—az
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Ahora, sea w = p,(¢) = ¥ 4=5

entonces dA(w) =

(1-d| )QdA(C), por lo que

1—al’ [1—a¢|*
|619 a— |2 _ | < |2 _ |a|2 B QRG(EZ) + |a‘2
1—az 1 —2Re(az) + |a|?|z>
Entonces ) )
1_|ezaa |z:(1—!Z\ )(1 —al?)
az 11— az|? '
Por otro lado también tenemos
1—wei€a;_z =1- ___E a—_
1—1az 1 —(al —az

_l—az—al+la*Cz—|a]* +az+al — (2

(1—aQ)(1—a2)

_ (1—la)(1—¢C7)

(1 —al)(1—az)

Finalmente llegamos a que

(B(f) 0 ¢a)(2) =

(1 — |21 — |a*)”

dA(C)

/ Fe5%) (1 - |af?)?
(

11 —az[* 1-ja)*1-C2* |1 — a(|*
D |[1-Cal4|1—az|*
z@a C
— (- J2P) / R 1)
11—z !4
:B(focpa)( ), VzeD

Asi, vemos que (B(f)) o pu = B(f o pa).
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6. Transformaciones de Mobius del plano complejo
extendido.

Definicién 6.1 (transformaciones de Mébius). Se denota por Mé&b(C) al conjunto de
funciones L: C — C tales que existen a,b,c,d € C, con ad —bc # 0y

V2eC L(z)= Zjiz (11)

Formalmente la igualdad no define bien el valor de la funciéon L en el punto infinito
ni en el punto donde se anula el denominador. El valor de L en estos puntos se define por

continuidad (ver los ejercicios [6.2] y [6.3)).
Ejercicio 6.2 (puntos singulares de una transformacién de Mdbius). Sea L una funcién

de la forma y sea
{—g, si c#0;
S =

00, si ¢=0.

Verificar que L(s) = oo en el sentido que

lim L(z) = co.

i £(2) = oc

Sugerencia: considerar dos casos y utilizar la definiciéon de limite.

Ejercicio 6.3 (valor de una transformacién de Mébius en el punto infinito). Sea L una
funcién de la forma . Entonces el valor de la funcién L en el punto oo se define como
el limite

lim L(z).

Z—r00

Calcular este limite, considerando dos casos: ¢ =0y ¢ # 0.
Ejercicio 6.4 (derivada de una transformacién de Mobius). Sea L una funcién de la
forma (11)). Entonces su derivada estd dada por

ad — be

L'(z) = T d

(12)

Veremos que la condicién ad — be # 0 es necesaria para que L definida mediante sea
biyectiva. o
Proposicién 6.5. Sea L: C — C una biyeccion de la forma

az+b
cz+d

L(z) =

Entonces ad — be # 0.
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Demostracién. La afirmacion sigue del ejercicio [6.4] O
Proposiciéon 6.6. Sea L € Mob(C), entonces L es una biyeccion de C sobre C y
L= € Mob(C).

Demostracion. Veremos que para cada w € C dada, la ecuaciéon L(z) = w tiene una tnica
solucién.

b
0zt =w <= az+b=w(cz+d)
cz+d
<— az—cwz=dw—>
— zlcw—a)=—-dw+Db
—dw +b
< z = ——.
cw — a

La cadena de equivalencias escrita arriba es védlida para ¢ # 0, w # 0o, w # a/c, y muestra
que bajo estas restricciones la ecuaciéon L(z) = w tiene una unica solucién

—dw + b
2= w_—i— (13)

cw —a
Consideramos los casos especiales:

1. Si ¢ = 0, entonces d # 0, la funciéon L es un polinomio de grado uno y la ecuacién
L(z) = oo tiene una tunica solucién z = oco.

2. Sic# 0y w = oo, entonces la tnica solucién de la ecuacién L(z) = w es z = —d/c.
3. Sic# 0y w=a/ec, entonces la tnica solucién de la ecuacién L(z) = w es z = 0.

Estos casos especiales pueden obtenerse como limites de . Compare con los ejercicios
y. La férmula define la inversa de L la cual es de la forma con coeficientes
—d, b, ¢, —a que satisfacen (—d)(—a) — bc # 0. O

Proposicién 6.7. Sean Ly, L, € Mob(C). Entonces Ly o Ly € M&h(C).
Demostracion. Sean ay, by, c1,dy vy as, by, co, dy los coeficientes de Ly y Lo, respectivamente:

a w + b1 asz + b2
Ly(w) =282 Lo(z) = 227702
1(11)) cw + d1 Y 2(2) CoZ + dg

Para cualquier z ¢ {co, Ly '(00), (Ly" o Li') (00)} obtenemos
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CLQZ"—bQ
L (L =1L
1( 2(2)) ! (62Z+d2>

asz + by asz + by
- (al <022+d2) +b1) / (Cl <C2Z+d2> +dl)
ai(agz + by) + by(coz + ds)
c1(agz + by) + dy(coz + ds)
_ (arag + bica)z + (a1by + bidy)

n (CLQCl + ngl)Z + 6201 + dldg).

—_— ]

Acabamos de deducir la férmula

Az+ B

Li(Ly(2)) = C i D

donde

A =ajas 4+ bica, B = aiby + bidy,

15
C = asC1 + Cle, D= bQCl + dldg. ( )

Ademas se observa que

AD — BC = (ayas + byca)(bacy + dids) — (a1be + bids)(ase; + cody)
= ajasbycy + ayazdidy + bicabycy + bicadidy
— arbaagcy — arbacady — bidaagey — bidacad;
= ajasdidy + bycobacy — ajbocady — bydsascy
= Gldl(a2d2 - 5202) - 5101(a2d2 - b202)
= (a1dy — bycy)(agdy — bacy) # 0.

Es decir, L o Ly € Mob(C). O

Proposicion 6.8. La transformacion identidad I es una transformacion de Mdbius.

Demostracion. 1(z) = (1);4:(1) -

Definicién 6.9. Sea X un conjunto. A un conjunto Ty de funciones X — X se le llama
grupo de transformaciones de X si:

(i) La identidad I € Tx.
(ii) Si f,g € Tx, entonces go f € Tx.
(iii) Si f € Tx, entonces f~1 € Tx.
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De las proposiciones y [6.8] se sigue el siguiente

Teorema 6.10. Las transformaciones de Mobius forman un grupo.
Definicién 6.11. Sean € Z, . El grupo lineal general complejo de grado n, denotado por
GL(n,C), es el conjunto de matrices no singulares de n x n con entradas en C.

Definicién 6.12. Sea H: GL(2,C) — Mob(C) dada por la siguiente regla:

<ZL Z) n f<z):az—|—b

cz+d

El siguiente resultado dice que H transforma la operacién de grupo.
Teorema 6.13. H es un epimorfismo, es decir es un homomorfismo suprayectivo.

Demostracion. La propiedad suprayectiva de H es obvia por la definicion de las
transformaciones de Mobius. La propiedad multiplicativa de H, se demuestra con las

férmulas y (15). O

Se sigue inmediatamente que cualquier trasnformada de Mobius es de la forma H(A) para
alguna A € GL(n,C), es decir, se le pide
Ejercicio 6.14. Calcular ker(H).

Observaciéon 6.15. Sea A = CCL Z ) entonces la expresion puede expresarse
como det A
e
f(z) = ——3.
(cz+d)

También la condicion para los coeficientes se puede dar en términos del determinante de
la matriz A.

Transformaciones especiales de Mobius

En el grupo Méb(C) existen varios subgrupos fundamentales formados por tranformacio-
nes basicas. B
Definicién 6.16 (Transformaciones especiales de C). Sea a € C, d > 0y 6 € R. Se

definen las siguientes transformaciones en Mob(C):
» Traslacién: T(z):=z+a VzeC.
» Homotecia: H(z):=dz vz € C.
= Giros: G(2):=¢’2 VzeC.

» Inversiones: Inv(z):=1/z VzeC,
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También se hizo mencién de la trasnformacién identidad 2 — 2z, Vz € C. La cual forma
forma parte de ésta lista de manera trivial.
Proposicién 6.17. Todo Transformacion en Mob(C) se puede expresar como composi-

cion de transformaciones especiales de Mob(C) (translaciones, homotecias, giros e inver-
siones. )

Demostracion. Sea T(z) = Zjis Obviamente se demostrara la proposicién por casos.
Parac=0,T(z) =az+ 3, donde a = ¢, = g. Entonces, se toma z, luego se gira un

angulo igual al argumento de «, posteriormente se aplica una homotecia a una cantidad
igual al médulo de « y finalmente se traslada el punto S unidades. Es decir,

2 ehasle)
— |ajet e @,
— |ajet @, 4+ 3

=az+ 0.

Finalmente, si ¢ # 0, se observa la siguiente descomposicién

az+b
T(z):cz—i-d
a a
:T _ = —
(2) = =+
claz+0b) —alcz+d) a
= —I——
c(cz +d) c
_acz+bc—acz—ad+g
c(cz +d) c
bc — ad a

c(z+d/c) * ¢

Y asi, al tomar un punto z, éste se traslada % unidades, posteriormente se invierte, luego

se gira un angulo igual al argumento de bcc_;’d, ademads se aplica una homotecia igual al
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modulo de bCC_—Q“d y finalmente se traslada ¢ unidades. En efecto,
d
A
c
. 1
d
. bc—ad ]_
el arg(2<5*¢)
z+ %
bc — ad ; c—a 1
. 6z.arg(b > d) .
c 2+
bC - ad ei,arg(bcc—Qad) 1 _ g D
c? z+4% ¢

Biholomorfismos del plano complejo extendido
son transformaciones de Moebius

Una transformacion en el plano que preserva medidas de angulos se llama conforme. En
analisis complejo es conocido el hecho de que una funcién diferenciable con derivada no
cero preserva angulos y orientacion y que esta misma condicion describe su inyectividad.
Definicién 6.18. Sean G 'y H dos dominios. Una biyecciéon holomorfa entre ellos se llama
biholomorfismo.

Estos biholomorfismos establecen homeomorfismos conformes entre los dominios, a tales
transformaciones algunos las llaman equivalencias conformes. Estos conceptos pueden
generalizarse a dominios del plano complejo extendido C := C C {0} cuya representacién
geométrica es la esfera de Riemann. En el caso especial de que G = H en la definicién
anterior, tal funciéon se conoce como automorfismo conforme de G y se denota como

Aut(Q).

Pueden estudiarse ejemplos fundamentales de estas transformaciones conformes de los
dominios canénicos C, C, D, y H. En esta seccién demostraremos que Aut(C) = Mob(C)
y los resultados para los dominios candnicos restantes se seguiran de él. Es claro que sé6lo
basta probar la primera contencién. Primero haremos uso del siguiente

Lema 6.19. Sea L : C — C una biyeccion que es holomorfa en C. Entonces L es un
polinomio de grado uno.

Demostracion. Supongamos que L(oo) = oco. En este caso L es entera y su desarrollo de
Taylor-McClaurin converge en todos los puntos de C:
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L(z) =) a2 (2€C) (16)

Notemos que es un desarrollo en serie de Laurent de la funcién en una vecindad
agujerada de infinito, y como por hipdtesis infinito es un polo, la parte singular de este
desarrollo tiene una cantidad finita de términos. También notemos que como se trata del
punto singular infinito, la parte singular consiste de las potencias positivas. Esto significa
que L debe ser un polinomio. Sea m la multilicidad de L. Supongamos entonces que
m > 2. Entonces por el teorema fundamental del Algebra se tendrian por lo menos dos
casos: L tiene a lo menos dos ceros zy, 25 distintos contando multiplicidades o existe por
lo menos un cero z; de multiplicidad m > 2. En el primer caso, L(z;) = L(z) = 0, pero
la inyectividad de L implica que z; = z5. Esto contradice el hecho de que z; y 29 son
diferentes. Para el otro caso se observa finalmente que L se expresaria como

L(2) = am(z — 20)™ + @my1 (2 — 20)™ T 4.

y su derivada

L'(2) = man(z —2)™ 4+ ...

evaluada en z;: L'(z1) = 0 lo que contradice la inyectividad de L. De esto se sigue que
L(z) =az+b. O

Procedemos ahora a demostrar el resultado principal de esta seccién.

Teorema 6.20. Sea L € Aut(C). Entonces L € Mob(C).

Demostracion. Probemos por casos. Si L(oco) = oo, entonces por el lema anterior

L(z) = az + b, luego L € M6b(C). Ahora supongamos que L(co) = z, 20 # 0.
Entonces, se considera L := ﬁ Es evidente que Ly := L; o L € Aut(C) y satisface

Ly(00) = 00, entonces por el caso anterior Ly € M6b(C) y

L=Li"o L,
Finalmente, en virtud del teoema (6.10)) se sigue que L € Mob(C) O

Observacion 6.21. Debe notarse que L no cambia cuando a,b,c y d son multiplicadas
por una constante comun:
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az+b

L(z) = cz+d
~Aaz+ b
Az + M

= A\L(2).

Por esta razén, se puede "normalizar”la expresién ad — bec # 0 para expresarla como
ad — bc = 1.
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7. Biholomorfismos del disco unitario.

Ahora estudiamos una subfamilia de las transformaciones de Mdobius que determinan -
como se probard mas adelante- a todos los mapeos conformes del disco en el disco.
Definicién 7.1. Sea a € D denotemos por ¢, a la transformacion de Mobius dada por

a—z

(Pa(z) = ) (17>

C1—az’
¢ D.

esta transformacion tiene un cero en z = a y un polo simple en z =
Ejercicio 7.2. Demostrar que dado a € D, entonces ¢, = p,.
Corolario 7.3. Sea a € D, entonces p, es inyectiva.

Proposicién 7.4. Sea a € D, entonces p,(0D) = ID.

Demostracion. Sea z € 0D, entonces z = e y

a— e 9

1 — ae®?

a—é' B la — €| B

[pa(2)] = lpa(e”)] =

e~ —q

la — e¥|
Ademds como ¢, es inyectiva y dado que mapea circunferencias en circunferencias o rectas
se concluye que ¢, (0D) = OD. O
Ejercicio 7.5. Sea ¢, como en (17)), entonces para cada z € D se cumple que

/ 2 _ (1 B |CL|2)2
|90a(z)‘ - |1—EZ|4 )

(1 —Jal*)(1 - |2*)
|1 —az|?

1 - |pa(2)* =

Ejercicio 7.6 (Propiedades de ¢,.). Demuestre calculando directamente para cada caso
que:

Ca (Pa(2)) = 2, (18)
©a(0) = a, (19)
Pa(a) =0, (20)
[a(e?)] = 1. (21)

Ejercicio 7.7 (propiedades de la derivada de ¢,). Demuestre calculando directamente
para cada caso que:

1—|af?

n g(z) = —az)?
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Pala) = ﬁ

¢a(0) =1—laf’
90;1(2) = _a(2)

(031 (2) = ¢l ul2) = i,
- b = 1/1¢,(0)

El siguiente teorema nos sera muy tutil.

Teorema 7.8. (Teorema del mapeo abierto.) Ses f una funcion analitica y no constante
en un dominio G, entonces f(G) es también un dominio.

Ejercicio 7.9. Demuestre que f(G) en el teorema anterior es un conjunto conexo.
Teorema 7.10. (Principio del mddulo mdximo.) Sea f una funcidn analitica y no
constante en un dominio G, entonces |f(z)| no puede tener un mdzimo en ningin punto

de G.

Demostracion. Sea zy un punto arbitrario de G, y sea wy = f(29). La imagen de cualquier
vecindad V(zp) C G es un dominio que contiene a wy y por eso contiene alguna vecindad
de wy. Entonces V(zy) contiene un punto z cuya imagen w = f(z) estd mas alld del origen
en el plano-w que el punto wy mismo, es decir que |f(z)| > |f(z)|. En otras palabras,
| f(2)| no puede tener un méximo en z. O

Ahora se demuestra una consecuencia muy poderosa del principio del médulo méaximo.
Teorema 7.11. (Lema de Schwarz.) Sea f(z) una funcion analitica en el disco Dy =
{|z] < R} que se anula en z =0, y suponga que para todo z € Dg

|f(z)] £ M < oo (22)
Entonces la desigualdad
M

7)< 21 (23)

se cumple para todo z, y mds aun

M

"0)] € =. 24
0 < 5 (24)

La igualdad se cumple en la primera desigualdad o en la sequnda si y sdlo si f(z) es una
funcion de la forma

f(2) = ez, (25)



donde 0 € R.

Demostracion. Como f es analitica, del desarrollo en serie de Taylor se tiene

f”(O)Zz
2!

f(z) = f'(0)z + +... (2 € Dg)

(f(0) = 0 por hipétesis). Por otro lado, es evidente que la funcién

fz) _ /"(0)z
= = 0) + + ...
¥ - f(0) o1
es analitica en el disco Dy y toma el valor f/(0) en el origen. Sea 7, el circulo |z| = p,

donde 0 < p < R. Como la desigualdad

M
lp(2)] = < —
|2| p

se cumple para todo z € 7,, entonces en virtud del principio del médulo méximo

M
lp(2)] < —
P
para todo punto en el interior de 7,, es decir Vz € I(v,). Por eso, al hacer p — R. se

tendra

o(2)| < 2 (26)
para todo z € Dg. Si z # 0 se sustituye por ¢(z) en (26]), para obtener
M
£ < Mg

esta es la desigualdad (23)), que obviamente es valida para z = 0. Més atn, ¢(0) = f(0),
y por lo tanto, cuando z = 0, toma la forma
M
/ O < —,
o)< 5
que es justamente la igualdad . Finalmente, nétese que puede ser una igualdad
para algin z € Dp distinto de cero o puede volverse una igualdad si y sélo si se
vuelve una igualdad para algin z. Pero de acuerdo con el principio del médulo maximo,

esto s6lo es posible si p(z) es constante en Dg. Como ésta constante debe tener valor
absoluto igual a M /R, se sigue que



o equivalentemente, que
M .

]

Como consecuencia podemos ahora caracterizar a todos los biholomorfismos del disco
unitario

Ejercicio 7.12. Sea g una funcién de la forma (17)). Entonces g € Aut(D).

Teorema 7.13. Sea f: D — . Entonces f es un biholomorfismo del disco unitario si y
solo si existen a € D, y 0 € R tales que

n 2 — A
6@6

f(z) = (27)

1—az

Demostracion. Si f es de la forma entonces es un biholomorfismo del disco por el
ejercicio [7.12] Reciprocamente, supongamos que f: D — D es una biyeccién holomorfa
y sea a € D tal que f(a) = 0 y consideremos una funcién de la forma . Definamos
g = fop_, : D — D, entonces por las propiedades de ¢, (ejercicio 6) se sigue directamente
que g(0) = 0y gt = p, o f~! también satisface g~!(0) = 0. Entonces por el lema de
Schwarz, la regla de la cadena y el ejercicio 6

19'(0)] = [(f o 9-a)(0)] <1
si y sélo si
1f'(a) - ¢-a(0)] < 1,
si y solo si
[f'(@)] < 1/1¢"4(0)] = |¢a(a)l-
De la misma manera, pero ahora usando también el teorema de la funcién inversa y el
hecho de f(a) = 0 se ve directamente que

(™) () = (pao ) (0) <1
si y sélo si
EL0) - (F () < 1

si y sélo si

[Pl(a)- (1) (0) <1

"(a 1 — | f(a
(@) < g = @)

si y solo si

esto es



Por lo tanto,

[(f 2 9-a) (0)] = | £ (-a(0)) - ¢" 4 (0)]

= [f'(a) - L, ()| = [f(a)] - [¢"a(0)] = EROR [

Entonces nuevamente por el lema de Schwarz existe 6 € R, tal que para todo z € D

fop_a(z) = ewz,

o lo que es lo mismo

f(z) =g (pa(z)) = e . VzeD 0

1—az

Observacién 7.14. Puede obtenerse mas informacién todavia. En efecto, al derivar la
ultima expresion, se obtiene que

o 1—lal®
/Z :ezﬁ ’
de donde haciendo z = a )
/ — 0

lo que implica que 6 € arg (f'(a)).

Ejercicio 7.15. Sea ) # C un abierto para el que existen biyecciones holomorfas
f,g : Q — D tales que f(a) = g(a) = 0 para algin a € Q. Entonces existe § € R
tal que

f(z) =¢€"g(z) VzeQ
Ejercicio 7.16. Sea L € Mob(D), entonces

_az—l—b
l;z—i-a’

L(z)

donde a,b € C y satisfacen |a|* — |b> = 1.

Para el semiplano superior H, también existen resultados andlogos que se siguen
directamente de lo ya demostrado. Es nuevamante evidente que sélo basta demostrar
una contencion.

Ejercicio 7.17. Sea L una funcién definida por la regla

zZ—1

L =
(2) 241

entonces L es un biholomorfismo entre H y .
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A continuacién, se muestra que todo elemento de Aut(H) es de la forma

Teorema 7.18. Sea T' € Aut(H), entonces T € Mob(C).

Demostracion. Sea T € Aut(H), se define Ly := LoT o L™, donde L es la transformacién
del ejercicio ([7.17)), entonces es evidente que L; € Aut(D). Pero entonces

T=L"'oLolL.

Entonces, como L~'o Ly o L € M6b(C) (por el ejercicio (6.10))), se sigue la afirmacién [
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