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de Egérov.
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1. Conjuntos de funciones uniformemente integrables
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Un papel crucial en esta teoria hace el conjunto de los puntos donde una

funciéon f toma valores absolutos mas grandes que un nimero dado, y la

integral de | f| sobre este conjunto.
Sea (X, F, i, C) un espacio de medida.



1 Notacién. Dada una funcién f € LY(X, F, p, C) y un niimero M > 0,
poNgamos

A(f M) = {o e X |f@)| =M}, V(f,u M) = / L

Como p sera fija en todos los razonamientos, en vez de V' (f, u, M) escribi-

remos solo V' (f, M).

2 Definicién. Sea C un subconjunto de L' (X, F, u, C). Se dice que C' es
uniformemente integrable si para cada € > 0 existe M > 0 tal que para
cada f € C se cumple que V(f, M) < e.

Ve>0 dM >0 VfeC V(f,M)<e
3 Proposicién. Sea f € LY(X, F,pn,C). Entonces

/ ‘f‘dﬂ—/ 1A<f,M>!fldu—/(l[M,+oo>0|f\)-\f!dw
A(f,M) X X

Demostracion. En efecto, para la primera igualdad notemos que

Laggan (@) [f(@)] = [f(z)] stz e A(f, M),

(Lagran [fD(z) = (2)
0 si v & A(f,M).

Entonces

/ Lacean | fldp = / Lacean | fldp +/ Lacean | fldp
X A(f,M) X\A(f,M)

= / Lagran | f] dp.
A(f,M)

Porque en el dominio de integracion X\ A(f, M), la funcién se anula.
Ademas, por (2) tenemos la igualdad (Lacsan |f])(z) = |f(x)| para cada

(3)
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x € A(f, M), luego

| vwgnlflde= [ inlda
A(f,M) A(f,M)
.. Por (3)

[ g\l = [ irlda
X A(f,M)

Ahora, para la segunda parte de la igualdad, notemos que

([ (Iprioo)) (f(2) = 1 si f(z) € [M,+00)

(L) © £)(2) = 4 s @€ AL M),

(Uaroo) (F@) =0 sz ¢ A(f, M),

\
Entonces

((tamyo N1 = { O S TSARN

Calculando la integral, resulta
[ oo § fldu= [ (Qppamyo §)elfldn (9
X A(f,M)

pues de (4) la funcién se anula en X \ A(f, M).
Finalmente, de (4) y de (5)

/ Lo 0 f) - 1] du = / (1) dp.
X A(f,M)
[]

Es facil ver que la expresion V(f, M) depende de M de manera decre-
ciente.



4 Proposicién. Sea f € LYX,F,u,C). Entonces la familia de con-
quntos (A(f, M))r=o es decreciente y la familia de numeros (V (f, M)) =0
es decreciente, es decir para cualesquiera My, My > 0 con M; < M,y se
tiene

A(f, M) 2 A(f, M,),

V(f7 Ml) > V(f7 MQ)

Demostracion. En efecto, sea M;, My > 0 con M; < M,. Sea x €
A(f, My) entonces | f(x)| > My > My, asi que x € A(f, My).
Notemos que

V(f, My) = / fldp < / fldu=V(f, M),
A(f. M) A(f,My)

por la monotonia de la integral sobre el dominio de integracion. O
Usando esta observacion, podemos dar otras formas equivalentes de la de-
finicion 2.

5 Proposicién. Sea C un subconjunto de L*(X, F, u, C). Entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:

1. C es uniformemente integrable,

2.¥e>0 dM >0 sup V(f, M) < e,

fec
3. Ve >0 inf sup V(f,M) <e,
M=>0 fecC
. inf M)=0
4. Inf up VI(f,M)=0,
5. lim  sup V(f, M) =0.
M—o0 feC



Demostracion. 1. = 2. Como C' es uniformemente integrable entonces
para e > 0 existe M > 0 tal que para cada f € C' se cumple que V(f, M) <
€.

Entonces € es una cota superior para el conjunto {V(f,M) : f € C}

entonces sup V (f, M) < e.
fec

2. = 1.S5iVe >0 dM >0 sup V' (f, M) < € entonces Vf €

fec
C, V(f,M)<supV(f,M)<e
fec

2. = 3. Sea B = {SupV(f,M) M > O}.
fec

Como por hipdtesis para € > 0 IM, > 0 tal que sup V' (f, M) < e. Si

fec
inf(B) = sup V(f, M), hemos terminado.
fel

De otra forma, como inf(B) < supV(f, M) V¥V M > 0. En particular,
fec

para M, se tiene inf(B) <sup V(f, M,) <e= if sup V(f,M) <e.
fec M>0" fec

3. = 2. Sea B = {Sup V(f,M): M > 0.} . Tomemos € > 0 arbitrario.
fec
Si inf(B) < €, entonces 3 M tal que inf(B) =sup V(f, My) < €.
fec
3. <= 4. Trivial.

(4) <= (5)Por la proposicién 4,la familia {Sup V(f,M )} es decre-
Jec M>0
ciente, luego su limite coincide con el infimo de los valores. ] ]

2. Familias Uniformemente Integrables

La siguiente definicién es muy similar a la definicién 2. Formalmente apli-
camos la definicion 2 al conjunto C:={f; : j € J}.



6 Definicion. Sea (f;);c; una familia pertenecientes a L' (X, F, u, C). Se
dice que C es una familia de funciones uniformemente integrable.

Ve>0 3IM>0 VjeJ V(f,M)<e

7 Ejemplo. Consideremos [0, 1] con la medida de Lebesgue . Definimos
la sucesion de funciones (f,,)nen mediante la siguiente regla:

Jn = nl[o 1

Mostremos que la sucesion ( f,,)nen no es uniformemente integrable.
Solucion. Queremos ver que
de>0 VM>0 dneN V(f,,M)>e.
Sea ¢ = 1, M > 0 arbitrarios. Tenemos que
Ao M) = {2 € X : [ful@)l = M} = {z € [0,1]: |ful2)] = M)
) :
={zx €0,1]: fulx) > M} = {(g(’)’ﬁ] ) zzi]\]\?

Asi que dado K > M, tenemos que

1
=L wcn(p)) 1=
A(fkvM) [O 1] [07%]

&
. Basta tomar e =1 VM > 0 tomando K = [M]|  V(f,, M) > ¢
. (fn)nen no es uniformemente integrable.

8 Ejemplo. Consideramos [0, 1] con la medida de Lebesgue p. Definimos
la sucesion de funciones ( f,)nen mediante la siguiente regla:

Solucion.
Sea € > (. Para cada n € N calculamos A(f,,, M)
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0,2] si /n> M,

Si A(f, M) = () hemos terminado.
En el otro caso, cuando A(f,, M) = [0, 1] la integral queda como:

N
hdu=/‘ hdu=¢ﬁ/ dp = ~— = 6
(men" mﬁ‘ | 0.1 non )

ycomo\/HZMéﬁgﬁ.

. Basta tomar M< %

De (6) se sigue que
/ﬁ | ful dp < e.
A(fn, M)

9 Proposiciéon (Una familia de funciones dominada por una funcion inte-
grable es uniformemente integrable). Sea (X, F, u) un espacio de medida

y sea (f)jen una familia de funciones en M (X, F, u, C) dominada por
una funcion integrable h:

1. he LYX, F,ul0,00]),

2. |fil < h para cada j € J.
Entonces la familia (f;)jen es uniformemente integrable.
Para demostrar la 9, demostraremos primero los siguientes lemas.

10 Lema. Sea (X, F, i) un espacio de medida y sea (f;)jen una familia
de funciones en M (X, F, u, C) dominada por una funcion integrable h:

Z. hEL1<X7-F7/'L7 [O7OO]>7
2. |fijl < h para cada j € J.



Entonces para todo M >0 yVj e N, A(f;, M) C A(h, M).
Demostracion. En efecto, sea f; € (fj)jen v © € A(f;, M) entonces

|fi(x)| > M = h(x) > M por lo que x € A(h, M). ]
11 Lema. Sea f € LY (X, F, u,[0,00]), esto es, f € M(X,F,[0,00]) ¥
/ fdp < oo

X

Entonces A}gnoo fA(f,M) fdp =20

Demostracion. Definimos ¢ : F — [0, 00] como ¢(Y) := [, fdu. Sabe-
mos que ( es una premedida.

Definimos Ao = {x € X : f(x) =4o0}. Entonces pu(A;o) = 0, luego
P(Ateo) = fA+oo fdp =0.

ﬂ A(f,m) = f ﬂ m, +oo]] = f {400} = Ayne.

meN [mEN
Como vimos en 4, la sucesion (A(f, m))men es decreciente. Ademads, ¢ <
+00. Aplicando la continuidad de ¢ por arriba:

i @(A(f,m)) = p(Ase) = 0.

Demostracion de la proposicion 9. Tenemos

sup / | fildp < sup / hdu < / hd,
jed JA(f:, M) jed JA(f;,M) A(h,M)

J J

lim sup/ fildp < 1im / hdp =0
M—00 je g A(f-,M)‘ d M=o J A(h,M)

J

= lim sup/ | fildp = 0.

luego

.. Utilizando la equivalencia de la proposicién 5, la familia (f;);es es uni-
formemente integrable. ]



3. Teorema de la Convergencia de Vitali y su reciproco.

12 Proposicién. Sea C ¢ LY (X, F,u,C) un conjunto de funciones
uniformemente integrable. Entonces para todo € > 0 existe 0 > 0 tal
que para cada E € F con p(F) < § se tiene

/ | fldu < € para cada f € C.
E

Demostracion. Sea ¢ > 0, como C es uniformemente integrable, existe
M > 0 tal que

/ fldu << Ve,
A(f.M) 2

Sea 6 = 537 y sea I € I tal que p(E) < 9, entonces

/ Fldp = / Fldp + / Fldy
E ENA(f,M) E\A(f,M)
S/ \f\d,u—F/ Mdu
A(f,M) E\A(f,M)

s/ \f\du+/Mdu
A(f,M) E
< %—i—M(Sze.

[]

13 Teorema. Teorema de la convergencia de Vitali. Sea (X, F, 1) un
espacio de medida finita, es decir, u(X) < oo. Supongamos que (f,)nen
es una sucesion en L(X, F,u, C) con las siguientes propiedades:

1. (fu)nen €s uniformemente integrable,

2. (fo)nen converge o — c.t.p. a una funcion g,

3. u{x e X :g(r) =00}) =0.



Entonces g € LN X, F,u,C) y
lim / |fo —g|du=0.

Demostracion. Sea e > 0. Como ( f,,)nen es uniformemente integrable, por
la proposicion 12 tenemos que existe § > 0 tal que VD € Fu(D) < 6 se
tiene

€
/ fldu<$ WneN 7
D 3
Por el teorema de Egorov tenemos que (f,,) converge casi uniformemente a

X\E
g, entonces existe E € F tal que u(F) <dy f 0 g.
Sea o = 3y COMO (fn) converge uniformemente a g en X \ E entonces

dkeN Vn>k Vee X\ E |fu(z)—gx)| <
Luego

(X \ E) €
fn—gd,u</ adp = ap(X \ B) = = —. 8
L\E‘ | X\E XA\ E) 3WX\E) 3 ®
Ademas, como u(E) < 9, se cumple (7).
Por el lema de Fatou, tenemos

/ lg|ldp = / liminf | f,,|dp < Hminf/ | fuldp < ° (9)

Finalmente, para cadan > k

/ Fo— gl — / Fo— gl + / F — gldu
X E X\E
< / Foldp + / gldy + / = gldn
E E X\E

<e+e+e
—+-+=-=c€
3 3 3
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Donde la tltima desigualdad se tiene por (7), (8) v (9).
Ademas, por la desigualdad inversa del triangulo se tiene

/lgldNS/ !fn\du+/ | fn — gldp < 00,
X X X
[]

Para espacios de medida finita, debido a la proposicion 9, el teorema de
la convergencia dominada de Lebesgue se puede obtener como un corolario
del teorema 13.

El siguiente teorema se puede considerar como el reciproco al teorema de
la convergencia de Vitali.

14 Teorema. Sea (X, F, u) un espacio de medida finita, esto es, pu(X) <
0o. Supongamos que (fn)nen es una sucesion en LY X, F, u, C) tal que
para cada FE en F' existe un limite de la sucesion de integrales

/Efn dp

Entonces la sucesion (fy)nen €s uniformemente integrable.
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