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1. Conjuntos de funciones uniformemente integrables

Un papel crucial en esta teoria hace el conjunto de los puntos donde una

función f toma valores absolutos más grandes que un número dado, y la

integral de |f | sobre este conjunto.

Sea (X,F , µ,C) un espacio de medida.
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1 Notación. Dada una función f ∈ L1(X,F , µ,C) y un número M > 0,

pongamos

A(f,M) := {x ∈ X : |f (x)| ≥M}, V (f, µ,M) :=

∫
A(f,M)

|f | dµ.

Como µ será fija en todos los razonamientos, en vez de V (f, µ,M) escribi-

remos solo V (f,M).

2 Definición. Sea C un subconjunto de L1(X,F , µ,C). Se dice que C es

uniformemente integrable si para cada ε > 0 existe M > 0 tal que para

cada f ∈ C se cumple que V (f,M) < ε.

∀ε > 0 ∃M > 0 ∀f ∈ C V (f,M) < ε.

3 Proposición. Sea f ∈ L1(X,F , µ, C). Entonces∫
A(f,M)

|f | dµ =

∫
X

1A(f,M) |f | dµ =

∫
X

(1[M,+∞) ◦ |f |) · |f | dµ.

Demostración. En efecto, para la primera igualdad notemos que

(1A(f,M) |f |)(x) =


1A(f,M)(x) |f (x)| = |f (x)| si x ∈ A(f,M),

0 si x /∈ A(f,M).

(2)

Entonces

∫
X

1A(f,M) |f | dµ =

∫
A(f,M)

1A(f,M) |f | dµ +

∫
X\A(f,M)

1A(f,M) |f | dµ

=

∫
A(f,M)

1A(f,M) |f | dµ.
(3)

Porque en el dominio de integración X\A(f,M), la función se anula.

Además, por (2) tenemos la igualdad (1A(f,M) |f |)(x) = |f (x)| para cada
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x ∈ A(f,M), luego∫
A(f,M)

1A(f,M) |f | dµ =

∫
A(f,M)

|f | dµ.

∴ Por (3) ∫
X

1A(f,M) |f | dµ =

∫
A(f,M)

|f | dµ.

Ahora, para la segunda parte de la igualdad, notemos que

(1[M,+∞) ◦ f )(x) =


(1[M,+∞))(f (x)) = 1 si f (x) ∈ [M,+∞)

si x ∈ A(f,M),

(1[M,+∞))(f (x)) = 0 si x /∈ A(f,M).

Entonces

((1[M,+∞) ◦ f ) · |f |)(x) =

{
|f (x)| si x ∈ A(f,M),

0 si x /∈ A(f,M).
(4)

Calculando la integral, resulta∫
X

1[M,+∞) ◦ f ) · |f | dµ =

∫
A(f,M)

(1[M,+∞) ◦ f ) · |f | dµ, (5)

pues de (4) la función se anula en X \ A(f,M).

Finalmente, de (4) y de (5)∫
X

1[M,+∞) ◦ f ) · |f | dµ =

∫
A(f,M)

(|f | dµ.

Es fácil ver que la expresión V (f,M) depende de M de manera decre-

ciente.
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4 Proposición. Sea f ∈ L1(X,F , µ,C). Entonces la familia de con-

juntos (A(f,M))M>0 es decreciente y la familia de números (V (f,M))M>0

es decreciente, es decir para cualesquiera M1,M2 > 0 con M1 < M2 se

tiene

A(f,M1) ⊇ A(f,M2),

V (f,M1) ≥ V (f,M2).

Demostración. En efecto, sea M1,M2 > 0 con M1 < M2. Sea x ∈
A(f,M2) entonces |f (x)| > M2 > M1, aśı que x ∈ A(f,M1).

Notemos que

V (f,M2) =

∫
A(f,M2)

|f | dµ ≤
∫
A(f,M1)

|f | dµ = V (f,M1),

por la monotońıa de la integral sobre el dominio de integración.

Usando esta observación, podemos dar otras formas equivalentes de la de-

finición 2.

5 Proposición. Sea C un subconjunto de L1(X,F , µ,C). Entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:

1. C es uniformemente integrable,

2. ∀ε > 0 ∃M > 0 sup
f∈C

V (f,M) < ε,

3. ∀ε > 0 ı́nf
M>0

sup
f∈C

V (f,M) < ε,

4. ı́nf
M>0

sup
f∈C

V (f,M) = 0,

5. ĺım
M→∞

sup
f∈C

V (f,M) = 0.
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Demostración. 1. ⇒ 2. Como C es uniformemente integrable entonces

para ε > 0 existe M > 0 tal que para cada f ∈C se cumple que V (f,M) <

ε.

Entonces ε es una cota superior para el conjunto {V (f,M) : f ∈ C}
entonces sup

f∈C
V (f,M) < ε.

2. ⇒ 1. Si ∀ε > 0 ∃M > 0 sup
f∈C

V (f,M) < ε entonces ∀f ∈

C, V (f,M) < sup
f∈C

V (f,M) < ε.

2.⇒ 3. Sea B :=

{
sup
f∈C

V (f,M) : M > 0

}
.

Como por hipótesis para ε > 0 ∃Mε > 0 tal que sup
f∈C

V (f,Mε) < ε. Si

ı́nf(B) = sup
f∈C

V (f,Mε), hemos terminado.

De otra forma, como ı́nf(B) < sup
f∈C

V (f,M) ∀ M > 0. En particular,

para Mε se tiene ı́nf(B) < sup
f∈C

V (f,Mε) < ε ⇒ ı́nf
M>0

sup
f∈C

V (f,M) < ε.

3.⇒ 2. Sea B :=

{
sup
f∈C

V (f,M) : M > 0.

}
. Tomemos ε > 0 arbitrario.

Si ı́nf(B) < ε, entonces ∃ M1 tal que ı́nf(B) = sup
f∈C

V (f,M1) < ε.

3.⇐⇒ 4. Trivial.

(4) ⇐⇒ (5)Por la proposición 4,la familia

{
sup
f∈C

V (f,M)

}
M>0

es decre-

ciente, luego su ĺımite coincide con el infimo de los valores.

2. Familias Uniformemente Integrables

La siguiente definición es muy similar a la definición 2. Formalmente apli-

camos la definición 2 al conjunto C :={fj : j ∈ J}.
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6 Definición. Sea (fj)j∈J una familia pertenecientes a L1(X,F , µ,C). Se

dice que C es una familia de funciones uniformemente integrable.

∀ε > 0 ∃M > 0 ∀j ∈ J V (fj,M) < ε.

7 Ejemplo. Consideremos [0, 1] con la medida de Lebesgue µ. Definimos

la sucesión de funciones (fn)n∈N mediante la siguiente regla:

fn = n1[0, 1n ]

Mostremos que la sucesión (fn)n∈N no es uniformemente integrable.

Solución. Queremos ver que

∃ ε > 0 ∀M > 0 ∃ n ∈ N V (fn,M) ≥ ε.

Sea ε = 1, M > 0 arbitrarios. Tenemos que

A(fn,M) = {x ∈ X : |fn(x)| ≥M} = {x ∈ [0, 1] : |fn(x)| ≥M}

= {x ∈ [0, 1] : fn(x) ≥M} =

{[
0, 1

n

]
, si n ≥M,

∅, si n < M.

Asi que dado K ≥M , tenemos que∫
A(fk,M)

|fk| dµ =

∫
[0,1k ]

|fk| dµ = k

∫
[0,1k ]

dµ = k µ

([
0,

1

k

])
= 1 = ε.

∴ Basta tomar ε = 1 ∀M > 0 tomando K = dMe V (fn,M) ≥ ε

∴ (fn)n∈N no es uniformemente integrable.

8 Ejemplo. Consideramos [0, 1] con la medida de Lebesgue µ. Definimos

la sucesión de funciones (fn)n∈N mediante la siguiente regla:

fn =
√
n 1[0, 1n ].

Solución.

Sea ε > 0. Para cada n ∈ N calculamos A(fn,M)
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A(fn,M) = {x ∈ X : |fn(x)| ≥M} =

{
[0, 1

n] si
√
n ≥M,

∅ si
√
n < M.

Si A(fn,M) = ∅ hemos terminado.

En el otro caso, cuando A(fn,M) = [0, 1
n] la integral queda como:∫

A(fn,M)

|fn| dµ =

∫
[0, 1n ]

|fn| dµ =
√
n

∫
[0, 1n ]

dµ =

√
n

n
=

1√
n

(6)

y como
√
n ≥M ⇒ 1√

n
≤ 1

M .

∴ Basta tomar M< 1
ε .

De (6) se sigue que ∫
A(fn,M)

|fn| dµ < ε.

9 Proposición (Una familia de funciones dominada por una función inte-

grable es uniformemente integrable). Sea (X,F , µ) un espacio de medida

y sea (fj)j∈N una familia de funciones en M(X,F , µ,C) dominada por

una función integrable h:

1. h ∈ L1(X,F , µ, [0,∞]),

2. |fj| ≤ h para cada j ∈ J .

Entonces la familia (fj)j∈N es uniformemente integrable.

Para demostrar la 9, demostraremos primero los siguientes lemas.

10 Lema. Sea (X,F , µ) un espacio de medida y sea (fj)j∈N una familia

de funciones en M(X,F , µ,C) dominada por una función integrable h:

1. h ∈ L1(X,F , µ, [0,∞]),

2. |fj| ≤ h para cada j ∈ J .
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Entonces para todo M > 0 y ∀j ∈ N, A(fj,M) ⊆ A(h,M).

Demostración. En efecto, sea fj ∈ (fj)j∈N y x ∈ A(fj,M) entonces

|fj(x)| ≥M ⇒ h(x) ≥M por lo que x ∈ A(h,M).

11 Lema. Sea f ∈ L1(X,F , µ, [0,∞]), esto es, f ∈ M(X,F , [0,∞]) y∫
X

fdµ <∞

Entonces ĺım
M→∞

∫
A(f,M) fdµ = 0

Demostración. Definimos ϕ : F → [0,∞] como ϕ(Y ) :=
∫
Y fdµ. Sabe-

mos que ϕ es una premedida.

Definimos A+∞ := {x ∈ X : f (x) = +∞}. Entonces µ(A+∞) = 0, luego

ϕ(A+∞) =
∫
A+∞

fdµ = 0.⋂
m∈N

A(f,m) = f−1

[⋂
m∈N

[m,+∞]

]
= f−1[{+∞}] = A+∞.

Como vimos en 4, la sucesión (A(f,m))m∈N es decreciente. Además, ϕ <

+∞. Aplicando la continuidad de ϕ por arriba:

ĺım
m→∞

ϕ(A(f,m)) = ϕ(A+∞) = 0.

Demostración de la proposición 9. Tenemos

sup
j∈J

∫
A(fj ,M)

|fj|dµ ≤ sup
j∈J

∫
A(fj ,M)

hdµ ≤
∫
A(h,M)

hdµ,

luego

ĺım
M→∞

sup
j∈J

∫
A(fj ,M)

|fj|dµ ≤ ĺım
M→∞

∫
A(h,M)

hdµ = 0

⇒ ĺım
M→∞

sup
j∈J

∫
A(fj ,M)

|fj|dµ = 0.

∴ Utilizando la equivalencia de la proposición 5, la familia (fj)j∈J es uni-

formemente integrable.
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3. Teorema de la Convergencia de Vitali y su rećıproco.

12 Proposición. Sea C ⊂ L1(X,F , µ,C) un conjunto de funciones

uniformemente integrable. Entonces para todo ε > 0 existe δ > 0 tal

que para cada E ∈ F con µ(E) < δ se tiene∫
E

|f |dµ < ε para cada f ∈ C.

Demostración. Sea ε > 0, como C es uniformemente integrable, existe

M > 0 tal que ∫
A(f,M)

|f |dµ < ε

2
∀f ∈ C.

Sea δ = ε
2M y sea E ∈ F tal que µ(E) < δ, entonces∫

E

|f |dµ =

∫
E∩A(f,M)

|f |dµ +

∫
E\A(f,M)

|f |dµ

≤
∫
A(f,M)

|f |dµ +

∫
E\A(f,M)

Mdµ

≤
∫
A(f,M)

|f |dµ +

∫
E

Mdµ

<
ε

2
+ Mδ = ε.

13 Teorema. Teorema de la convergencia de Vitali. Sea (X,F , µ) un

espacio de medida finita, es decir, µ(X) <∞. Supongamos que (fn)n∈N
es una sucesión en L1(X,F , µ,C) con las siguientes propiedades:

1. (fn)n∈N es uniformemente integrable,

2. (fn)n∈N converge µ− c.t.p. a una función g,

3. µ({x ∈ X : g(x) =∞}) = 0.
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Entonces g ∈ L1(X,F , µ,C) y

ĺım
n→∞

∫
X

|fn − g| dµ = 0.

Demostración. Sea ε > 0. Como (fn)n∈N es uniformemente integrable, por

la proposición 12 tenemos que existe δ > 0 tal que ∀D ∈ Fµ(D) < δ se

tiene

∫
D

|fn|dµ <
ε

3
∀n ∈ N. (7)

Por el teorema de Egorov tenemos que (fn) converge casi uniformemente a

g, entonces existe E ∈ F tal que µ(E) < δ y f
X\E
=⇒ g.

Sea α = ε
3µ(X\E) como (fn) converge uniformemente a g en X \E entonces

∃k ∈ N ∀n ≥ k ∀x ∈ X \ E |fn(x)− g(x)| < α.

Luego

∫
X\E
|fn − g|dµ <

∫
X\E

αdµ = αµ(X \ E) =
εµ(X \ E)

3µ(X \ E)
=
ε

3
. (8)

Además, como µ(E) < δ, se cumple (7).

Por el lema de Fatou, tenemos

∫
E

|g|dµ =

∫
E

ĺım inf
n→∞

|fn|dµ ≤ ĺım inf
n→∞

∫
E

|fn|dµ <
ε

3
. (9)

Finalmente, para cada n ≥ k∫
X

|fn − g|dµ =

∫
E

|fn − g|dµ +

∫
X\E
|fn − g|dµ

≤
∫
E

|fn|dµ +

∫
E

|g|dµ +

∫
X\E
|fn − g|dµ

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε
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Donde la última desigualdad se tiene por (7), (8) y (9).

Además, por la desigualdad inversa del triángulo se tiene∫
X

|g|dµ ≤
∫
X

|fn|dµ +

∫
X

|fn − g|dµ < +∞.

Para espacios de medida finita, debido a la proposición 9, el teorema de

la convergencia dominada de Lebesgue se puede obtener como un corolario

del teorema 13.

El siguiente teorema se puede considerar como el rećıproco al teorema de

la convergencia de Vitali.

14 Teorema. Sea (X,F , µ) un espacio de medida finita, esto es, µ(X) <

∞. Supongamos que (fn)n∈N es una sucesión en L1(X,F , µ,C) tal que

para cada E en F existe un ĺımite de la sucesión de integrales∫
E

fn dµ

Entonces la sucesión (fn)n∈N es uniformemente integrable.
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