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con un producto interno, completo.

Una familia (K,).ep € H D es un nicleo reproductor de H si

VfeH VzeD f(z) = (f,K,).

Propiedad hermitica y férmula para la norma:

K. (w) = Ky(2), ||KZH2 = K.(2),

El conjunto {K,: z € D} es total en H.
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Introduccién
00000000000

Ejemplos de EHNR

L} (D), el espacio de Bergman de funciones analiticas en el disco.

LE (C, e~ dpiy(2)), el espacio de Bargman-Segal-Fock,

K.(w) =e"".
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Introduccién
[e]e] lelelelelelele]e)

Ejemplos de EHNR

L2 (I), el espacio de Bergman de funciones arménicas en II,
Ke(w) = Cr(w 1— 2?2 7(z i w)2
L 1o (II), funciones n-analiticas:
A
oz"
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Ejemplos de EHNR

Espacios de ondiculas.

K.(w) = ($uw, V) 2wy (2,w € 1D).

Espacios asociados al nicleo de Gauss—Weierstrass (se usan en machine learning).

K,(w) = exp (—a2 (w; — zJ)Q) (z,w e C").
=1

J
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Grupos abelianos localmente compactos

Cada GALC tiene una medida de Haar v:

v es invariante bajo traslaciones y regular.
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Grupos abelianos localmente compactos

Cada GALC tiene una medida de Haar v:

v es invariante bajo traslaciones y regular.

Ejemplos.
o R, con la medida de Lebesgue ;.
o T={reC: |r| =1}, con la longitud del arco normalizada.
e R/(277Z), isomorfo a T.

@ 7, con la medida de conteo.
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Introduccién

Representaciones unitarias

Sea H un espacio de Hilbert.
U(H) := operadores unitarios en H.

Sea G un grupo abeliano localmente compacto.

Una representacion unitaria de G en H
es un homomorfismo p: G — U(H) fuertemente continuo.

e Va,be G p(a+b) = p(a)p(b).

o Vfe H la funcién a — p(a)f es continua.
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Ejemplos de representaciones unitarias de grupos

Rotaciones en LZ | (D):

(N )(2) = f(r7'2) (T €T).
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Ejemplos de representaciones unitarias de grupos
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Introduccién
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Ejemplos de representaciones unitarias de grupos

Rotaciones en LZ | (D):
(p(1)f)(z) = f(7712) (T €T).
Desplazamientos horizontales en L2 (I1):

(p(a)f)(2) = f(z—a)  (a€R)

Dilataciones en L2, (I1):
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Introduccién
[e]e]e]e]e]ele] lelele)

Problema: estudiar el centralizador

Dada una representacién unitaria p de G en H,
queremos estudiar los operadores que conmutan con p:

V = p = {SeB(H): YaeG  Sp(a)=pla)S}.

10 / 40



Problema: estudiar el centralizador

Dada una representacién unitaria p de G en H,
queremos estudiar los operadores que conmutan con p:

V = p = {SeB(H): YaeG  Sp(a)=pla)S}.
V es un élgebra de von Neumann = algebra W*:
e subdlgebra de B(H) con identidad,

e VS eV S*eV,

e cerrada en la topologia débil de operadores.
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Introduccién
[e]e]e]e] [e]e] Jele]

Ejemplos de V

Vi=p ={SeBH): VacG  Spla)=pla)S}.

@ Operadores radiales: conmutan con las rotaciones.
@ Operadores verticales: conmutan con los desplazamientos horizontales.

@ Operadores angulares: conmutan con las dilataciones.
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Introduccién

Antecedentes: mas de 20 ejemplos de clases de operadores invariantes

Varios autores: Vasilevski, Grudsky, Karapetyants, Quiroga-Barranco, Hutnik,
Hutnikova, Miskova, Loaiza-Leyva, Lozano-Arizmendi, Sdnchez-Nungaray,
Ramirez-Ortega, Ramirez-Mora, Morales-Garcia, etc.

e Operadores radiales en L (D).
e Operadores verticales y angulares en L (II).

Operadores radiales en L2, (D).

arm

Operadores verticales y angulares en L2, (II).

Operadores verticales en espacios de ondiculas.

Operadores verticales y angulares en L2, (II).
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Encontrar un esquema que abarque los resultados previos.
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Encontrar un esquema que abarque los resultados previos.

iPara gobernarlos a todos!
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Herramientas

900000000

© Herramientas
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Operadores de multiplicacién en L*(X, i)

Sea (X, u) un espacio de medida o-finita.
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Operadores de multiplicacién en L*(X, i)

Sea (X, u) un espacio de medida o-finita.
Dada a € L*®(X, i), definimos M, € B(L*(X, p)),
M,f =af.
Los operadores de multiplicaciéon tienen propiedades simples:
IMa = lalloo,  MuMy= My = MyM,,  Sp(M,) = EssRange(a).
Algebra de operadores de multiplicacién:
Mx ={My: a€ L¥(X,u)}.

Mx es un dlgebra W*, es conmutativa, Mx = L>®(X, u).
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El grupo dual de un GALC

Sea GG un grupo abeliano localmente compacto.
Un caracter de G es un homomorfismo continuo G — T.

Ejemplos:
e G=R,G =R,
e(a) = ',
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Herra
[e]e] lelele]e]e]e)

El grupo dual de un GALC

Sea GG un grupo abeliano localmente compacto.
Un caracter de G es un homomorfismo continuo G — T.

Ejemplos:
e G=R,G =R,
ve(a) = ',
o G=R/(2rZ), G=1,
(0 + 277) = M
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Transformada de Fourier

Sea G un GALC con una medida de Haar v.
Para cada f en L(G),

~

(FNO = [ @@ D@ (<.
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Herramientas
000e00000

Transformada de Fourier

Sea G un GALC con una medida de Haar v.
Para cada f en L(G),

~

(FNO = [ @@ D@ (<.

Se puede elegir una medida de Haar U en G tal que

Vi e LNGNIAG)  IFflg = Ifle

F se extiende a un isomorfismo isométrico L?(G) — L?*(G),
que se conoce como la transformada de Fourier—Plancherel.
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Ejemplos de medidas de Haar en el grupo dual

w1 = la medida de Lebesgue en R.

e G=R, G=R,
Pe(x) = el €, v=p="tL
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Herramientas
0000e0000

Ejemplos de medidas de Haar en el grupo dual

w1 = la medida de Lebesgue en R.
e G=R, G=R,

e G=R, G=R,

o G=Tx=R/(2rZ), G=1,
Yi(r) =1,
vt es la longitud del arco normalizada,
U es la medida de conteo en Z.
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Herramientas

[e]e]e]e]e] Jele]e]

Operadores en L%(G) invariantes bajo traslaciones

Dado a en G, definimos pg(a): L*(G) — L*(G),

(ra(a)f)(x) = f(x — a).

Proposicion

Sea S € B(L*(G)). Entonces son equivalentes:
° S € pg
o existe o en L°(G) tal que FSF* = M,.
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Proposicion

Sea S € B(L*(G)). Entonces son equivalentes:
° S € pg
o existe o en L°(G) tal que FSF* = M,.

Algebra de operadores invariantes bajo traslaciones:

I

pe = {SeB(L*G): VYaeG pgla)S=Spg(a)} L(

\@)
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Traslaciones horizontales en L*(G x Y)

Sean G un GALC o-compacto y metrizable,
(Y, \) un espacio de medida o-finita.
Supongamos que L?(G) y L?(Y) son separables.
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Traslaciones horizontales en L*(G x Y)

Sean G un GALC o-compacto y metrizable,

(Y, A) un espacio de medida o-finita.

Supongamos que L?(G) y L?(Y) son separables.

Para cada a en G definimos pgxy (a) € B(L*(G x Y)),

(paxy(a)f)(z,y) = f(z — a,y).

En otras palabras,
paxy(a) = pa(a) ® ILz(y).

PGxy €s una representacién unitaria del grupo G en L?(G x Y).
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Herramientas
000000080

Transformada de Fourier respecto a la primera coordenada

FRI:L*(GxY)— L2 (GxY),

esto es,

(Feo)f /facy dv(z) (€€@, yeY).

21 / 40



Herramientas
00000000 e

Descomposicion del dlgebra pi

@
(F&I) sy (FO D) = [ BIAY)) do(e).

En otras palabras, para cada S en pg, .y existe una familia de operadores (Ag)
en B(L?(Y)) tal que

IEe

(FoI)S(FoI) / Ag dD(€)

Esto significa que Vg € L2(G x Y)

(FeD)S(FI)G)E, )= Ay, ).
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radores invariantes en EHNR

90000000000

@ Operadores invariantes en EHNR
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tes en EHNR

Suposiciones

Trabajamos en el siguiente contexto:
@ (G es un grupo abeliano localmente compacto G,
e (Y, ) es un espacio de medida o-finita,
o H es un EHNR sobre G x Y,
o H estd encajado en L?(G x Y),

o H es invariante bajo paxy -

24 / 40



s en EHNR

La invarianza de H bajo traslaciones horizontales

Sea P € B(L?(G x Y)) la proyeccién ortogonal sobre H:

(P, y) = (f, Kay)-

Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) Vae G pgxy(a)(H) C H;

(b) Vae G paxy(a)P = Ppgxy(a);

(¢c) Va,x e G VyeY pxy (@) Ky = Koyay;

(d) Vz,ue G Vy,veY Ky y(u,v) = Koy(u — z,v).
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s en EHNR

La invarianza de H bajo traslaciones horizontales

Sea P € B(L?(G x Y)) la proyeccién ortogonal sobre H:

(P, y) = (f, Kay)-

Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) Vae G pgxy(a)(H) C H;

(b) Vae G paxy(a)P = Ppgxy(a);

(¢c) Va,x e G VyeY pxy (@) Ky = Koyay;

(d) Vz,ue G Vy,veY Ky y(u,v) = Koy(u — z,v).

En lo que sigue, suponemos que estas propiedades se cumplen.
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Operadores rariantes en EHNR

Representacion unitaria de G en H

pm(a) == el operador pgxy(a) comprimido a H, i.e.

pH(a>:H_>H7 (pH(a)f)(x,y) = f(x—a,y).

pH es una representacién unitaria del grupo G en H.
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s en EHNR

Representacion unitaria de G en H

pm(a) == el operador pgxy(a) comprimido a H, i.e.
pr(a): H—H,  (pu(a)f)(z,y) = f(z —a,y).
pH es una representacién unitaria del grupo G en H.

El objetivo es estudiar el centralizador de py:

V = {SeB(H): VYaeG pyla)S=>Spua)}.
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Operadores ariantes en EHNR

La proyeccion sobre H parece convolucion

(PR @) = [ [ 0Ky fu o) dv(u)drw)
= | ) Kou(a = uy) dv(w)arw)

iTenemos una convolucién sobre la primera coordenadal
Hay que aplicar F ® I.

Ley(@) = | 8 Koy (u,0) dv(u).
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Bajo ciertas condiciones adicionales sobre K y L,

(Po)€v) = | 9(6,0)Tey @) dA()
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s en EHNR

Propiedades de la funcién L

Propiedad hermitica:

Ley(v) = Leo(y)-

Propiedad reproductora para L:

Ley(v) = {Leys Lewd = | Lea(:)Lea(0) AG).
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s en EHNR

Definimos ]35 € B(L(Y)),
(Peh)(y) = (b, Le,) = | h()Te, (@) dA(v),

He = Pe(LA(Y)).
Entonces para cada & en G
° f’g es una proyeccion ortogonal,
° ﬁg es un subespacio cerrado de L?(Y),

° ﬁg tiene nicleo reproductor (L¢y)ycy
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Oper 5 riantes en EHNR
00000000800

Descomposicion de H en fibras

Nos restringimos a las frecuencias no triviales:

Q={ce@: dim(H) >0}

_ {g el /YLgﬂ,(’U) dA(v) > 0}.

~

H:=(F®I)(H).
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tes en EHNR

Descomposicion del algebra V

®: H— Hesla compresiéon de F' @ I.
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tes en EHNR
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ariantes en EHNR
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imutativo

Teorema 2

Las siguientes condiciones son equivalentes:

e V es conmutativa;
o VE€ dim(ffg) =1;
oVEEQ VyveY  |Ley()? = Ley(y) Lew(v);

o existe una funcion medible q: Q2 x Y — C tal que

Ley(v) = qe(y)ge (v).
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El caso conmu
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@ El caso conmutativo
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conmutativo

El caso conmutativo

Esta dada una familia (g¢)ecq tal que

VeeQ  He=Cgq, gl =1
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conmutativo

El caso conmutativo

Esta dada una familia (g¢)ecq tal que

VeeQ  He=Cgq, gl =1
Entonces podremos identificar fIg con C.
Definimos N: H — L2(9),

(Ng)(€) = (9(&,-): ge)-

Definimos R: H — L?(f),
R:=No.
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El caso conmutativo

Esta dada una familia (g¢)ecq tal que

VeeQ  He=Cgq, gl =1

Entonces podremos identificar fIg con C.
Definimos N: H — L2(9),
(Ng)(&) = (9(& ), ge)-

Definimos R: H — L?(f),
R:=No.

Proposicion

Los operadores N y R son unitarios.
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onmutativo

Tres mundos en el caso conmutativo

36 / 40



conmutativo

Diagonalizacién de V en el caso conmutativo

Teorema 3

Supongamos que dim(ﬁg) =1 para cada & en ). Entonces
Y = L*(Q),

y la siguiente funcién es un isomorfismo isométrico de W*-algebras:

A: L°(Q) =V, A(o) = R*M,R.
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E nmutativo
[e]e]e]e] Jele)

Diagonalizacién de V en el caso conmutativo
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Operadores de Toeplitz con simbolos invariantes

Para g € L>®(G x Y),
Tyf =P(f9g).

Proposicion

Sea g € L>*(Y). La extendemos a G x Y:

g(z,y) = g(y).
Entonces Ty €V y
R'TyR = M,,,
donde
Y9(§) = /Y 9(y) Le y (y) dA(y).
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onmutativo

Ejemplo: operadores verticales en Ly (IT)

H = el espacio de Bergman sobre II =R x R,.
1
(u—z+ilv+y)*

K(:v,y) (U,U) ==
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conmutativo

Ejemplo: operadores verticales en Ly (IT)

H = el espacio de Bergman sobre II =R x R,.
1
(u—z+ilv+y)*

e 1y {\/Zg e~EwtY) g >0
0,

L)) === [ o - £<0.

Notamos que L¢ 4 (v), con £ > 0, se puede factorizar:

K(:v,y) (U,U) ==

- 1/4
Ley() = @) ae(®),  qe(v) = (2) JE et

™

Conclusion:  en este ejemplo 2 =R, V es conmutativa,
V= L*(Q).
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