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Espacio L*(D)

Disco unitario D := {z € C: |z| < 1},
con la medida de Lebesgue normalizada p /7.

(.9) == [ Flwiglw] dutw)

i Por qué trabajamos en el disco unitario?

Por el teorema del mapeo de Riemann,

si G es un subconjunto abierto de C,

G es simplemente conexo, G # ), G # C,
entonces existe una funcién biholomorfa G — D.
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Funciones monomiales en z y Z

mo’o(z) =1 m071(z) =z mo,g(z) =72
mio(z) =28 mi1(z) = 2121 mya(z) = 2172
mao(2) = 22 moi(2) = 2221 maa(z) = 2272
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Funciones polinomiales en 2z y Z

P(D) = lin{mpq: p,q € No}.

Polinomios en dos variables:
m n

P(t,u) = Z Z ap gtPul.

§=0k=0
Funciones polinomiales en z y Z:
m n X
f(z)=P(z,%Z) = Z Z ap,g?’ z.
j=0k=0

Funciones polinomiales en Re(z) e Im(z):

9(z) =Q(z,2) = 2": XS: bp7q(Re(z))j(Im(z))k.

j=0k=0
Funciones polinomiales en z y Zz
= funciones polinomiales en Re(z) e Im(z).
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Densidad en L?*(D) de las funciones polinomiales

El conjunto P(clos(D)) es denso en C(clos(D)).

Demostracién. Aplicar el teorema de Stone—Weierstrass.

Proposicion

El conjunto C(clos(D))|p es denso en L?(D),

Demostracién. Aplicar el teorema de Luzin.

El conjunto P(D) es denso en L?(D).




Construir en L?(D) una base ortonormal
cuyos elementos sean polinomios en z y Z.
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Integracion en coordenadas polares

Cambio de coordenadas: z = re'?,

Re(z) = rcos(9), Im(z) = rsen(d).
Matriz de derivadas parciales (matriz de Jacobi):

cos(¥) —rsen(9)
sen(¥) rcos(¥) |-

El determinante jacobiano:

[ cos(¥) —rsen(¥)

sen(d) 7 cos(¥) ] = r(cos®(9) + sen®(¥)) = r.

Integracién en coordenadas polares:

i/ﬂ)h(z) du(z) = /01 (;ﬂ /027r h(eiﬁ)dﬁ> 2rdr.
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Carl Gustav Jacob Jacobi
1804-1851

funciones elipticas

algebra lineal

teoria de numeros

@ ecuaciones diferenciales

cdlculo variacional
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Ortonormalidad de las funciones béasicas de Fourier

Para cada k en Z,

1 2r
7/ R 49 = 5, .
21 Jo ’

De manera equivalente, para j, k en Z,

1

20 ko
— eV e dY = 6.
21 Jo
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Producto interno de dos funciones monomiales

<mp7q7 m.]:k> =
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Producto interno de dos funciones monomiales

2
R Y gt Lkt 2

(Mp,gs My k) = Op

Demostracion.
1 E—
(Mg, Mjk) = ;/szfqzjfk du(2)

=2 (/1 ppratitk rdr) (1 /27T l(P—a—i+k)¥ dﬁ) .
0 21w Jo

Sip—q# j— k, entonces
(mp,q, My k) = 0.
Sip—q=7j—k, entonces
2
prq+j+k+2

1
- Fgtitkt1 g,
(Mp,gs M k) —2/0 pPrati dr =



Diagonales de la tabla de monomios

Para cada £ en Z,

We := clos (lin{m;,: j—k=2¢}).

mo,0
mi,0
ma, o

m3,0

maq,0

)

mo,3
mi3
ma3
mg33

ma3

)

mo4
mi,4
mo.4
m34

ma4

)



Diagonales de la tabla de monomios

Para cada £ en Z,

We := clos (lin{m;,: j—k=2¢}).

mo,o
mi,o
ma,0
ms3o

ma0

)

mo,1
mi
ma1
m31

ma

mo,2
mi,2
ma2
m32

my,2

)

mo,3
mi 3
mo 3

ms33

ma 3

)

mo,4
mi4
m24
m34

maq 4

)



Diagonales de la tabla de monomios

Para cada £ en Z,

We := clos (lin{m;,: j—k=2¢}).

mo,0
mio
m2.o
ms3.0

ma0

)

mo,1
mi1
mai
m31

ma

mo,2
mi,2
mo2
m32

my,2

)

mo 3
mi 3
ma 3

m3;3

maq3

9

mo,4
mi4
m2.4
m34

Mg 4

)



Diagonales de la tabla de monomios

Para cada £ en Z,

We := clos (lin{m;,: j—k=2¢}).

mo,0
mi o
ma,o
ms3o

ma40

)

mo,1
mi
ma 1
m31

ma

mo,2
mi,2
ma2
m32

my,2

)

mo 3
mi 3
ma 3

m3;3

ma 3

)

mo,4
mi4
m2.4
m34

My 4

)



Diagonales de la tabla de monomios

Para cada £ en Z,

We := clos (lin{m;,: j—k=2¢}).

mo,0
mi,o
ma, o

m3,0

maq,0

)

mo,3
mi3
ma,3
ms3

ma3

)

mo,4
mi,4
m2.4
m34

ma44

)



Diagonales de la tabla de monomios

Para cada £ en Z,

We := clos (lin{m;,: j—k=2¢}).

mo,0
mi,o
ma, o

m3,0

maq,0

)

mo,3
my3
ma3
ms3

ma3

)

mo,4
mi,4
m2.4
m34

ma44

)



Ortogonalidad de los subespacios diagonales

Proposicion

Sean &, € Z. Entonces

We L Wy,

Por eso es suficiente aplicar la ortogonalizacion de
Gram—Schmidt en cada diagonal por separado.

bo,0(z) =1 bo,1(2) = V27! bo,2(z) = V372
bio(z) =Vv2zY  b11(z) = V3 (2217 - 2020) bi,2(z) = VA (32122 — 22021

ba0(2) = V322 ba1(2) = VA(322Z! —22120)  boa(z) = VB (62272 — 6217 4+ 2020)
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Ortogonalizacion de polinomios en W)

Queremos ortogonalizar la sucesién

moo(z) =1, mii(z) =2%, maoa(z) = 22 22,

Las combinaciones lineales de estos monomios son de la forma

f(z) = P(22),

donde P es un polinomio de una variable.
(.9 =~ [ PE2QEZ) dut2
= /1 P(Tz)Q(TQ) 2 dr = /1 P(t)Q(t) dt.
0 0

Buscamos polinomios ortogonales en (0, 1).
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Queremos ortogonalizar la sucesion

ma0(z) = 23, mai(z) =22, msa(z) = 2272,

Las combinaciones lineales de estos monomios son de la forma
_ 3 =
f(z) =2"P(2%),

donde P es un polinomio de una variable.

(F.9) =+ [ P9 Q7 du(2)

s

1 1
- / S P(r2)Q(r?) 2r dr = / BPHQ(t) dt.
0

0

Buscamos polinomios ortogonales en (0, 1), con peso t.
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Polinomios de Jacobi
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Sucesiones de polinomios ortogonales

‘P = polinomios de una variable.
P == polinomios de una variable de grado < m.

Sean a,b € [—o00,+0], a < b, y sea w € C((a,b), (0,+00)).
Consideremos P con el producto interno

(. ) w:—/ f(@)g(@) w(z)du(z).

Definicién: (f;)72, es una sucesién de polinomios
ortogonales respecto w si

o deg(fr) = k para cada k en Ny,
o (fj, fx)w = 0 para cualesquiera j, k en Ny con j # k.



Polinomios de Jacobi
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Unicidad de los polinomios ortogonales

Proposicién

Sea w € C((a,b), (0,+00)), y sean (fr)?2,, (9k)5e, sucesiones
de polinomios ortogonales con peso w.

Entonces existen ¢ # 0 tales que g = cx fx-

Demostracion. Notemos que fr11 es ortogonal al subespacio

lin(fg, PN ;fk) = Pk

Si f3(x) = co + c12 + co2? + c323, entonces

<17f0>w <$7f0>w <x27f0>w <x37f0>w 2(1]
0 e e 0w || 2] =0,
0 0 <.’E2,f2>w <x37f2>w Ci

El espacio solucién es de dimensiéon 1.
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Sucesiones clésicas de polinomios ortogonales

Intervalos abiertos:
0, (a,b), (a,+00), (—o00,b), (—00,+00).

Tres casos principales:

intervalo peso polinomios ortogonales
(—o0, +00) e’ Hermite, H,
(0,400) e " Laguerre, Ll
(-1,1) | (1—2)*(1+)8 Jacobi, P{*?

® Gabor Szegd, Orthogonal Polynomials, 4th ed., AMS, 1975.
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Polinomios de Jacobi

Definiciéon mediante la férmula de Rodrigues:

PO = e (_xl)):(l o (),

Al aplicar la regla de Leibniz, se obtiene la férmula explicita:

PT(Laﬁ)(x):é(ZtZ) <n-l|;5> (a:;1>k (m_;l)n—k.

Simetria:

P9 (—z) = (=1)" PP ().



Polinomios de Jacobi

mas propiedades a partir de la férmula explicita

Péavﬂ)(x):lé(ZtZ) <n-]:/3> <x;1>k <x_2|_1>n—k.

Valores en la frontera:

fwmn:(+ﬂ, mwww:«m(””)

n n

La derivada:

a+p+n+1

a+1,6+1
o PETT @),

P (@) =



Ortogonalidad de los polinomios de Jacobi

Sean oo > —1, 8 > —1.
Consideramos el intervalo (—1,1) con el peso (1 — x)%(1 + x)*:

1
o= [ fa)ga) (L= 2)°(1+2)" da.
Lema. Sea f es un polinomio. Entonces

(f, PPy s <f POTVATY s

Proposicion

Sea f es un polinomio con deg(f) < n — 1. Entonces

(f, PP o5 = 0.
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Ortogonalidad de los polinomios de Jacobi

Proposicion

[ =20 - 2P PO @) RO @) da

o 20HBl P+ a4+ 1)(n+B+1)
" 2nta+pB+1 Tn+a+pB+1)n!

m,n-




Polinomios

1 dr

S — gt — )ty
nlte(1 —¢)8 dt”( (1=6")

Ortogonalidad:

[ - e v ar

B Fn+a+1)I'(n+p+1)
C2nt+a+B+D)I(n+a+B+1)

n' m,n-

En particular, para 5 = 0,

1

1
o (04,0) (a,0)
/OtQm (O (W) dt = b



e Jacobi
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Base ortonormal en L“ (D)
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Base ortonormal polinomial en L?(DD)

1 97 op
vVpt+qg+1 079 0 ((1—Z§)p+q>.

bpal2) = (-

[ Abdul-Rashid K. Ramazanov, 1999.



3 s
Base ortonormal en L“ (D)
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Foérmula explicita

\/m aq 8p — p—|—q
(p+q) 029 dzP ((1 —27%) >
min{p,q}

—k)!
=vpt+qg+1 Z )" ta—h) k)'zp*kzq*k.

k'p k) (g

bp,q(2) = (—1)PTI— =

Simetria hermiteana:

Proposicion

lin{b, 4: p,q € No} = P(D).




Subespacios diagonales truncados

Equivalencia entre m; , y b;

mo,0
mio
ma,0
mso

mo,1
mi1
ma1
ms31

Wo.2 = lin{mg o, m1,1} = lin{bo o, b1,1}

mo,2
mi2
ma2
m32

mo,3
mis
ma.3
ms;3

bo,0
b1
b2 o

)

b3 0

bo 2
b1,2
bo 2

)

b3 2

bo,3
b1 3
b2 3
b33



Subespacios diagonales truncados

Equivalencia entre m; , y b;

mo,0
mio
ma,0
mso

W,LQ == lin{mo,l, mLQ} == hn{bo’l, bl’g}

mo,1
mi,1
ma 1
ms31

mo,2
mi2
ma2
m32

mo,3
mis
ma.3
ms;3

bo.0
b1
b2 o

)

b3 0

bo 2
b1,2
bo 2

)

b3 2

bo,3
b1 3
b2 3
b33



Subespacios diagonales truncados

Equivalencia entre m; , y b;

mo,0
mio
ma,0

m3,0

Wiz = lin{mi,9,ma1,m32} = lin{b19,b2.1,b32}

mo,1
mi1
m21
ms31

mo,2
mi2
ma2
m32

mo,3
mis
ma.3

m3;3

bo.0
b1
b2 o

)

b3 0

bo 2
b1,2
bo 2

)

b3 2

bo,3
b1 3
bo 3

)

b33
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Base ortonormal polinomial en L?(DD)

FaET 9 o B}
bpal2) = ()M o g (- 22h).
Otra forma equivalente:
VP tq+1 097 _
bp,q(2) = (1) p azq( p(l—zz)q).

Expresion de by, , en términos de los polinomios de Jacobi

Para p > g,

bpg(2) = (=1)7y/p+ ¢+ 12271 QP4 (|2]?).
Idea de demostracién. Por la formula de Rodrigues,
dTL
den

(1 = )™ P) = nte® (1= tu)? QL) (tu),



Base ortonormal en L
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Expresion en coordenadas polares

Tenemos dos casos:

bpa(2) = {<—1>q VPEGFTQP Y (2P), p 2 g
(1P Vo FaF Iz QP (2P, g <p.

Usamos las coordenadas polares:
z=rr, 0<r<l1, |r|=1, r=¢e".

Unimos dos casos:

bpg(r7) = (=)D p g+ 17070 yplp=d Q‘Iﬁm?p NG 2),



Ortonormalidad

Teorema

(bp.q)pe—o €s una base ortonormal en L*(D).
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Base ortonormal en el caso con peso

Sea o > —1. Consideramos D con la medida

da(z) = 20— 122 ducz).

by o(2) = (a+p+qg+ )T (a+p+ 1) T (a+qg+1)
s (a+1)plg!T(a+p+q+1)>
01 op
_1\pt+gq _ Lm\ya Y a+p+q
X (—1)PT9(1 — 27) azq%p(u 2z)etrra),

Expresion en coordenadas polares (0 <r <1, 7 €T):

bpq(r7T) = (_1)mfn{p,q} apg "I rlp= ‘1|Q (Ip— qI )(r ),

min{p.q}

donde

. _ [(a+p+qg+1) min{p,¢}! T(a + méx{p, q} + 1)
oha (a+1) méx{p, ¢}! T(a + min{p,q} +1)
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Funciones n-analiticas

Sea 2 un conjunto abierto en C.
Una funcién f: 2 — C se llama n-analitica si

(2)'r=

Ejemplo: my 4 € Ag41(D).

Notacién: A, (£2).

¥ Mark B. Balk, Polyanalytic Functions, Alkad.-Ver]

., 1991.



Espacio A%(D)

AZ(D) = {f € Aa(D): [Ifllz2(p) < +oo}-

La familia (b; ) e, 0<k<n—1 €s una base ortonormal de A2 (D).

boo bog bo2 bo3 boa
bio biq1 b2 b1z big

boo b21 baa b2z bog




Operadores de rotacion

T:={reC: |r| =1}

Para 7 en T,

(Ref)(2) = f(r12).

Operadores de rotacién y monomios

Operatores de rotacién y funciones béasicas

— q—p
Rybpg =7 by




Operadores radiales en L?(ID)

R:={S e B(L*D)): VYreT SR.=R,S}

Proposicion

R es un algebra de von Neumann.

Problema
Entender la estructura de R.

Veremos que la estructura de R se describe en términos de los
subespacios W.




Operadores radiales en A2 (D)

Rn ={Se€BA*D): VYreT SR,=R.S}.

Proposicion

R, es un dlgebra de von Neumann.

Problema

Entender la estructura de R,,.

Veremos que la estructura de R se describe en términos de los
subespacios diagonales truncados We minfn.¢4n)-
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