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Teoremas de
convergencia

matrices de Toeplitz
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Idea clave

Sean &1, ..., &1000 algunos ndmeros reales tales que

& < ... < &io00,

todas las diferencias &1 — & son pequefias, y

#{je{1,...,1000}: ¢ <4}
1000 ~0.7.
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Idea clave

Sean &1, ..., &1000 algunos ndmeros reales tales que

& < ... < &io00,

todas las diferencias &1 — & son pequefias, y

#{je{1,...,1000}: ¢ <4}
~ 0.7.
1000 0

Entonces podemos afirmar que

~ 77?
£y 772

esfm.egormaximenko.com (IPN) Convergencia uniforme UAM-I 2017 3 /36



Idea clave

En general, si

#{je{1...,1000}: & <v}

1000 ~ F(v),

entonces podemos afirmar que

~ 77
£y ™ T2
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Idea clave

En general, si

#{je{l...,lOOO}: g < v}
1000 ~ Fv),

entonces podemos afirmar que

~ 77
£y ™ T2

Para aproximar &; con j dado, hay que “invertir” F.
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Definicién de la funcidon cuantil

M(R) = las medidas de probabilidad Borelgr — [0, 1].
Dada p € M(R), se definen:

la funcién de distribucién F,: R — [0, 1],

Fu(v) = (=00, v],
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Definicién de la funcidon cuantil

M(R) = las medidas de probabilidad Borelg — [0, 1].

Dada p € M(R), se definen:
la funcién de distribucién F,: R — [0, 1],

FH(V) = I’L(_OO’ V])
y la funcién cuantil Q,: (0,1) = R,

Qu(p) = inf{v e R: F,(v) > p}.
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Definicién de la funcidon cuantil

M(R) = las medidas de probabilidad Borelg — [0, 1].
Dada p € M(R), se definen:
la funcién de distribucién F,: R — [0, 1],
Fu(v) = p(—o0, v],
y la funcién cuantil Q,: (0,1) = R,
Qulp) = inf{v € B: Fu(v) = p).
Qu es la funcién inversa derecha superior de F,.

El soporte de u se define como

supp(p) ={veR: Ve>0 pu(v—e,v+e)>0}

esfm.egormaximenko.com (IPN) Convergencia uniforme UAM-I 2017 5 /36



La funcién cuantil asociada a una variable aleatoria

Sea (€, F,P) un espacio de probabilidad,
y sea X: Q — R una funcién F-medible.

Le asociamos la medida imagen ux € M(R):
px(B) =P(X"YB)) =P{w e Q: X(w)e€ B}
En este caso, la funcién de distribucién y la funcién cuantil son:

Fx(v) = px(—o0,v] = P(X_l(—oo, v]) = P{w € Q: X(w) < v},

Qx(p) =inf{v e R: Fx(v) > p}.
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Medida asociada a un vector

Dotamos {1,...,n} con la medida de conteo normalizada.
Dado un vector A = (A1,...,\,) € R,
lo consideramos como v.a. A: {1,...,n} — R.

En este caso la medida imagen y la funcién de distribucién se calculan
como

#{j: \jeB} 1 "
B)=—— - — = — — D .
pa(B) . 7 3 Discy,

F(v) = #U: A svh

n

En particular, si A1 < Ao < --- < A, entonces

ax{j: A <
F)\(V) _ max{J . j = V}’ Q)\(p) — )‘fprﬂ‘
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Ejemplo de medida asociada a un vector

(A1, A2, A3) = (—1, 0.6, 1.1).

La funcién de distribucién y la funcién cuantil:

1.1t o—0
! — 061 O—
2/3+ —_—0
—0 B B
1/3 0 1 2 1
o ; 303
—1 0 0.6 1.1
—1 (f—
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Otro ejemplo discreto

118 100 195 166 164 123 102 172 164 117
e e PO OO ¢ GO ¢

Los mismos niimeros en el orden ascendente (A1 < Ay < ... < Agp):
100 102 117 118 123 164 164 166 172 195
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La medida y la funcién cuantil asociadas a una funciéon

Consideramos [0, 27] con la medida de Lebesgue normalizada.
Sea a € L*>([0,27], R).

Entonces la medida imagen p, € M(R) se define como:

ha(B) = 5-p(a(B)).

El soporte de u, es la imagen esencial de a:
supp(a) = R(a).

La funcién de distribucién y la funcién cuantil :

Fa(v) = 2177 pr {0 € [0,2x]: a(f) < v}, v eR;

Qas(p) =inf{veR: Fy(v) >p},  pe(0,1).
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Construccién de la funcidén cuantil
asociada a una funcién lineal a trozos

Gréfica de a

Dl

Nt

27

S
3
N
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Construccién de la funcidén cuantil
asociada a una funcién lineal a trozos

Gréfica de a

Dl

Nt

27

S
3
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Construccién de la funcidén cuantil
asociada a una funcién lineal a trozos

Gréfica de a

Blw

Dl

Nt
Al

27 0

3

Sy
&ls
s
ol=

S
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Construccién de la funcion cuantil
asociada a una funcién lineal a trozos

Gréfica de a Gréfica de @,

Bl

Dl
Blw

Bl

Nt
Al

H
°
Jhl»—‘
oolo
=

27 0

s
ol=
o

3
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&ls

S
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Construccién de la funcion cuantil
asociada a una funcién lineal a trozos

Gréfica de a Gréfica de @,

Bl

Blw

Bl
]
<

Nt

N

3
Sy
~
3
o
a2
&lo
»—\|>—A
o=
-
o
&le
s

S

ay Q, son identicamente distribuidas:
ahr{f € [0,27]: a(f) < v} = pur{p €[0,1]: Qa(p) < v}
UAM-I 2017
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Construccién de la funcion cuantil
asociada a una funcién lineal a trozos

Gréfica de a Gréfica de @,
1 1 1
3 3 3
7 7 7
1 1 1
4 4 4
0 P T 3 27 0 19 11 1 0 19 11 1
2 2 48 16 18 16
reordenamiento “a la Lebesgue”
a Qa
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Aproximacion uniforme de la funcién cuantil

asociada a una funcién Riemann integrable
Sea a: [0,27] — R una funcién Riemann integrable.

Supongamos que su imagen esencial R(a) es un conjunto conexo.
Para cada nen {1,2,...} consideramos los nimeros

.
a(j?) jefl,... n

Denotamos por f(") a la lista que se obtiene al ordenar estos niimeros de
manera ascendente. En otras palabras,

n n n 2 n.
<y @():a(?w(f)),

n
donde o, es una permutacién del conjunto {1,...,n}. Entonces
’ 7 n
lim max 5( )—Qa L) =o.
n—o01<j<n | n

UAM-12017  12/36



Funcién
cuantil
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Puntos de continuidad de una funcidén

Sean X, Y algunos espacios topolégicos y sea f: X — Y una funcién.

C(f) ={x e X: f escontinua en x}.

Por ejemplo, si f: R — R,

_ 1+ [x]
14+ x27
entonces

C(f) =
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Puntos de continuidad de una funcidén

Sean X, Y algunos espacios topolégicos y sea f: X — Y una funcién.

C(f) ={x e X: f escontinua en x}.

Por ejemplo, si f: R — R,

fx) = 21
14 x2°
entonces
C(f) =R\ Z.
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Convergencia en distribucién (u, ~» A)

Sea A € M(R) y sea (un)52; una sucesiéon en M(R).
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

Vo € Cp(R) n'i,ﬁgo/Rsodunz/Rwd/\

!

S WelR)  Jim Ful) = P0)

I

‘ Vp € C(@)  lim Qu(p) = Qalp) ‘
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Criterio de continuidad de la funcidon cuantil

Sea p € M(R) una medida de soporte compacto supp(u).
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

‘ supp(/) es conexo ‘

{

‘ F,, es estrict. creciente ‘

{

‘ Qy es continua en [0, 1] ‘
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Lema sobre la convergencia uniforme

f: [0,1] - R g:[0,1] - R
f, son crecientes g es continua
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Resultado principal

Mn € M(R) A e M(R)

supp(tn) C [, A] supp(A) = [a, f]

Qu, 2L o
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Funcién Teoremas de
cuantil convergencia
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Operador de convolucién en (%(Z)
Sea a € (1(Z). Definimos

C(a): 13(2) — (*3(7), Cla)x =axx = Z aj_ KXk
keZ jez
El operador C(a) se puede identificar con la matriz infinita [aj_k]j ez

d d-1 d4—-2 a-3 a—4
dai ao d_1 4ad-2 a-3
C(a) = . an ai dao da_1 a-»2
as an al a0 a_1

da as an a1 ao
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Diagonalizacién del operador de convolucion

F = la transformada de Fourier—Plancherel sobre el grupo Z:

F: 03(Z) — L2(0,2n), (xn)nez F> x(0) =D xpe"
neZ
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Diagonalizacién del operador de convolucion

F = la transformada de Fourier—Plancherel sobre el grupo Z:

F: 03(Z) — L2(0,2n), (xn)nez F> x(0) =D xpe"
neZ

M(a) := el operador de multiplicacién por la funcién a:

M(a): L%(0,27) — L%(0,27),  (M(a)f)(8) = a(6)f(6).
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Diagonalizacién del operador de convolucion

F = la transformada de Fourier—Plancherel sobre el grupo Z:

F: 03(Z) — L2(0,2n), (xn)nez F> x(0) =D xpe"

nez

M(a) := el operador de multiplicacién por la funcién a:
M(a): L%(0,21r) — L2(0,27),  (M(a)f)(0) = a(0)f(6).

Teorema de convolucién:

F(ax*x) = (Fa)(Fx).
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Diagonalizacién del operador de convolucion

F = la transformada de Fourier—Plancherel sobre el grupo Z:

F: 03(Z) — L2(0,2n), (xn)nez = x(0) = xpe™

nez

M(a) := el operador de multiplicacién por la funcién a:
M(a): L(0,27) — L2(0,27),  (M(a)f)(8) = a(6)f ().
Teorema de convolucién:
F(ax*x) = (Fa)(Fx).
Por el teorema de convolucién,

FC(a)F 1 = M(a), esto es, C(a) = F *M(a)F.
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Corolarios de la diagonalizacién de C(a)
De la igualdad  C(a) = F~!M(a)F se deduce facilmente que

C(a)C(b) = C(ab),

€)= M@ = max [a(6).

sp(C(a)) = sp(M(a)) = a([0, 2n]).
En una situacién mas general, si a € L*°([0, 27]), entonces

1C(a)ll = llallo,  sp(C(a)) = R(a).
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Matrices de Toeplitz

ao
al
T5(a) = an
as
aa

a—1

aop
a1
a
as

a4
a3

a_o .

a1
ao

Es cémodo suponer que a; son los coeficientes de Fourier de una funcién a

definida en [0, 27]:

1
27

9j

2m ..
/ a(6) e df.,
0

La funcién a se llama el simbolo generador de las matrices

Tn(a) = [aj—k]jrtkzl‘
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La matriz T,(a) es un corte finito
del operador de convolucion

d 4d-1 4d-2 a-3 a4
dl a0 d_1 ad-2 a4d-3
C(a) =" a a a a-1 a2
as an dal ao a_1

a4 as an al ao

da 4d-1 a2
T3 ( a) = dai a0 a_1
a  a a0
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Matrices de Toeplitz con simbolos reales acotados

Suponemos que el simbolo generador es acotado y real:
a € L*°([0,27],R).

En este caso las matrices de Toeplitz son hermitianas:

a_k = dk,
a a1
dr 4o
T5(a) = dp ai
as ao
d4q as

a € R.
a a3
ar a
a a1
dr dao
a ap

En
as

ay

a0
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Comportamiento de valores propios de matrices de
Toeplitz autoadjuntas

Gréafica de a Valores propios de Tg(a)
1 1
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Comportamiento de valores propios de matrices de
Toeplitz autoadjuntas

Grafica de a Valores propios de Ti6(a)
1 1
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Comportamiento de valores propios de matrices de
Toeplitz autoadjuntas

Grafica de a Valores propios de T3,(a)
1 1
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Comportamiento de valores propios de matrices de
Toeplitz autoadjuntas

Grafica de a Valores propios de T3,(a)
1 1
B=0.4
icuantos?
a=0.1
1 0
0 T 27

Primera pregunta: jCuéntos valores propios estan en [a, 5] ?
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Comportamiento de valores propios de matrices de
Toeplitz autoadjuntas

Grafica de a Valores propios de T3,(a)
1 1

)\(32) ~7?

Primera pregunta: jCuéntos valores propios estan en [a, 5] ?

Segunda pregunta: )\J(-") ~ 7

esfm.egormaximenko.com (IPN) Convergencia uniforme UAM-I 2017

26 / 36



El primer teorema limite de Szegd (1920)

a € L*>=(]0,27],R) ¢ € C(R)

S el —— o [T otate) ao
j=1
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Corolario del teorema de Szegé

(distribucién de los valores propios de matrices de Toeplitz)

simbolo generador
a € L>=(]0,27],R)

#{: a< A <8} o ur(a (o, B]))

n 2

En otras palabras, (i, ~ 1, cuando n — oo.
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Ejemplo para ilustrar el teorema de Szegé

Grafica de a Valores propios de T3,(a)
1 1

0.4
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Ejemplo para ilustrar el teorema de Szegé

Grafica de a Valores propios de T3,(a)
1 1

0.4

15 valores propios

le
Nlor

~ 0.469
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Ejemplo para ilustrar el teorema de Szegé

Grafica de a Valores propios de T3,(a)
1 1

0.4

15 valores propios

le
Nlor

~ 0.469
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Ejemplo para ilustrar el teorema de Szegé

Grafica de a Valores propios de T3,(a)
1 1
0.4
/\ 15 valores propios
1 0
0 27
15
3 ~ 0.469
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Ejemplo para ilustrar el teorema de Szegé

Gréfica de a Valores propios de T3;(a)
1 1
0.4
/\ 15 valores propios
1 0
0 27

up {0: 0<a(9)<0.4)
27

=0.483

le
Nlor

~ 0.469
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Aproximacion uniforme de valores propios
de matrices de Toeplitz

a € L>([0, 27], R)

‘ (n) 2
fs ’)‘j Qa(J/n)) — 0
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Primer ejemplo

Simbolo generador continuo

Grafica de a Gréfica de Q, Eigenvalores de Tea(a)
1 1 1 —
3/4 3/4
1/4 1/4 "_-".
—‘/-
0 w2 m 3m/2 2¢ 0 19/48 11/16 1 1 64

Cada valor propio )\J(-") se muestra como un punto (ﬁ, /\J(-")).

Observamos que el tercer dibujo es muy similar al segundo.
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Otro ejemplo

a no es continua, pero R(a) es conexo

Gréfica de a Gréfica de Q, Eigenvalores de Tg4(a)
1 1 1
3/4 3/4 ,
.-"#‘
-flf’lf ....
1/4 1/4 -
0 =x/2 w 3m/2 on 0 1/6 5/6 1 1 64
)\J(-") se aproxima uniformemente por Q,(j/n) cuando n — occ.
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Mas aplicaciones

Hay muchos resultados sobre la distribucién asintética:

Teorema de Avram—Parter sobre los valores singulares.

Teoremas tipo Szegd para matrices localmente de Toeplitz.

La ley de arcoseno de Lévy para caminatas aleatorias.

Teorema de Weyl sobre sucesiones uniformemente distribuidas.

Con el concepto de la funcién cuantil
se deducen corolarios sobre la aproximacién uniforme.
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Conclusién sobre los eigenvalores de matrices de Toeplitz
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Conclusién sobre los eigenvalores de matrices de Toeplitz

El teorema limite de Szegd
combinado con el concepto de funcién cuantil
nos proporciona el término principal
de la asintética de los eigenvalores:

NV~ Qu(h)

suponiendo que R(a) es un intervalo cerrado de R.
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Antecedentes

[3 Fabio Di Benedetto, Giuseppe Fiorentino, Stefano Serra (1993):
C. G. Preconditioning for Toeplitz matrices.
doi:10.1016,/0898-1221(93)90297-9

Demostraron la convergencia puntual,
suponiendo que a € C([0,2x],R) y que F, es continua.
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Antecedentes

[3 Fabio Di Benedetto, Giuseppe Fiorentino, Stefano Serra (1993):
C. G. Preconditioning for Toeplitz matrices.
doi:10.1016,/0898-1221(93)90297-9

Demostraron la convergencia puntual,
suponiendo que a € C([0,2x],R) y que F, es continua.

[§ William Trench (2012):
An elementary view of Weyl's theory of equal distribution.
doi:10.4169/amer.math.monthly.119.10.852

Demostré la convergencia en promedio.
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Nuestras publicaciones

[§ Johan Bogoya, Albrecht Bottcher, Sergei Grudsky, M. (2015):
Maximum norm versions of the Szegé and Avram-Parter theorems for
Toeplitz matrices.
doi:10.1016/j.jat.2015.03.003

[3 Johan Bogoya, Albrecht Bottcher, M. (2016):
From convergence in distribution to uniform convergence.
doi:10.1007 /s40590-016-0105-y

En mi pagina se pueden encontrar dibujos interactivos que muestran la

aproximacion

)\J(-") ~ Qa(j/n).
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