Matrices de Toeplitz tetradiagonales generadas por la funciéon

a(t) =t 1+ 1%

Parte 1: la ecuacion caracteristica

Expositor: Egor Maximenko

Coautores: Sergei Grudsky, Roman Higuera Garcia, Fidel Rojas Vasquez

Instituto Politécnico Nacional, ESFM, México
Seminario “Matrices de Toeplitz”, 4 de noviembre de 2022

1/ 44



@ Introduccion
© Simetria bajo rotacién 27/3
© El origen

@ Cambio de variable

© Ecuacion caracteristica

2/ 44



Introduccién
9000000000000

Plan

@ Introduccién

3/ 44



Introduccién
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Objetos de estudio:

matrices de Toeplitz tetradiagonales con diagonales 1,0, 0, 1

alty=t1+t*  (teT).
Coeficientes de Fourier de a:

a1=1, ay=0, a1 =0, ay=1.

Consideramos las matrices de Toeplitz: T),(a) = [aj_k}? 1
0 1 0 0 0 01
001 0 0O
1 00100
=19 10010
0 01 0 01
00010 0]
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Dibujo: la imagen del simbolo generador y los valores propios

La imagen del simbolo generador,

a(el?) = e 1V 4 217 (0 <v < 2m).
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La imagen del simbolo generador,

a(el?) = e 1V 4 217 (0 <v < 2m).

Los valores propios de Ty, (a),
calculados con algoritmos generales
del sistema Sagemath.
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Dibujo: la imagen del simbolo generador y los valores propios

\ n =128

La imagen del simbolo generador,

a(el?) = e 1V 4 217 (0 <v < 2m).

Los valores propios de Ty, (a),
calculados con algoritmos generales
del sistema Sagemath.
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Dibujo: la imagen del simbolo generador y los valores propios

n = 256

La imagen del simbolo generador,

a(el?) = e 1V 4 217 (0 <v < 2m).

Los valores propios de Ty, (a),
calculados con algoritmos generales
del sistema Sagemath.

Para n grandes, estos algoritmos generales
no dan la respuesta correcta.
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Dibujo: los valores propios verdaderos

\ La imagen del simbolo generador,
n =128 a@?)=e V4 (0< 9 < 2n).
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Dibujo: los valores propios verdaderos

n = 256

La imagen del simbolo generador,

a(e'?) = 71V 4 217 (0 <9 < 2m).

Los valores propios verdaderos de T),(a).

Transformamos la ecuacion caracteristica
en forma trigonométrica y la resolvemos
con métodos numéricos (més adelante).
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Dibujo: los valores propios verdaderos

n =512

La imagen del simbolo generador,

a(e'?) = 71V 4 217 (0 <9 < 2m).

Los valores propios verdaderos de T),(a).

Transformamos la ecuacion caracteristica
en forma trigonométrica y la resolvemos
con métodos numéricos (més adelante).
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Historia de nuestro estudio

Sergei Grudsky propuso este problema en el ano 2013 o antes.

En el ano 2013 empezamos a trabajar sobre este tema
juntos con Roman Higuera Garcia y Fidel Vasquez Rojas.

Hicimos cambios de variable en la ecuacion caracteristica.

Demostramos la localizacién de los valores propios.

Roman Higuera Garcia y Fidel Vasquez Rojas expusieron estos resultados
en el Congreso Nacional de la SMM en 2013.

Durante el afnio 2014 buscabamos féormulas asintéticas para los valores propios.
Regresamos al proyecto varias veces en 20142021, pero no hemos podido terminar.
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Polinomios de Laurent y matrices de Toeplitz de banda

bt)= 3 bt*,  rs>1, b, #0, b, #0.
k=—r
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Polinomios de Laurent y matrices de Toeplitz de banda

bt)= 3 bt*,  rs>1, b, #0, b, #0.
k=—r

Se puede descomponer en factores de grado 1:

r+Ss

b(t) = bt ™" [Tt — k).

k=1
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Polinomios de Laurent y matrices de Toeplitz de banda

bt)= 3 bt*,  rs>1, b, #0, b, #0.
k=—r

Se puede descomponer en factores de grado 1:

r+Ss

b(t) = bt ™" [Tt — k).
k=1
Denotamos por T,,(b) a la matriz de Toeplitz de orden n:
n

T, (b) = [bj_k]jﬁkzl.
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Formula de Widom para los determinantes de Toeplitz de banda

detT,(b)= >  Cyuwly,
McA{1,...,r+s}
#M=s
1
wyy = bs(—1)* H 25, Cy = H z; H —.
jeEM JEM  ke{l.rs\M 2T T 7k
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[§ Harold Widom (1958):
On the eigenvalues of certain hermitian operators.
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Formula de Widom para los determinantes de Toeplitz de banda

detT,(b)= >  Cyuwly,
McA{1,...,r+s}
#M=s
1
wyy = bs(—1)* H 25, Cy = H z; H —.
jeEM JEM  ke{l.rs\M 2T T 7k

[§ Harold Widom (1958):
On the eigenvalues of certain hermitian operators.

Esta féormula se puede deducir de la teoria de polinomios de Schur.
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El conjunto limite de la sucesion de los espectros

Para cada A en C, ordenamos los ceros de b — A de tal manera que
|21V < lz2(W)] < -+ < zrps (V]
Schmidt y Spitzer demostraron que

lim inf sp(7,,(b)) = limsup sp(T, (b)) = A(b),

n—00 n—00

donde
AB) = {XeC: [%(N)] = 2V}

De manera equivalente,

lim dHausdorff (Sp(Tn(b))7 A(b)) =0.

n—0o0
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El conjunto limite de la sucesion de los espectros, bibliografia

@ Palle Schmidt, Frank Spitzer (1960):
The Toeplitz matrices of an arbitrary Laurent polynomial.

El capitulo 11 del siguiente libro contiene una explicaciéon detallada.

¥ Albrecht Béttcher, Sergei M. Grudsky (2005):
Spectral Properties of Banded Toeplitz Matrices.

El siguiente articulo contiene una receta simplificada para calcular A(a)
y una clasificacién de los puntos de A(a).

[§ A. Béttcher, S.M. Grudsky, Juanita Gasca, Anatoli V. Kozak (2021):
Eigenvalue clusters of large tetradiagonal Toeplitz matrices.
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El polinomio caracteristico en nuestro ejemplo

a(t) =t> +t71 r=1, s=2.
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El polinomio caracteristico en nuestro ejemplo

a(t) =t> +t71 r=1, s=2.
Dado A en C, denotamos por z1(A), 22(A), 23(A) a los ceros de a — A:

alt)y =N = 2 =X+t = M B - A+ 1)
= 71t = 21 (V) (t = 2(V) (¢ = z3(N)).
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El polinomio caracteristico en nuestro ejemplo

a(t) =t> +t71 r=1, s=2.
Dado A en C, denotamos por z1(A), 22(A), 23(A) a los ceros de a — A:

alt)y =N = 2 =X+t = M B - A+ 1)
= 71t = 21 (V) (t = 2(V) (¢ = z3(N)).

Entonces
Z?+1Z;1+1 2111+1Z§L+1 N Z;Hrlzgwrl
(21 —z3)(z2 —2z3) (21— 22)(23—22) (22— 21)(23—21)

det(T(a — N)) =
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Los vectores propios en nuestro ejemplo

Si A es un valor propio de T}, (a), entonces T),(a)v = A\, donde v = (v,)7—;,

vy = (Z;H_l o Z§L+1)Z711+1_T + (Zg—i—l o Z;H—l)zgz—i-l—r + (Z{L-f—l . Z§+1)Z§L+l_r.

[ William F. Trench (1985):
On the eigenvalue problem for Toeplitz band matrices.

[§ Egor A. Maximenko, Mario Alberto Moctezuma-Salazar (2017):
Cofactors and eigenvectors of banded Toeplitz matrices:
Trench formulas via skew Schur polynomials.
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El conjunto de Schmidt y Spitzer para nuestro ejemplo

A(a) es la unién de tres segmentos:

2
= Je500, L],
k=0

/ donde
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Razonamientos y resultados que mostraremos en esta platica

e La simetria del espectro bajo la rotacién 27 /3.

e El origen como valor propio para n ¢ 3N.

El cambio de variable trigonométrico.

@ La ecuacién caracteristica en forma trigonométrica.
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(o] lelele] 9 o

Proposicion de Schmidt y Spitzer sobre T;,(b

Proposicion

Sea b un polinomio de Laurent y sea p € C\ {0}. Definimos

by(t) == b(pt).

Entonces

Tn(by) = diag(p, P2y P Tu(b) diag(p™', p7 2, p7").

Por lo tanto,
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[e]e] le]e}

Proposicion de Schmidt y Spitzer: ejemplo

diag(p, p°, p°, p*) Tu(b) diag(p", p~%,p~%, p™%)

o o o
o o R, o

bo
pbi
p?by
p°b3

o R, o o

0
0
0

P4

bo b_1 b_o
by by b_1
bo b1 by
bs b b1

pthor pTPhog p by

bo
p'b1
p?by

pthor p b
bo p_lb,1
plby bo

b3
b2
by

bo
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Simetria del espectro de T),(a)

Proposicion

El espectro de T),(a) es invariante bajo 2%—rotaciones alrededor del origen:

si Ae€sp(Typ(a)), entonces e3\ € sp(T,(a)).
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Demostracion

Nuestro simbolo generador a(t) = t~! 4 ¢? tiene la siguiente propiedad:

€3 aey(t) = e3a(est) = e3 (sglt_l + 5%752) =t 12 = a(t).
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Demostracion

Nuestro simbolo generador a(t) = t~! 4 ¢? tiene la siguiente propiedad:

€3 aey(t) = e3a(est) = e3 (sglt_l + 5%752) =t 12 = a(t).

Ademas, por la proposicién de Schmidt y Spitzer, sp(T},(a)) = sp(Tn(ae;))-

Aplicamos estas propiedades y el teorema del mapeo del espectro:

e38p(Tn(a)) = e3sp(Tn(acy)) = sp(e3 Tn(aey)) = sp(Tn(es acy)) = sp(Tn(a)).

20 / 44



El origen
000000

© El origen

21 / 44



El origen
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. Es A = 0 un valor propio de T},(a)?

Proposicion

Sea n € N, n > 3. Escribimos n en la forma n=3m+r ,con m € N, r € {0,1,2}.
e Sir =0, entonces 0 no es valor propio de T, (a).

e Sir =1, entonces 0 es un valor propio de T}, (a) de multiplicidad al menos 1.

e Sir =2, entonces 0 es un valor propio de T),(a) de mult. algebraica al menos 2.
W

En realidad, r es exactamente la multiplicidad algebraica del valor propio 0,
pero serd mas comodo demostrar este hecho después.
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Demostracion

Para A = 0, encontramos los ceros de la funcién a — A:

]. im im
P2+==0 — 2 =-1 = ze{—l, 6?76*7}-
z
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Demostracion

Para A = 0, encontramos los ceros de la funcién a — A:
2 1 3 in in
zZ4+-=0 = z0=—1 = ze{—l,e3,e 3}.
z

Con la féormula de Widom, es facil ver que

det(7T,(a)) = é(l + 2cos 27{) = %(1 + 2cos 27%)
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Demostracion

Para A = 0, encontramos los ceros de la funcién a — A:
2 1 3 in in
zZ4+-=0 = z0=—1 = ze{—l,e3,e 3}.
z

Con la féormula de Widom, es facil ver que

det(7T,(a)) = é(l + 2cos 27{) = %(1 + 2cos 27%)

Si r = 0, entonces det(7},(a)) # 0.
Sir=1o0r=2, entonces det(Ty,(a)) = 0.
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n = 3m + 1, el vector propio asociado al valor propio 0

Supongamos que r = 1, esto es, n = 3m + 1.
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Supongamos que r = 1, esto es, n = 3m + 1.

Definimos v € C",

v = (1, 0,0, —-1,0,0,1,0,0, =1, 0, 0, ..., (—1)m).
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n = 3m + 1, el vector propio asociado al valor propio 0

Supongamos que r = 1, esto es, n = 3m + 1.

Definimos v € C",

v = (1, 0,0, —-1,0,0,1,0,0, =1, 0, 0, ..., (—1)m).

Entonces T, (a)v = 0,, esto es, v es un vector propio asociado al valor propio 0.
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Sumamos las columnas sombreadas multiplicadas por 1
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n = 3m + 2, el vector propio asociado al valor propio 0

Supongamos que r = 2, esto es, n = 3m + 2.
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n = 3m + 2, el vector propio asociado al valor propio 0

Supongamos que r = 2, esto es, n = 3m + 2.

Definimos v, w € C",

V= (1, 0,0, —1,0,0,1,0,0 —1,0,0, ..., 0, (=1)™, 0),

w = (0, 1,0,0,-2,0,0,3 0,0 —4,0,0, ..., (m+1) (-1)”).

Entonces
To(a)v = 0p, Th(a)w = v.

Esto significa que v es un vector propio y w es un vector propio generalizado.
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\u ln bajo rotacién 27 /3 ) ge Cambio de variable

0O@00000

Sea A € (0, L), donde L = 3/+/4 ~ 1.89.
Entonces los ceros del polinomio P(z) := 23 — Az + 1 se pueden escribir como
2 = pe'P,

donde § € (0,7/3),

AzL(l—;tg26) (cos B)4/3, p:<20i36>1/3'

1
Ademaés, 3 <P< 1 vy |z1] = |z2| < |23

28 / 44



Cambio de variable
[e]e] lelelele]

Los numeros z1, 22, 23 y su dependencia de A

Z3 = —

=
—

M)
>
=~

)\:L<1—1tg2ﬁ> (cosﬁ)4/3, p= (2(:(1)86)1/3.
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)\:L<1—1tg2ﬁ> (cosﬁ)4/3, p= (2(:(1)86)1/3.

29 / 44



Cambio de variable
[e]e]e] lelele]

Demostracién: P tiene solamente un cero real

P(x)=2a%- Xz +1, P(z)=3z*—-\

P tiene un minimo local en %

P(\/3/3) :1—2<2>g/z>0, /\

debido a la suposicién que A € (0, L). /3

>
wl>

Por eso P tiene solamente una raiz real.

Esta raiz real estd en (—oo, —y/A/3).
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Cambio de variable
0000e00

Demostracion: introducimos 8y p

El polinomio P(z) = 2% — Az + 1 tiene:
@ una raiz real negativa, la denotamos por z3,

@ dos raices complejas mutualmente conjugadas, las denotamos por 21 y 23.
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Demostracion: introducimos 8y p

El polinomio P(z) = 2% — Az + 1 tiene:
@ una raiz real negativa, la denotamos por z3,

@ dos raices complejas mutualmente conjugadas, las denotamos por 21 y 23.

Numeramos las raices de tal manera que arg(z;) > 0.
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Cambio de variable
0000e00

Demostracion: introducimos 8y p

El polinomio P(z) = 2% — Az + 1 tiene:

@ una raiz real negativa, la denotamos por z3,

@ dos raices complejas mutualmente conjugadas, las denotamos por 21 y 23.
Numeramos las raices de tal manera que arg(z;) > 0.

Pongamos
B=arg(z1),  p=lal
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Cambio de variable
0000e00

Demostracion: introducimos 8y p

El polinomio P(z) = 2% — Az + 1 tiene:
@ una raiz real negativa, la denotamos por z3,

@ dos raices complejas mutualmente conjugadas, las denotamos por 21 y 23.

Numeramos las raices de tal manera que arg(z;) > 0.

Pongamos
B=arg(z1),  p=lal

Entonces

B

i —i
Z1=pe, 29 =pe B.
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Cambio de variable
00000e0

Demostracion: usamos las formulas de Vieta

Los ceros del polinomio P(z) = 2> — Az +1=0 satisfacen las férmulas de Vieta:
21+ 224+ 23 =0,
z129 + 2123 + 2223 = — ),
212023 = —1.
Sustituimos z1 = pe'? y 23 =pe . Obtenemos

1 5 1

2'3:—?; P :m7

A= —p?(1—4cos’B) =L (1 — %th 6) (cos B)4/3.
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Cambio de variable
000000e

Dependencia  +— A

£(8) = L (1= 51" 8) (cos )"

coln
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Ecuacién caracteristica
90000000000

@ Ecuacion caracteristica
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v bajo rotacién 27 /3 El 1 e variable Ecuacién caracteristica

O@000000000

Polinomio caracteristico después del cambio de variable

Proposicion

Sea 0 < A < L y sea 3 := f~'()\). Entonces
det(Ty, (X — a)) = M,(B)Fn(B),

donde M, (3) es cierto factor no nulo,

En(B) = sin((n +1)8 +6(8)) + (—=1)"p(B)a(8)"*,

1
0(B) := arctan <tg35) , p(B) = \/%’ q(B) = 2cos 3
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00@00000000

Demostracion: queremos aplicar la formula de Widom

Por la férmula de Widom,
det T,(A — a) = (=1)" (SE2H ) + S5 () + 822 (),

donde

)n+1 )n+1

S;{Ll,i’)}()\) _ (2123

{1,2} _ (2122
STL (A) (Z]_ . ZQ)(Z3 - 22) )

(21— 23)(22 — 23)’

)n+1

S0 =
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Ecuacién caracteristica
[ee]e] lelelelele]e]e]

Demostracion: definimos 6(3) y calculamos z; — 23

21 = pelP, 29 =pe 1P, z3 = —— = —2pcos .
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Ecuacién caracteristica
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Demostracion: definimos 6(3) y calculamos z; — 23

21 =pe’, 29 =pe 1P, z3 = —— = —2pcos .

Consideramos la diferencia z; — z3:

21— 23 = p(2cos B+ eP) = p(3cos B +isinB).
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21 =pe’, 29 =pe 1P, z3 = —— = —2pcos .

Consideramos la diferencia z; — z3:
21— 23 = p(2cos B+ eP) = p(3cos B +isinB).

Definimos

0(B) = arctg <i1)> tg 6) .
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Ecuacién caracteristica
000@0000000

Demostracion: definimos 6(3) y calculamos z; — 23

21 =pe’, 29 =pe 1P, z3 = —— = —2pcos .

Consideramos la diferencia z; — z3:
21— 23 = p(2cos B+ eP) = p(3cos B +isinB).

Definimos 1
0(B) == arctg <3 tg 6) .

Entonces

1/2
- 9 + tg? ,
2 — 23 = |z — 23] 9P = p <1—tt§2g> et?8)
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Demostracion: los tres sumandos

(—1)” 2n+1 p2n (COS 5)7171

Mx(6) = (9 +tg2 B)1/2tg B

Entonces

S{L8H(\) = _% M,y (8) i el((mDB+0(8)
S23 () = S5 (0) = Lo, (B)ie (ntDEH0(E)
n 2 n Y

g 5 1 n+1
A0 = M) g s (3ewp)
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Ecuacién caracteristica
0O0000e00000

Resumen: la ecuacion caracteristica en forma trigonométrica

La ecuacion det(T, (A —a)) =0 para 0 < A < L
es equivalente a la ecuacién Ey,(8) =0 para 0 < 8 < %.

A estd relacionado con  mediante la funcién

£8) = L (1= 51" 3) (cos )1
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Propiedades de las funciones 6, p,, ¢

ol

6(B) := arctan (

wly L

[NIE

VI +tgZp’

W[y 4

B) =sin((n+1)8+6(8)) + (—=1)"p(B)a(B)"*,

NI

[en]
wly 4
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Ecuacién caracteristica
0O000000e000

Propiedades de las funciones 6, p,, ¢

En(B) = sin((n +1)8 +0(8)) + (—1)"p(B)a(8)"*,

1
6(3) := arctan <tg35) , p(B) = \/%’ q(B) = 2cos 3’

Las funciones 6, p, ¢ son estrictamente crecientes en (0, §). Para cada /3 en (0,

0<0B) <, 0<pB) <z g <aB) <L

o) 3

Demostracién: calculo elemental.
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Int Simetria bajo rotacién 27 /3 ) 3 de Ecuacién caracteristica

00000000800

Localizacion de los ceros de E,,

En alguna sesion futura del seminario demostraremos el siguiente resultado.

Proposicion

Sean n € N, n > 3, m = |n/3]. Para cada k en {0,1,...,m} pongamos

1
5 . <k + g) T
R
Entonces para cada k en {0,1,...,m — 1} la funcién E,, tiene un cero en

(Vn,ka Vn,k:—i—l) o
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La grafica de £, y los puntos v, 1,

Yoo

0| V20,0 V20,1 V20,2 V20,3 V20,4 V20,5 V20,6
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La grafica de £, y los puntos v, 1,

s
3

0| V20,0 V20,1 V20,2 V20,3 V20,4 W V20,6 V20,7
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La grafica de £, y los puntos v, 1,
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Ecuaci
0000000000 e

Temas para la siguiente sesion

e Localizacién de los valores propios: A = f(3),
(k+3)n (k+3)m
~ Y <<~
n+1 n+1
e El cambio de variable hiperbdlico, para calcular la inversa de f:

fﬁl()\) = arctg <\/§ th <Zl’> arch g)) )

o La distribucion asintética de los valores propios:

Lo #p(T(@) 1 (0,2))

n—00 n

= algunafuncién(z).
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