Solucion de sistemas triangulares
de ecuaciones lineales

Estos apuntes estan escritos por Maria de los Angeles Isidro Pérez y Egor Maximenko.

Objetivos. Resolver sistemas determinados de ecuaciones lineales con matrices triangula-
res. Practicar el método de la sustitucion hacia adelante para resolver sistemas triangulares
inferiores y el método de la sustitucion hacia atras para sistemas triangulares superiores.

Requisitos. Matrices triangulares, notaciéon breve para las sumas.

1. Ejemplo. Resolver el siguiente sistema triangular inferior de ecuaciones lineales:

2x4 = -2
—3X1 + X2 = 7;
X1 + 4x, — 2x3 = 11.

Solucion. De la primera ecuacién despejamos x;, luego de la segunda ecuaciéon despejamos
X, v sustituimos el valor de x;, etc.:

X1 =—2/2=—1;

x, =743 =74+3-(—1)=4%
x3=(11—=%x1 —4%)/(=2) = (11 +1-16)/(-2) = —4/(-2) = 2.

Comprobacién:
20 O —1 —-2+0+4+0 —2
-3 1 0 4 | = 34440 = 7 1. v m
1 4 -2 2 —1+16—4 11

2. Ejercicio. Resuelva el sistema de ecuaciones lineales y haga la comprobacién:

3X] = —3;
—Xx1 + 2% = -5
—4X1 —+ X2 + 4X3 = 9.
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3. Ejemplo. Resolver el siguiente sistema triangular superior de ecuaciones lineales:

2x7 — X + 3x3 — 3x4 = 2
— X2 + 5x3 + 2x4 = —9

4X3 + X4 = —3;

— 3X4 = 9.

Solucion. De la cuarta ecuacion despejamos x4, luego de la tercera despejamos x; susti-
tuyendo el valor de x4, etc.:

X =9/(-3) =3,
X3 = (=3 —x4)/4=0/4=0;
X2 = (=9 —=5x3 — 2x4)/(—1) = =3/(-1) = 3;
X1 =(24+x3—3x3+3x4)/2=—-4/2 =—-2.
Comprobacién:
2 -1 3 =3 -2 —4—-3+0+9 2
0 -1 5 31 | 0=-3+0—-6 | | —9 v 0
0 04 1 of | 0404+0-3 | | =3 |°
0O 00 =3 -3 0+0+0+9 9

4. Ejercicio. Resuelva el sistema de ecuaciones lineales y haga la comprobacién:

3X1 + ZXZ — 4X3 = —3;
- x2 + 3x3 = &
— 3X3 = —6.
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Notacién breve para las sumas

5. Ejemplos.

5
Zakz Z ay = a; + az + ag + as,

k=2 kEZ:
2<Kk<5

4
Z Cidi = Z Cidi = C3d3 + C4d4,

i=3 i€Z:
3<i<a
0
by = E by = E by = 0.
k=1 keZ: 1<k<0 ke

Por definicion, la suma de un conjunto vacio de sumandos es cero.

6. Ejercicio. Escriba las siguientes sumas usando el simbolo ) _:

C3+cCs+C5+Cg+C7r= Z
i=

azbz + (13b3 + Cl4b4 = Z

b]Cz + szg + b3C4 + b4C5 = Z
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Deduccion de las férmulas generales

7. Formulas de la sustitucién hacia adelante, n = 4. Consideremos un sistema
triangular inferior de ecuaciones lineales (las entradas diagonales L;; son no nulas):

Li1x = by;
Lyxi + Lopx = by
L;ixi 4+ Lipxa + Lisxs = bs;

L4)1X1 + L4)2X2 + I_4,3X3 + L4,4X4 = b4.

De la primera ecuacion despeje la incognita x;, de la segunda ecuacion despeje la incdgnita
X, (exprésela a través de xq), etc.:

X1 =
X2 =
X3 =

X4 =

8. Férmula general de la sustituciéon hacia adelante. Generalizando las férmulas
del ejercicio anterior, escriba una férmula general para x;:

Xi = i=1,2,...,n).
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9. Férmulas de la sustitucion hacia atras, n = 4. Consideremos un sistema triangular
superior de ecuaciones lineales (las entradas diagonales A;; son no nulas):

Upixr + UWioxy + UWigxs + Uigxy = by

WUzox, + Upsxs + Upaxs = by;
Wssxs + Usaxs = bs;
U.4’4X4 = b4 .

De la tdltima ecuacién despeje la incognita x4, de la pentultima despeje la incégnita x;3
(exprésela a través de x4), etc.:

Xq4 =
X3 =
Xy =

X1 =

10. Férmula general de la sustituciéon hacia atras. Generalizando las férmulas del
ejercicio anterior, escriba una féormula general para x;:

X = i=nn—1,...,1).
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Numero de operaciones

Primero recuerde las siguientes férmulas:

11. Férmula para la suma de una sucesion constante.

13. Calcular el nimero de las operaciones de multiplicaciéon y division en el algoritmo de
la sustitucién hacia atrés, si el orden de la matriz es n.

Solucion. Para calcular la expresion
n
> A,y
j=i+1

se usan n — i operaciones de multiplicacion. Luego para calcular x; hay que dividir entre
Aji. Por lo tanto, el numero de multiplicaciones y divisiones para calcular x; es

n—1i+1.

El nimero total de las multiplicaciones y divisiones es

dm—i+l)=) m+1)—=) i=...
i=1 i=1 i=1
Usando férmulas calcule las sumas y escriba la respuesta final. O]

14. Calcule el nimero de las multiplicaciones y divisiones en el algoritmo de la sustitucién
hacia adelante.

15. Calcule el ntimero de las adiciones y sustracciones en el algoritmo de la sustitucion
hacia adelante.
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