Ejemplo de descomposicion en valores singulares
de una matriz 2 X 3

1. Problema. Consideremos la matriz
3 1 2
A= { 2 1 -3 } '
Buscamos su descomposicion en valores singulares, esto es, una terna de matrices (U, S, V)

tal que
A=USVT, (1)

U es una matriz ortogonal 2 x 2, V' es una matriz ortogonal 3 x 3, y S es de la forma
. S1 0 0
5= |: 0 S9o 0 :| ’
donde s1 > s9 > 0.

2. La matriz AT A y su descomposicién en valores propios. Si U, S,V son matrices
con las propiedades indicadas arriba, entonces

AT =VvsSTUT.
Para la matriz B := A" A obtenemos la siguiente descomposicién:

B=A"A=(VSTUN)USVT") =V diag(s?,s2,0)V " .

Por lo tanto, los nimeros s?, s3 v 0 deben ser valores propios de AT A y las columnas de

V' deben ser vectores propios correspondientes (normalizados). Calculemos la matriz B y
su polinomio caracteristico:

32
B=ATA=|-1 1 {;’ 1_;}
2 -3
9+4 —-34+2 6-6 13 5 0
=| =3+2 141 —2-3|=| 5 2 -1/,
6-6 —2-3 449 0 -1 13

Para calcular el polinomio caracteristico de la matriz B, consideremos el determinante de
la matriz A\I3 — B y apliquemos operaciones elementales y la expansién por renglons o
columnas casi nulos:
A—13 =5 0 A—13 -5 0
CoN)=| -5 r—2 1 |D=—DBrl 4 A—2 1
0 1 A—13 5A—65 —A2+15A—25 0

A—13 -5
T BA—=65 —A2+150—25 ‘__(A_l?’)’

1 )
5 —A?+ 156\ —25

= —(A = 13)(=A? + 15X — 25+ 25) = A(\ — 13)(\ — 15).
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Los valores propios de la matriz B son
A (B) = 15, Xo(B) = 13, A3(B) = 0.
Los valores singulares de la matriz A son
s1(A) = V15, s9(A) = V13, s3(A) = 0.

Construyamos algunos vectores propios de B. Simplificamos la matriz \;(B)I3 — B con
operaciones elementales por renglones y hallamos un vector normalizado perteneciente a
su espacio nulo:

9 =5 07 R +—5Rs 20 107 mRs+=15 [1 0 5
15, —B=| -5 13 1 | fi="Bfs | 5 o _o5 | 224258, | o o 0
0 1 2 01 2 01 2

Hallamos un vector normalizado perteneciente al espacio nulo de la matriz 1513 — B:

1
V] = ——

V30

Simplificamos la matriz 1313 — B con operaciones elementales por renglones y construimos
un vector normalizado en su ntcleo:

0 =5 0 01 0 .
15— B=| -5 11 1| = | -5 0 1], o=—
0 10 000 V26

En vez de la matriz 0I3 — B trabajamos con la matriz B (que tiene el mismo nucleo), y
la simplificamos usando operaciones elementales por renglones:

13 5 0] M3 113 065 Riv=113 [ 1 0 5
B=| 5 2 —1|f="1y1 5 o 95| =M 1509
0 —1 13 0 1 —13 0 1 —13

Construimos un vector normalizado en su nucleo:

-5
1
V3 = ——— 13
195
1
Formamos la matriz V' de las columnas vy, vg, v3:
[ 5 1 5 ]
V30 V26 V195
_ 2 13
V= V30 0 7
L 5 _1_
| T VR Vm Vis |
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3. Calculo de los vectores uq, us. Sabemos que

AUl = S1U1q, AU2 = SoU>.
Calculamos Avy y Avs:
- )

o L3 12 S| _ 1 [15+2-2
ovB0l2 1 =3 1| VB0 L10+2+3
! '15}_\/5[1}

Sl T a1
gy — L 3 1 2} (1) 1 [3+0+10]
N — G —
Vs l2 1 -3, V26 | 240—15
1 [ 13 ]_\/ﬁ[ 1 }
V%l -1 a1

Sustituyendo s; y sy calculamos uq y us:

1 1 11 1 1 1
U1:S—1AU1:E|:1:|, UQZ_AUQZ_l ]

Formamos la matriz U de las columnas u; y us:

I {1 1
T [ 1 -1 ] |
4. Respuesta. A = USV", donde

[ 5 1 5 ]
V30 V26 V1%
111 (V15 0 0 B ) 3
U‘ﬁ[l —1}’ S‘[ 0 \/ﬁo]’ V=1 & ¥ U
1 5 1
| V% vm Vs |

Al final se debe hacer la comprobacion de las siguientes igualdades:

U'U =1L, VTV = I, AV =US.
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