Matrices de Laplace—Dirichlet
asociadas a las mallas rectangulares

Estos apuntes estan escritos por Daniel Herndndez Ledn, con ayuda de Egor Maximenko.

Ejemplo 2 x 3

Consideremos el problema de calor sobre una malla rectangular 2 x 3 (p = 2, ¢ = 3):
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En cada uno de los nodos z; consideramos la ecuacion discretizada de Laplace (la ecuacion
de calor). Se busca una solucién estancionaria, cuando los valores z; no dependen del
tiempo. Por ejemplo, en el nodo z; la ecuacién sera

(ZEl — CLQ) —+ (131 — CL3) + (l’l — JIQ) -+ (ZL’l — l’4) = O
Los ntimeros a;, estan dados, y los pasamos al lado derecho de la ecuacion:
4I1—$2—ZE4:G2+G3.

Procediendo de esta manera obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones para las incogni-
tas xy,...,Tq:
4r1 — w9 — Ty = ag + as,

4xy—777 =777,

dpg—"1777 =777,

Ay =777 =777,

4rs—"1777 =777,

drg—"177 =777,



Este sistema de ecuaciones se puede escribir en forma matricial. Ahora nos fijamos sola-
mente en la matriz del sistema. La matriz es cuadrada y de orden n = 6:

4 -1 0 -1 0 0
14 -1 0 -1 0
0 -1 4 0 0 -1
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A= e 0 e 0 e (1)
ST I R
SN

Para entender la construccion de la matriz, es mas comodo fijarse no en los nodos de la
malla, sino en las aristas. Por ejemplo, la arista que une los nodos x; y x4 corresponde
a los sumandos x; — x4 en la primera ecuacion y a los sumandos x4 — x; en la cuarta
ecuaciéon. En otras palabras, la arista {1,4} hace la siguiente contribucién a la matriz:

[ +1 0 0 =1 0 0]
000 000
000 000
-1 00 +1 00
000 000

. 000 00 0]

La arista {2, 3} hace la siguiente contribucién a la matriz:

0 0 0000
0 +1 =1 0 0 0
0 -1 +1 0 0 0
0 0 0000
0 0 0000

(0 0 000 O]

La arista que une los nodos z; y as hace la siguiente contribucién a la matriz:

+

OO O OO
O OO O OO
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OO OO OO
OO OO oo

Al sumar las matrices de esta forma que corresponden a todas las aristas, se obtiene (1).



Ejemplo 4 X 3

Para p =4y ¢ = 3 la malla es
(hay que copiar y modificar el dibujo anterior)

La matriz de Laplace-Dirichlet es
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Funcién que construye la matriz en el caso general p X ¢q
function [A] = rectangular_lattice(p, q),
n = ?77;

A = zeros(n, n);
77

end

Para p = 2, ¢ = 3 la funcién regresa la matriz (1), y para p = 4, ¢ = 3 la funcién regresa
la matriz (2).



