
Matrices asociadas al problema de Dirichlet
sobre una clase de gráficas

Estos apuntes están escritos por ???, ???, ???, con ayuda de Rogelio Rocha Hernández
y Egor Maximenko.

Dada una lista p = [p1, . . . , pm] de números enteros no negativos, consideremos la
gráfica formada de los caminos de longitudes p1 + 1, . . . , pm + 1, unidos en un vértice
adicional. Consideremos la ecuación de calor estacionaria sobre esta gráfica suponiendo
que la temperatura está dada en los extremos de los caminos (excepto el punto de la
unión).

Ejemplo 1. Para p = [2, 4, 1] la gráfica es
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Los vértices extremos de los caminos (9, 10, 11) hacen un papel especial, por eso los nu-
meramos al final.

Para cada vértice j denotemos por Γ(j) al conjunto de sus vecinos. Por ejemplo,

Γ(1) = {2, 4, 8}, Γ(2) = {1, 3}, Γ(3) = {2, 9}.

Estamos buscando una función x definida en el conjunto de los vértices (en otras palabras,
un vector x de longitud 11) que satisfaga la ecuación de calor estacionaria:∑

k∈Γ(j)

(x(j)− x(k)) = 0. (1)

Por ejemplo, para j = 1, 2, 3 la ecuación de calor se escribe como

(x1 − x2) + (x1 − x4) + (x1 − x8) = 0; (2)

(x2 − x1) + (x2 − x3) = 0; (3)

(x3 − x2) + (x3 − x9) = 0. (4)

La ecuación (1) se pone para j = 1, . . . , 8. Se supone que en los extremos derechos de los
caminos, es decir, en los vértices j = 9, 10, 11, los valores de xj están dados:

x9 = α1, x10 = α2, x11 = α3.
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Entonces las ecuaciones (2)–(4) se convierten en:

3x1 − x2 − x4 − x8 = 0;

−x1 + 2x2 − x3 = 0;

−x2 + 2x3 = α1.

De manera similar se forman ecuaciones (1) para j = 4, . . . , 8. Escribimos el sistema de
ecuaciones en la forma matricial:

3 −1 0 −1 0 0 0 −1
−1 2 −1 0 0 0 0 0

0 −1 2 0 0 0 0 0
??? ??? ??? ??? ??? ??? ??? ???
??? ??? ??? ??? ??? ??? ??? ???
??? ??? ??? ??? ??? ??? ??? ???
??? ??? ??? ??? ??? ??? ??? ???
??? ??? ??? ??? ??? ??? ??? ???
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Ejemplo 2. Dibujamos la gráfica para p = [4, 2, 3] y construimos la matriz correspon-
diente.

Algoritmo 3. El siguiente programa construye la matriz correspondiente al vector de
longitudes dado.

function A = heatmatrix(p),

m = length(p);

n = ???;

A = zeros(n, n);

???

end
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