Programacion: Sistemas unitriangulares inferiores

Objetivos. Programar el método de la sustitucion hacia adelante para resolver sistemas
de ecuaciones lineales con matrices unitriangulares inferiores. Analizar la complejidad
computacional del problema.

Requisitos. Matrices triangulares, notacion breve para las sumas, experiencia de progra-
macién: funciones, ciclos, vectores, matrices.

1. Definicién (matrices unitriangulares inferiores). Una matriz cuadrada L se llama
unitriangular inferior si es triangular inferior y todas sus entradas diagonales son 1. Un
sistema de ecuaciones lineales de la forma Lx = b se llama unitriangular inferior si la
matriz L es unitriangular inferior.

2. Ejemplo. Resolver el siguiente sistema unitriangular inferior de ecuaciones lineales:

1 = =2
3r1 + T = =5
—2$1 + 4272 + I3 = 5;
—3.1'1 + T2 + x4 = 3.

Solucion. La primera ecuacion nos da el valor de x;. De la segunda ecuacién despejamos
X9 y sustituimos el valor de x4, etc.:

?

x3 =05 — (—2x; +4x2) =5 — = ;

3 (=221 + 4x,) ( ) 7
Ty = —( +0:U3) = — =
—— —_——— L N
? ? ? ? ?
Comprobacién:
1 0 0 0 —2 —24+0+0+0 — 2
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Notacién breve para sumas (repaso)

3. Ejemplos.
6
Z bk = 1)/‘. + ])],. -+ [)], - b4 -+ b5 —+ b6.
con k=4 con k=5 con k=6
k=4
5 6
Zar:a2+a3+a4+a5, ch: )
r=2 j=3 ~ \7’ g
3 4
Z Crdy = cady + c3ds, Z bpyp = . .
k=2 p=1 e

4. Sumas que dependen de parametros.
La primera suma depende de un parametro k (esto significa que k no se elimina ain
cuando escribimos los sumandos en la forma explicita); la segunda depende de i:

4 3
Z A = Apg + Ago + Ak s + Ara; Z A =
j=1 j=2 Y
5. Ejemplos: escribir con ).
2
As1y1 + As oo = Z As ;. by + bz + by + bs + bg = Z .
=1 = X
cs3as + cqa4 + Cxa5 = . a2b3 + Cl3b4 + a4b5 = .
S >

6. Convenio: la suma del conjunto vacio de sumandos es cero.

2
Ejemplo: Zaj = Z aj; = Zaj =0.
j=3

JEZ: jED
3<5<2
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Férmulas de la sustitucién hacia adelante
en el caso de un sistema unitriangular inferior
(se recomienda deducir las férmulas antes de la clase practica)

7. Férmulas para n = 4. Consideremos un sistema de ecuaciones de la forma Lx = b,
donde L es una matriz real unitriangular inferior de orden 4.

T = b
Lyixy + To
L3’1$1 —+ L3721’2 + T3
Liyxy + Lasxe + Lisws + x4 = Dbs

Il
o> o
Lo

La primera ecuacion nos da el valor de la incognita x;. De la segunda ecuacion despejamos
T (expresamos o a través de xq). De la tercera ecuacién despejamos la incégnita z3 (la
expresamos a través de x1 y xs). De la cuarta ecuacién despejamos .

I =

To —

Ty =

8. Formulas de la sustitucién hacia adelante en el caso de un sistema uni-
triangular inferior. Generalice las formulas del ejercicio anterior. Sea A una matriz
unitriangular inferior n X n y sea b € R”. Escriba una férmula para calcular z;:

9. Suma sobre el conjunto vacio. Por definicién, cualquier suma sobre un conjunto
vacio es cero. Por ejemplo,

i:ai: Z ai:Zai:O.

i=4 i€Z: 4<i<3 i€l

Escriba la férmula (1) para i = 1 y determine si esta es correcta.
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Programacién de la sustitucion hacia adelante
en el caso de sistemas unitriangulares inferiores

10. Escriba una funcién solveunilt que resuelva sistemas de ecuaciones lineales con
matrices unitriangulares inferiores.

Entrada: una matriz L y un vector b.

Condiciones que satisface la entrada: L es cuadrada y unitriangular inferior, la lon-
gitud de b coincide con el orden de L.

Salida: un vector x tal que Lz = b.

Por ejemplo, en el lenguaje MATLAB la funciéon solveunilt se debe guardar en el archivo
solveunilt.m y se puede empezar de la siguiente manera:

function [x] = solveunilt(L, b),
n = length(b);
x = zeros(n, 1);

end

11. Comprobacién con datos pequenos. Escriba una funcién que haga una compro-
baciéon con una matriz unitriangular inferior 3 x 3.

function [] = testlsolveunilt(),
L=1[1,0,0;5, 1, 0; -4, -2, 1];
y = [2; -3; 4];
b =L % u;
x = solveunilt(L, b);
display(x);
display(y);

end

12. Comprobaciéon con matrices pequenas pseudoaleatorias. Haga una compro-
baciéon con n = 7 y con datos pseudoaleatorios. Se recomienda el siguiente esquema:

function [] = test2solveunitlt(),
n==1,

2 * rand(n, n) - ones(n, n);

= tril(L, -1)+ eye(n);

2 % rand(n, 1) - ones(n, 1);

solveunilt (L, b);

display(norm(L * x - b));

K o O
|

13. Comprobacién con datos grandes pseudoaleatorios. Haga comprobaciones con
datos pseudoaleatorios y con n grandes, mediendo el tiempo de ejecucion.
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Analisis de la complejidad computacional

14. Férmula para la suma de una progresién aritmética (repaso). Recuerde la
formula para la siguiente suma:

15. Primera solucién (formal). Calcule el nimero de las operaciones de multiplicacién
que se necesitan para calcular la expresion

-1

.

LjJ#L'k.
1

>
Il

Calcule el numero de las operaciones de multiplicacién que se necesitan realizar el algo-
ritmo programado en las paginas anteriores.

16. Niimero de las entradas de cada tipo en una matriz cuadrada.
Consideremos una matriz cuadrada:

) 6D 6D @D
@ () B @
@ ) @
o @ (A

Calcule el numero de las entradas (para una matriz cuadrada n x n):

= el nimero total de las entradas;
= en la diagonal principal;
= fuera de la diagonal principal;

= por debajo de la diagonal principal.
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17. Segunda solucién (conceptual). Analice la correspondencia entre las entradas de la
matriz L (ubicadas por abajo de la diagonal principal) y las operaciones de multiplicacién
que se usan en algoritmo que hemos programado.

18. La complejidad del algoritmo es la 6ptima. Explique por qué el problema no se
n(n —1)

puede resolver aplicando menos operaciones que 5
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