Ajuste polinomial

Objetivos. Mostrar que el problema de ajuste polinomial y el problema de ajuste tri-
gonométrico, en los cuales se minimiza el error cuadrético, son casos particulares del
problema de minimos cuadrados.

Requisitos. Problema de minimos cuadrados, matriz de Vandermonde, matriz de valores
de monomios trigonométricos.

1. Problema de minimos cuadrados (repaso breve). Sea A € M, (R) con r(A) =
m <mn,yseabe R" Se busca el minimo (global estricto) de la funcién

f:R™ = R, f(z) = ||Az — b||.

Ya vimos en las clases pasadas que el problema se resuelve facilmente al hallar una facto-
rizacion QR de la matriz A.

Ajuste polinomial

2. Problema de ajuste polinomial. Estan dados algunos ntumeros reales zy,...,x,
diferentes a pares y algunos nimeros reales ¥y, ..., y, arbitrarios. También esta dado un
nimero m < n. Se busca un polinomio de grado < m, es decir, un polinomio de la forma

P(t) =) et
k=1

tal que se minimice el error cuadratico

n

S (Palan) — )

J=1

Notamos que los ntimeros x; estan dados y fijos, y las incognitas son los coeficientes
c1,...,Cn. En otras palabras, la funcion que queremos minimizar es

n n m 2
FiRM =R, f(0) =) (Play) —y)* =) (Z - yj) :
j=1 j=1 \ k=1

3. Reduccion del problema de ajuste polinomial al problema de minimos cua-
drados. Denotemos por V,,(z1,...,2,) a la matriz de Vandermonde de m columnas
asociada a los puntos z1,...,x,:

Vm(x) = vm(ZEl, . ,In) — [x/?—l}n,m

i ljk=1"
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Entonces, como ya vimos antes, el vector P.(z) de los valores del polinomio P, en los

puntos i, ..., T, €s
n

ft(m):::[}%(aﬁ)}jzi ::‘Cn(x)ca

y la funcién f se escribe como

() = (Vin(x)e — )",

El problema de minimizacién de esta funcién es el problema de minimos cuadrados, donde
la matriz A es V,,,(z) y el vector del lado derecho es y. Otra vez emfatizamos que la notacién
es diferente de la notacion en el Problema 1: ahora el vector x es fijo y participa en la
construcciéon de la matriz A, y el vector incognito es c.

4. Teorema (sobre la existencia y unicidad de solucién del problema de ajuste
polinomial). Sean x1,...,z, algunos nimeros reales diferentes a pares, sean yi, ...,y
algunos numeros reales, y sea m < n. Entonces la matriz V,,,(x) es de rango m, existe un
Unico vector ¢ en R™ que minimiza la funciéon

n

Fle) =) (Pelay) —yy)’.

Jj=1

Idea de demostracion. En la matriz V,,(x) la submatriz ubicada en los primeros m ren-
glones es V,,,(x1,..., %), v el determinante de esta matriz de Vandermonde es distinto de
cero porque los numeros 1, ..., x,, son diferentes a pares. Luego el rango de esta subma-
triz es m, y el rango de la matriz original no puede ser menor que el rango de la submatriz.
Por otro lado, V,,,(x) tiene m columnas. Por lo tanto el rango de V,,,(x) también es m.
Ahora el teorema sale como un corolario del teorema sobre la existencia y unicidad de
solucion del problema de minimos cuadrados. O

Ajuste trigonométrico

5. El problema de ajuste trigonométrico. Sea [, 5] un intervalo de longitud menor
que 27. Estdn dados algunos nimeros xy, . . ., x, € |, §], algunos nimeros reales y1, . . . , Yy,
arbitrarios y un nimero ¢ tal que 2g+1 < n. Denotemos 2¢+ 1 por m. Se busca un vector
¢ en R™ que minice la funcién

fle) = Z <01 + Z Cry1 cos(kx;) + Z Cotht1 sen(kz;) — y]) :

j=1 k=1 k=1

En otras palabras, a cada vector ¢ en R™ le asociamos el polinomio trigonométrico

q q
To(t) =c1 + Z cpr1 cos(kt) + Z Cork1 sen(kt),

k=1 k=1
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y queremos minimizar la funcién

n

f:R™ > R, fle) = Z(Tc(xj) — yj)z.

j=1

6. Reduccién del problema de ajuste trigonométrico al problema de minimos
cuadrados. Denotemos por T,(x) al vector de los valores del polinomio trigonométrico

T. en los puntos xq, ..., Ty,:
n

To(z) = [Te(x;)]

=1
Entonces
donde W, (x) es la matriz

1 cos(xy) ... cos(qry) sen(xy) ... sen(qwy)
Wylz) = | : : : : :
1 cos(x,) ... cos(qr,) sen(z,) ... sen(qx,)

La condiciones escritas arriba garantizan que el rango de esta matriz es 2q + 1.

Problema de ajuste lineal en forma general

7. Estan dadas algunas funciones b4, . . ., b,,, algunos nimeros z1, . . . , x,, diferentes a pares,
y algunos numeros ¥, ..., y, arbitrarios. Para cualquier vector de coeficientes ¢ en R™
definimos ¢. como la combinacion lineal de las funciones by, ..., b, con los coeficientes
Cly...,Cm:

ge(t) = Z crbr(t).

Denotamos por g.(z) al vector de los valores de g. en los puntos z1, . .., z,:

n

ge(x) = [ge(;)]_;-
Se busca el vector de coeficientes ¢ que minimice la funcion
f(e) = llge(=) =yl
Notamos que g.(z) se puede escribir como
ge(x) = G (),
donde G, () es la matriz de los valores de las funciones gy, . . . , gy, en los puntos xy, . .., Ty:
Gn(2) = [gn(a)] 2"

Sin > m y el rango de G,,(z) es m, entonces f tiene un unico punto minimo global
estricto.
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