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Objetivos

Recordaremos la definicién del producto Ax,
donde A € Mpxn(R), x € R".

Demostraremos el siguiente teorema.

Teorema
Sean A € Mpmxn(R), B € Muyp(R).
Entonces existe una tnica matriz C tal que

Vx € RP Cx = A(Bx).




Definicion del producto de una matriz por un vector, repaso

Dados A € Mpnxn(R), x € R”,
Ax = [Z A-’kxkl .
k=1 j=1

En otras palabras, por definicidn,
Ax € R™,

y para cada j en {1,...,m},

(AX)J' = Z AJ"ka.
k=1



El producto de una matriz por un vector

como una combinacién lineal de las columnas de la matriz, repaso

Proposicién
Sean A € Mp»n(R), x € R". Entonces

n
Ax = Z XkA*’k.
k=1




La delta de Kronecker, repaso

0:7Z x7 — {0,1},

1, j=k;
(5]7;( =
0, j# k.



La propiedad principal de la delta de Kronecker, repaso

Proposicién

Seax € R" y sea q € {1,...,n}. Entonces

n
> Xklg =
k=1




La propiedad principal de la delta de Kronecker, repaso

Proposicién

Seax € R" y sea q € {1,...,n}. Entonces

n
Z xkék,q = Xq.
k=1




La propiedad principal de la delta de Kronecker, repaso

Proposicién

Seax € R" y sea q € {1,...,n}. Entonces

n
Z xkék,q = Xq.
k=1

Demostracion.

n
> Xbkq =
k=1



La propiedad principal de la delta de Kronecker, repaso

Proposicién

Seax € R" y sea q € {1,...,n}. Entonces

n
Z xkék,q = Xq.
k=1

Demostracion.

Z Xkék,q = Xq5q7q + Z Xkék,q =
k=1 ke{1,...,nH\{q}



La propiedad principal de la delta de Kronecker, repaso

Proposicién

Seax € R" y sea q € {1,...,n}. Entonces

n
Z xkék,q = Xq.
k=1

Demostracion.

Z Xkék,q = Xq5q7q + Z Xkék,q = Xg-
k=1 ke{1,...,nH\{q}



La propiedad principal de la delta de Kronecker, repaso

Proposicién

Seax € R" y sea q € {1,...,n}. Entonces

n
Z xkék,q = Xq.
k=1

Demostracion.

Z kask,q = Xq5q7q + Z Xkék,q = Xg-
k=1 ke{1,....,n}\{q}

M3s ain, la férmula se cumple, si x1, ..., x, son elementos de un espacio vectorial.



Los vectores de la base candnica de R”, repaso

ec(,") = [5q,k] Z:l'



Los vectores de la base candnica de R”, repaso

n
ec(,”) = [5q,k] k=1"
En otras palabras, e((,") € R", vy paracada ken{1,...,n},

(e(gn))k = 5k,q~



El producto de una matriz por un vector de la base canénica de R”, repaso

Proposicién
Sea A€ Mpmxn(R) yseaqe{l,...,m}. Entonces

Aeg”) =




El producto de una matriz por un vector de la base canénica de R”, repaso

Proposicién
Sea A€ Mpmxn(R) yseaqe{l,...,m}. Entonces

Ael) = A, 4.
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Ambos productos Aec(,") y A4 son elementos de
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El producto de una matriz por un vector de la base canénica de R”, repaso
Proposicién
Sea A€ Mpmxn(R) yseaqe{l,...,m}. Entonces

Ael) = A, 4.

Primera demostracion.
Ambos productos Aec(,") y A g son elementos de R™.
Para cada j en {1,..., m},

(Ael); =




El producto de una matriz por un vector de la base canénica de R”, repaso
Proposicién
Sea A€ Mpmxn(R) yseaqe{l,...,m}. Entonces

Ael) = A, 4.

Primera demostracion.
Ambos productos Aec(,") y A g son elementos de R™.
Para cada j en {1,..., m},




El producto de una matriz por un vector de la base canénica de R”, repaso
Proposicién
Sea A€ Mpmxn(R) yseaqe{l,...,m}. Entonces

Ael) = A, 4.

Primera demostracion.
Ambos productos Aec(,") y A g son elementos de R™.
Para cada j en {1,..., m},

n

(Al = 3" Aiw(el) = Y Ajkdrg =
k=1 k=1




El producto de una matriz por un vector de la base canénica de R”, repaso
Proposicién
Sea A € Mpmxn(R) yseaq e {1,...,m}. Entonces

Ael) = A, 4.

Primera demostracion.
Ambos productos Ae((,") y A g son elementos de R™.
Para cada j en {1,..., m},

n

(A = D" Akl = > Ajkdig = Ag =
k=1 k=1




El producto de una matriz por un vector de la base canénica de R”, repaso
Proposicién
Sea A€ Mpmxn(R) yseaqe{l,...,m}. Entonces

Ael) = A, 4.

Primera demostracion.
Ambos productos Aeg") y A g son elementos de R™.
Para cada j en {1,..., m},

n

(Aeg”))j = Z Aj’k(egn))k = Z Aj’k(sk’q = Aq,k = (A*J()q.
k=1 k=1




El producto de una matriz por un vector de la base canénica de R”, repaso

Proposicién
Sea A€ Mpmxn(R) yseaqe{l,...,m}. Entonces

Aeg”) =




El producto de una matriz por un vector de la base canénica de R”, repaso

Proposicién
Sea A€ Mpmxn(R) yseaqe{l,...,m}. Entonces

Ael) = A, 4.




El producto de una matriz por un vector de la base canénica de R”, repaso

Proposicién

Sea A€ Mpmxn(R) yseaqe{l,...,m}. Entonces

Ael) = A, 4.

Segunda demostracion.

Aeg") =



El producto de una matriz por un vector de la base canénica de R”, repaso

Proposicién

Sea A€ Mpmxn(R) yseaqe{l,...,m}. Entonces

Ael) = A, 4.

Segunda demostracion.

Aeg”) - Z A*,k(e((,n))k =
k=1



El producto de una matriz por un vector de la base canénica de R”, repaso

Proposicién

Sea A€ Mpmxn(R) yseaqe{l,...,m}. Entonces

Ael) = A, 4.

Segunda demostracion.

Aec(,") = Z A*’k(eg"))k = Z A*,kak,q =
k=1 k=1



El producto de una matriz por un vector de la base canénica de R”, repaso

Proposicién

Sea A€ Mpmxn(R) yseaqe{l,...,m}. Entonces

Ael) = A, 4.

Segunda demostracion.

Aec(ln) - Z A*,k(et(yn))k = Z AskOk,g = Asg-
k=1 k=1



El producto de una matriz por un vector de la base canénica de R”, repaso

En particular, hemos mostrado que

(Ael); =



El producto de una matriz por un vector de la base canénica de R”, repaso

En particular, hemos mostrado que

(Aeé"))j = Ajq-



Teorema
Sean A € Mpmxn(R), B € Mpxp(R).

Entonces existe una tinica matriz C tal que

Vx € RP Cx = A(Bx).




Unicidad, el tamano de C

AE Mmxn(R), B € Mpxp(R).

Suponemos que C es una matriz tal que

Vx € RP Cx = A(Bx).
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Unicidad, el tamano de C

AE Mmxn(R), B € Mpxp(R).

Suponemos que C es una matriz tal que

Vx € RP Cx = A(Bx).
Para que el producto Cx esté definido, C debe tener p columnas.
El producto A(Bx) tiene m renglones.

Por lo tanto, C debe tener m renglones.

Resumen. C ¢



Unicidad, el tamano de C

AE Mmxn(R), B € Mpxp(R).

Suponemos que C es una matriz tal que

Vx € RP Cx = A(Bx).
Para que el producto Cx esté definido, C debe tener p columnas.
El producto A(Bx) tiene m renglones.
Por lo tanto, C debe tener m renglones.

Resumen. C € Mxn(R).



Unicidad, las componentes de C

Estamos suponiendo que C es una matriz tal que para cada x en RP se cumple Cx = A(Bx).
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Consideremos la j-ésima componente.



Unicidad, las componentes de C

Estamos suponiendo que C es una matriz tal que para cada x en RP se cumple Cx = A(Bx).
Elegimos j € {1,...,m}, g € {1,...,n}.
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Consideremos la j-ésima componente.
Por un lado,

(@i =



Unicidad, las componentes de C

Estamos suponiendo que C es una matriz tal que para cada x en RP se cumple Cx = A(Bx).
Elegimos j € {1,...,m}, g € {1,...,n}.

En la igualdad Cx = A(Bx) ponemos x = eg"), brevemente x = eq.

Consideremos la j-ésima componente.

Por un lado,

(Cel™)j =" Gubrg =
k=1



Unicidad, las componentes de C

Estamos suponiendo que C es una matriz tal que para cada x en RP se cumple Cx = A(Bx).
Elegimos j € {1,...,m}, g € {1,...,n}.
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Consideremos la j-ésima componente.
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Unicidad, las componentes de C

Estamos suponiendo que C es una matriz tal que para cada x en RP se cumple Cx = A(Bx).
Elegimos j € {1,...,m}, g € {1,...,n}.

En la igualdad Cx = A(Bx) ponemos x = eg"), brevemente x = eq.
Consideremos la j-ésima componente.

Por un lado,
(Ceg”))j = Z Cik0k,g = Cig-
k=1
Por otro lado,

(A(Beq))j =



Unicidad, las componentes de C

Estamos suponiendo que C es una matriz tal que para cada x en RP se cumple Cx = A(Bx).
Elegimos j € {1,...,m}, g € {1,...,n}.

En la igualdad Cx = A(Bx) ponemos x = eg"), brevemente x = eq.
Consideremos la j-ésima componente.

Por un lado,
(Ceg”))j = Z Cik0k,g = Cig-
k=1
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Unicidad, las componentes de C

Estamos suponiendo que C es una matriz tal que para cada x en RP se cumple Cx = A(Bx).
Elegimos j € {1,...,m}, g € {1,...,n}.

En la igualdad Cx = A(Bx) ponemos x = eg"), brevemente x = eq.
Consideremos la j-ésima componente.

Por un lado,
(Ceg”))j = Z Cik0k,g = Cig-
k=1
Por otro lado,

n
(A(Beg)); = D Aik(Beg)k = D AjBrg-
k=1



Unicidad, las componentes de C

Estamos suponiendo que C es una matriz tal que para cada x en RP se cumple Cx = A(Bx).
Elegimos j € {1,...,m}, g € {1,...,n}.
En la igualdad Cx = A(Bx) ponemos x = eg"), brevemente x = eq.

Consideremos la j-ésima componente.

Por un lado,
(Ceg”))j = Z Cik0k,g = Cig-
k=1

Por otro lado,
n

n
(A(Beg)); = D Aik(Beg)k = D AjBrg-
k=1 k=1

n
Resumen. (; ; debe ser igual a la suma Z A; kB q-
k=1



Existencia

Definimos C € M pxn(R) mediante la regla

n
Giq = Z Aj kBr,g-
k=1

Sea x € R". Demostremos que Cx = A(Bx). En efecto, para cada j en {1,..., m} tenemos



Existencia

Definimos C € M pxn(R) mediante la regla

n
Gg= Z AjkBrg-
k=1
Sea x € R". Demostremos que Cx = A(Bx). En efecto, para cada j en {1,..., m} tenemos

(A(BX)); =



Existencia

Definimos C € M pxn(R) mediante la regla

n
Giq = Z Aj kBr,g-
k=1

Sea x € R". Demostremos que Cx = A(Bx). En efecto, para cada j en {1,..., m} tenemos

BXJ—Z i k(Bx)k



Existencia

Definimos C € M pxn(R) mediante la regla

n
Giq = Z Aj kBr,g-
k=1

Sea x € R". Demostremos que Cx = A(Bx). En efecto, para cada j en {1,..., m} tenemos

p
BX J—Z kBXk—Z kZBkquq:
q=1



Existencia

Definimos C € M pxn(R) mediante la regla

n
Giq = Z Aj kBr,g-
k=1

Sea x € R". Demostremos que Cx = A(Bx). En efecto, para cada j en {1,..., m} tenemos

BXJ—Z kak—Z kZquXq—ZZ i ik B, gXq-
q=

k=1g=1

Por otro lado,

(Cx); =



Existencia

Definimos C € M pxn(R) mediante la regla

n
Giq = Z Aj kBr,g-
k=1

Sea x € R". Demostremos que Cx = A(Bx). En efecto, para cada j en {1,..., m} tenemos
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Existencia

Definimos C € M pxn(R) mediante la regla

n
Giq = Z Aj kBr,g-
k=1

Sea x € R". Demostremos que Cx = A(Bx). En efecto, para cada j en {1,..., m} tenemos

BXJ—Z kak—Z kZquXq—ZZ i ik B, gXq-
q=

k=1g=1

Por otro lado,

P 14 n
(C)i= D Gaxa= D <Z A',kBk,q> 5% =
gqg=1

gqg=1 k=1



Existencia

Definimos C € M pxn(R) mediante la regla

n
Giq = Z Aj kBr,g-
k=1

Sea x € R". Demostremos que Cx = A(Bx). En efecto, para cada j en {1,..., m} tenemos

BXJ—Z kak—Z kZquXq—ZZ i ik B, gXq-
q=

k=1g=1

Por otro lado,

P
(O =3 Gora= 3 (ZA,kqu> 5= 303 AjBrgta =

q=1 q=1 q=1 k=1



Existencia

Definimos C € M pxn(R) mediante la regla

n
Giq = Z Aj kBr,g-
k=1

Sea x € R". Demostremos que Cx = A(Bx). En efecto, para cada j en {1,..., m} tenemos

BXJ—Z kak—Z kZquXq—ZZ i ik B, gXq-
q=

k=1g=1

Por otro lado,

P
(Cx); = Z Caxq = Z <ZA kB, q) Xq = Z ZAJ kBrk,gXq = Z ZAJ kBk,qXq-

qg=1 g=1 q=1 k=1 k=1qg=1



Resumen

Dadas dos matrices, A en Mpxn(R) y B en Mpyp(R),
existe una unica matriz C tal que

Vx € RP Cx = A(Bx).

Esta matriz C se define por la regla

C € Mmxn(R), Ga=>_ AjxBrg-
k=1

En otras palabras,

C = [Z AJ-,kBk,q]

k=1

J=1

Esta matriz se llama el producto de las matrices Ay B .



Otra forma de hablar

A cada matriz A de clase M ,xn(R), se le asocia la transformacién lineal
o n
Ta: R" — Rm,

Ta(x) = Ax (x e R").



Otra forma de hablar

A cada matriz A de clase M ,xn(R), se le asocia la transformacién lineal
. n m
TA. R" - R 5

Ta(x) = Ax (x e R").

Dadas A en Mpxn(R) y B en Mpyp(R), la matriz AB se define de tal manera que

TAB = TA [¢] TB.



Otra forma de hablar

A cada matriz A de clase M ,xn(R), se le asocia la transformacién lineal
. n m
TA. R" - R 5

Ta(x) = Ax (x e R").

Dadas A en Mpxn(R) y B en Mpyp(R), la matriz AB se define de tal manera que
En otras palabras,

el producto de matrices corresponde a la composiciéon de las transformaciones lineales.



