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Objetivos

Recordaremos la definición del producto Ax ,
donde A ∈Mm×n(R), x ∈ Rn.

Demostraremos el siguiente teorema.

Teorema
Sean A ∈Mm×n(R), B ∈Mn×p(R).
Entonces existe una única matriz C tal que

∀x ∈ Rp Cx = A(Bx).



Definición del producto de una matriz por un vector, repaso

Dados A ∈Mm×n(R), x ∈ Rn,

Ax :=
[ n∑

k=1
Aj,kxk

]m

j=1

.

En otras palabras, por definición,
Ax ∈ Rm,

y para cada j en {1, . . . ,m},

(Ax)j =
n∑

k=1
Aj,kxk .



El producto de una matriz por un vector
como una combinación lineal de las columnas de la matriz, repaso

Proposición
Sean A ∈Mm×n(R), x ∈ Rn. Entonces

Ax =
n∑

k=1
xkA∗,k .



La delta de Kronecker, repaso

δ : Z× Z→ {0, 1},

δj,k :=

1, j = k;

0, j 6= k.



La propiedad principal de la delta de Kronecker, repaso

Proposición
Sea x ∈ Rn y sea q ∈ {1, . . . , n}. Entonces

n∑
k=1

xkδk,q =

xq.

Demostración. n∑
k=1

xkδk,q = xqδq,q +
∑

k∈{1,...,n}\{q}
xkδk,q = xq.

Más aún, la fórmula se cumple, si x1, . . . , xn son elementos de un espacio vectorial.
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Más aún, la fórmula se cumple, si x1, . . . , xn son elementos de un espacio vectorial.



La propiedad principal de la delta de Kronecker, repaso

Proposición
Sea x ∈ Rn y sea q ∈ {1, . . . , n}. Entonces

n∑
k=1

xkδk,q = xq.

Demostración. n∑
k=1

xkδk,q = xqδq,q +
∑

k∈{1,...,n}\{q}
xkδk,q = xq.
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Los vectores de la base canónica de Rn, repaso

e(n)
q :=

[
δq,k

]n
k=1.

En otras palabras, e(n)
q ∈ Rn, y para cada k en {1, . . . , n},

(e(n)
q )k = δk,q.



Los vectores de la base canónica de Rn, repaso

e(n)
q :=

[
δq,k

]n
k=1.

En otras palabras, e(n)
q ∈ Rn, y para cada k en {1, . . . , n},

(e(n)
q )k = δk,q.



El producto de una matriz por un vector de la base canónica de Rn, repaso
Proposición
Sea A ∈Mm×n(R) y sea q ∈ {1, . . . ,m}. Entonces

Ae(n)
q =

A∗,q.

Primera demostración.
Ambos productos Ae(n)

q y A∗,q son elementos de Rm.
Para cada j en {1, . . . ,m},

(Ae(n)
q )j =

n∑
k=1

Aj,k(e(n)
q )k =

n∑
k=1

Aj,kδk,q = Aq,k = (A∗,k)q.



El producto de una matriz por un vector de la base canónica de Rn, repaso
Proposición
Sea A ∈Mm×n(R) y sea q ∈ {1, . . . ,m}. Entonces

Ae(n)
q = A∗,q.

Primera demostración.
Ambos productos Ae(n)

q y A∗,q son elementos de Rm.
Para cada j en {1, . . . ,m},

(Ae(n)
q )j =

n∑
k=1

Aj,k(e(n)
q )k =

n∑
k=1

Aj,kδk,q = Aq,k = (A∗,k)q.



El producto de una matriz por un vector de la base canónica de Rn, repaso
Proposición
Sea A ∈Mm×n(R) y sea q ∈ {1, . . . ,m}. Entonces

Ae(n)
q = A∗,q.

Primera demostración.

Ambos productos Ae(n)
q y A∗,q son elementos de Rm.

Para cada j en {1, . . . ,m},

(Ae(n)
q )j =

n∑
k=1

Aj,k(e(n)
q )k =

n∑
k=1

Aj,kδk,q = Aq,k = (A∗,k)q.



El producto de una matriz por un vector de la base canónica de Rn, repaso
Proposición
Sea A ∈Mm×n(R) y sea q ∈ {1, . . . ,m}. Entonces

Ae(n)
q = A∗,q.

Primera demostración.
Ambos productos Ae(n)

q y A∗,q son elementos de

Rm.
Para cada j en {1, . . . ,m},

(Ae(n)
q )j =

n∑
k=1

Aj,k(e(n)
q )k =

n∑
k=1

Aj,kδk,q = Aq,k = (A∗,k)q.



El producto de una matriz por un vector de la base canónica de Rn, repaso
Proposición
Sea A ∈Mm×n(R) y sea q ∈ {1, . . . ,m}. Entonces

Ae(n)
q = A∗,q.

Primera demostración.
Ambos productos Ae(n)

q y A∗,q son elementos de Rm.

Para cada j en {1, . . . ,m},

(Ae(n)
q )j =

n∑
k=1

Aj,k(e(n)
q )k =

n∑
k=1

Aj,kδk,q = Aq,k = (A∗,k)q.



El producto de una matriz por un vector de la base canónica de Rn, repaso
Proposición
Sea A ∈Mm×n(R) y sea q ∈ {1, . . . ,m}. Entonces

Ae(n)
q = A∗,q.

Primera demostración.
Ambos productos Ae(n)

q y A∗,q son elementos de Rm.
Para cada j en {1, . . . ,m},

(Ae(n)
q )j =

n∑
k=1

Aj,k(e(n)
q )k =

n∑
k=1

Aj,kδk,q = Aq,k = (A∗,k)q.



El producto de una matriz por un vector de la base canónica de Rn, repaso
Proposición
Sea A ∈Mm×n(R) y sea q ∈ {1, . . . ,m}. Entonces

Ae(n)
q = A∗,q.

Primera demostración.
Ambos productos Ae(n)

q y A∗,q son elementos de Rm.
Para cada j en {1, . . . ,m},

(Ae(n)
q )j =

n∑
k=1

Aj,k(e(n)
q )k =

n∑
k=1

Aj,kδk,q = Aq,k = (A∗,k)q.



El producto de una matriz por un vector de la base canónica de Rn, repaso
Proposición
Sea A ∈Mm×n(R) y sea q ∈ {1, . . . ,m}. Entonces

Ae(n)
q = A∗,q.

Primera demostración.
Ambos productos Ae(n)

q y A∗,q son elementos de Rm.
Para cada j en {1, . . . ,m},

(Ae(n)
q )j =

n∑
k=1

Aj,k(e(n)
q )k =

n∑
k=1

Aj,kδk,q =

Aq,k = (A∗,k)q.



El producto de una matriz por un vector de la base canónica de Rn, repaso
Proposición
Sea A ∈Mm×n(R) y sea q ∈ {1, . . . ,m}. Entonces

Ae(n)
q = A∗,q.

Primera demostración.
Ambos productos Ae(n)

q y A∗,q son elementos de Rm.
Para cada j en {1, . . . ,m},

(Ae(n)
q )j =

n∑
k=1

Aj,k(e(n)
q )k =

n∑
k=1

Aj,kδk,q = Aq,k =

(A∗,k)q.



El producto de una matriz por un vector de la base canónica de Rn, repaso
Proposición
Sea A ∈Mm×n(R) y sea q ∈ {1, . . . ,m}. Entonces

Ae(n)
q = A∗,q.

Primera demostración.
Ambos productos Ae(n)

q y A∗,q son elementos de Rm.
Para cada j en {1, . . . ,m},

(Ae(n)
q )j =

n∑
k=1

Aj,k(e(n)
q )k =

n∑
k=1

Aj,kδk,q = Aq,k = (A∗,k)q.



El producto de una matriz por un vector de la base canónica de Rn, repaso

Proposición
Sea A ∈Mm×n(R) y sea q ∈ {1, . . . ,m}. Entonces

Ae(n)
q =

A∗,q.

Segunda demostración.

Ae(n)
q =

n∑
k=1

A∗,k(e(n)
q )k =

n∑
k=1

A∗,kδk,q = A∗,q.



El producto de una matriz por un vector de la base canónica de Rn, repaso

Proposición
Sea A ∈Mm×n(R) y sea q ∈ {1, . . . ,m}. Entonces

Ae(n)
q = A∗,q.

Segunda demostración.

Ae(n)
q =

n∑
k=1

A∗,k(e(n)
q )k =

n∑
k=1

A∗,kδk,q = A∗,q.



El producto de una matriz por un vector de la base canónica de Rn, repaso

Proposición
Sea A ∈Mm×n(R) y sea q ∈ {1, . . . ,m}. Entonces

Ae(n)
q = A∗,q.

Segunda demostración.

Ae(n)
q =

n∑
k=1

A∗,k(e(n)
q )k =

n∑
k=1

A∗,kδk,q = A∗,q.



El producto de una matriz por un vector de la base canónica de Rn, repaso

Proposición
Sea A ∈Mm×n(R) y sea q ∈ {1, . . . ,m}. Entonces

Ae(n)
q = A∗,q.

Segunda demostración.

Ae(n)
q =

n∑
k=1

A∗,k(e(n)
q )k =

n∑
k=1

A∗,kδk,q = A∗,q.



El producto de una matriz por un vector de la base canónica de Rn, repaso

Proposición
Sea A ∈Mm×n(R) y sea q ∈ {1, . . . ,m}. Entonces

Ae(n)
q = A∗,q.

Segunda demostración.

Ae(n)
q =

n∑
k=1

A∗,k(e(n)
q )k =

n∑
k=1

A∗,kδk,q =

A∗,q.



El producto de una matriz por un vector de la base canónica de Rn, repaso

Proposición
Sea A ∈Mm×n(R) y sea q ∈ {1, . . . ,m}. Entonces

Ae(n)
q = A∗,q.

Segunda demostración.

Ae(n)
q =

n∑
k=1

A∗,k(e(n)
q )k =

n∑
k=1

A∗,kδk,q = A∗,q.



El producto de una matriz por un vector de la base canónica de Rn, repaso

En particular, hemos mostrado que

(Ae(n)
q )j =

Aj,q.



El producto de una matriz por un vector de la base canónica de Rn, repaso

En particular, hemos mostrado que

(Ae(n)
q )j = Aj,q.



Teorema
Sean A ∈Mm×n(R), B ∈Mn×p(R).
Entonces existe una única matriz C tal que

∀x ∈ Rp Cx = A(Bx).



Unicidad, el tamaño de C

A ∈Mm×n(R), B ∈Mn×p(R).

Suponemos que C es una matriz tal que

∀x ∈ Rp Cx = A(Bx).

Para que el producto Cx esté definido, C debe tener p columnas.

El producto A(Bx) tiene m renglones.

Por lo tanto, C debe tener m renglones.

Resumen. C ∈Mm×n(R).



Unicidad, el tamaño de C

A ∈Mm×n(R), B ∈Mn×p(R).

Suponemos que C es una matriz tal que

∀x ∈ Rp Cx = A(Bx).

Para que el producto Cx esté definido, C debe tener
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Unicidad, las componentes de C
Estamos suponiendo que C es una matriz tal que para cada x en Rp se cumple Cx = A(Bx).

Elegimos j ∈ {1, . . . ,m}, q ∈ {1, . . . , n}.

En la igualdad Cx = A(Bx) ponemos x = e(n)
q , brevemente x = eq.

Consideremos la j-ésima componente.

Por un lado,

(Ce(n)
q )j =

n∑
k=1

Cj,kδk,q = Cj,q.

Por otro lado, (
A(Beq)

)
j =

n∑
k=1

Aj,k(Beq)k =
n∑

k=1
Aj,kBk,q.

Resumen. Cj,q debe ser igual a la suma
n∑

k=1
Aj,kBk,q.
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Resumen
Dadas dos matrices, A en Mm×n(R) y B en Mn×p(R),
existe una única matriz C tal que

∀x ∈ Rp Cx = A(Bx).

Esta matriz C se define por la regla

C ∈Mm×n(R), Cj,q =
n∑

k=1
Aj,kBk,q.

En otras palabras,

C =
[ n∑

k=1
Aj,kBk,q

]m

j=1

.

Esta matriz se llama el producto de las matrices A y B .



Otra forma de hablar
A cada matriz A de clase Mm×n(R), se le asocia la transformación lineal

TA : Rn → Rm,

TA(x) := Ax (x ∈ Rn).

Dadas A en Mm×n(R) y B en Mn×p(R), la matriz AB se define de tal manera que

TAB = TA ◦ TB.

En otras palabras,

el producto de matrices corresponde a la composición de las transformaciones lineales.
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