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Problema: descomposicion QR delgada
Esta dada una matriz A € R™™ con m < ny r(A) = m.
Encontrar Q € R™™ y R € R™*™ tales que:
o las columnas de @ formen una lista ortonormal, esto es, QT Q = I,

@ la matriz R sea triangular superior,

o A= QR.
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Hay varios métodos para resolver el problema de descomposicion QR:
@ método de ortogonalizacién de Gram y Schmidt,
@ método modificado de ortogonalizacién de Gram y Schmidt ,
o reflexiones ortogonales (reflexiones de Householder),

@ rotaciones ortogonales (rotaciones de Givens).



Hay varios métodos para resolver el problema de descomposicion QR:
@ método de ortogonalizacién de Gram y Schmidt,
@ método modificado de ortogonalizacién de Gram y Schmidt ,
o reflexiones ortogonales (reflexiones de Householder),

@ rotaciones ortogonales (rotaciones de Givens).

En este tema veremos el segundo método.



Prerrequisitos para entender bien este tema.
@ La matriz de proyeccién ortogonal al subespacio generado por un vector.

@ La matriz del complemento ortogonal respecto al subespacio generado por un vector.

Listas de vectores linealmente independientes y sus propiedades.

Subespacios generados por listas de vectores y sus propiedades.
@ Matrices ortogonales y matrices triangulares.
@ El producto Ax es una combinacién lineal de las columnas de A.

El renglén de los productos internos [(ar, q), ..., {(am,q)] es g A.



El producto de una matriz por un vector

es una combinacién lineal de las columnas de la matriz (repaso)

SiAe R™M x € R™, entonces

Ax =
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El producto de una matriz por un vector

es una combinacién lineal de las columnas de la matriz (repaso)

SiAe R™™M x € R™, entonces

m
AX = Z A*,ka.
k=1
A1 Aip A N A1 A12 A3
1
Ar1 Axp Az Azt Az A3
X | = Xx1 + xo + X3
Az1 Azn Aszz Az 1 Az Az3

X3



El renglén de los productos internos

de una lista de vectores por un vector (repaso)

SeageR"ysea V=[v,...,vy € R™*™.
Entonces
[<V17q>7 0o0og <Vm7q>] = [qula °oog qTVm] = qTV

Ejemplo (m =2, n = 3):

Vii Vip

(G1,92,q3] | Va1 Voo | = [V1,1q1 + Vo192 + V3193, Vipqr + Vo2q0 + V3243].
V31 V3o



Proyeccion ortogonal de un vector al subespacio

generado por un vector normalizado (repaso)

Proposicién

Sea g € R" tal que ||q]| =1 y sea v € R".

Denotemos por S el subespacio generado por q: S = {(q).
Pongamos

u={(v,q)q, W=V —u.

Entonces
ueS, weSt v=u+w.




La matriz de la proyeccion ortogonal al subespacio
generado por un vector normalizado (repaso)

Proposicién

Sea g € R" tal que ||q|| = 1. Pongamos

Entonces

osz




La matriz de la proyeccion ortogonal al subespacio
generado por un vector normalizado (repaso)

Proposicién

Sea g € R" tal que ||q|| = 1. Pongamos

Entonces
2 _
o Pg=PFq,

oP;r:




La matriz de la proyeccion ortogonal al subespacio
generado por un vector normalizado (repaso)

Proposicién

Sea g € R" tal que ||q|| = 1. Pongamos

S ={(q), Py =qq"
Entonces
° Pf’ = Py,
° P;r = Py,

@ Pyq =




La matriz de la proyeccion ortogonal al subespacio
generado por un vector normalizado (repaso)

Proposicién

Sea g € R" tal que ||q|| = 1. Pongamos

Entonces
° Pf’ = Py,
° P;r = Py,
° Pyqg=gq,

@ paracadax enS, Pgx=




La matriz de la proyeccion ortogonal al subespacio
generado por un vector normalizado (repaso)

Proposicién
Sea g € R" tal que ||q|| = 1. Pongamos

Entonces
2
o Pg=PFq,
T
° Pq = Py,
° Pag=gq,
@ paracadax enS, Pgx=x,

para cada y en S+, Pgy =




La matriz de la proyeccion ortogonal al subespacio
generado por un vector normalizado (repaso)

Proposicién
Sea g € R" tal que ||q|| = 1. Pongamos

Entonces
2
o Pg=PFq,
T
° Pq = Py,
° Pag=gq,
@ paracadax enS, Pgx=x,

para cada y en S+, Pgy = 0,.




La matriz del complemento ortogonal respecto al subespacio
generado por un vector normalizado (repaso)

Proposicién

Sea g € R" tal que ||q|| = 1. Pongamos

Entonces la matriz I, — P, tiene las siguientes propiedades:

° (/n_'Dq)2:




La matriz del complemento ortogonal respecto al subespacio
generado por un vector normalizado (repaso)

Proposicién

Sea g € R" tal que ||q|| = 1. Pongamos
S =/{(a), P,:=aa' .

Entonces la matriz I, — P, tiene las siguientes propiedades:
o (I,— Pq)2 = Ip— Pyq,
o (I,—P q)T =




La matriz del complemento ortogonal respecto al subespacio
generado por un vector normalizado (repaso)

Proposicién

Sea g € R" tal que ||q|| = 1. Pongamos
S =/{(a), P,:=aa' .

Entonces la matriz I, — P, tiene las siguientes propiedades:
o (In— Pq)*=In— Py,
o (Ih—P))" =1,— Py,
o (Ih—Pqg)g=




La matriz del complemento ortogonal respecto al subespacio
generado por un vector normalizado (repaso)

Proposicién

Sea g € R" tal que ||q|| = 1. Pongamos
S =/{(a), P,:=aa' .

Entonces la matriz I, — P, tiene las siguientes propiedades:
© (In = Pq)* = In = Py,
o (Ih—P))" =1,— Py,
o (In—Pg)g=0,,

@ paracadaxenS, (l,—Pg)x=




La matriz del complemento ortogonal respecto al subespacio
generado por un vector normalizado (repaso)

Proposicién

Sea g € R" tal que ||q|| = 1. Pongamos
S =/{(a), P,:=aa' .

Entonces la matriz I, — P, tiene las siguientes propiedades:
© (In = Pq)* = In = Py,
o (Ih—P))" =1,— Py,
o (In—Pg)g=0,,
@ paracadaxenS, (l,— Pg)x =0,

e paracaday enSt, (l,— Py =




La matriz del complemento ortogonal respecto al subespacio
generado por un vector normalizado (repaso)

Proposicién

Sea g € R" tal que ||q|| = 1. Pongamos
S =/{(a), P,:=aa' .

Entonces la matriz I, — P, tiene las siguientes propiedades:
© (In = Pq)* = In = Py,
o (Ih—P))" =1,— Py,
o (In—Pg)g=0,,
@ paracadaxenS, (l,— Pg)x =0,

o paracaday enSt, (I,—Pyy=y.




La accién del complemento ortogonal a una lista de vectores (repaso)

Sea g € R" tal que ||g|| =1y sea
=[va,...,vm] € R™™.
Consideremos la siguiente matriz:

WZ:[Vl—Pqua-'me_Pqu]:(IN_PCI)V:V_( )V Vv —qlq V)

Pongamos
AN=q'V =



La accién del complemento ortogonal a una lista de vectores (repaso)

Sea g € R" tal que ||g|| =1y sea
=[va,...,vm] € R™™.

Consideremos la siguiente matriz:
W = [vi — Pgvi,...,Vm — Pgvm| = (I, — Pq)V =V — (qq

Pongamos

Entonces

NV =V-—gq(q'V).



La accién del complemento ortogonal a una lista de vectores (repaso)

Sea g € R" tal que ||g|| =1y sea
=[va,...,vm] € R™™.

Consideremos la siguiente matriz:

WZ:[Vl—PqV17~~7Vm_Pqu]:(IN_PCI)V:V_( )V Vv —qlq V)

Pongamos

Entonces



La accién del complemento ortogonal a una lista de vectores (repaso)

geR" VeR™m,
A=gq'V, W=V-g\

Programacion en Octave:

la = q’ * V;
W=V-q *x la;

Programacién en NumPy, una de varias maneras:

la = atleast_2d(q) @ V
W =V - outer(q, 1la)



El método clasico de Gram—Schmidt (m = 4)

Estan dados vectores linealmente independientes aj, ap, a3, as € R".
Paso 1:

wy = ai,

o= wmll,  qr=—w
n



El método clasico de Gram—Schmidt (m = 4)

Paso 2:

T
)\1,2 = @ a2,
Wo == a» — A1241.
En otras palabras, wy = a» — Pg, a>.

1
vy = ||wal], g2 = — wWa.
| %)



El método clasico de Gram—Schmidt (m = 4)

Paso 3:

T T
A13 = g as, A23 = qp as,
w3 ‘= a3 — A13q1 — A23G2.
En otras palabras, w3 == a3 — Py, 4,33.

1
v3 = |lws]l, g3 = ws.



El método clasico de Gram—Schmidt (m = 4)

Paso 4:

T T T
A1,4 = qq aa, A2.4 = qy aa, A3,4 = q3 ag,
W4 ‘= a4 — A\1,491 — A2.4G2 — A3403.
En otras palabras, wy == as — Py, g,,q; 34-

1
v = ||wal|, qs = — wy.
V4



El método clasico de Gram—Schmidt, paso general

En el k-ésimo paso, se calcula

Wi = ak — Pqy,...q 1 k-

De manera detallada,

. T . T . T
)‘l,k = @7 ak, )‘Z,k = g ak, ) >\k—1,k = qk_1k,
k—1
Wy ‘= ax — Z )\j,kqj.
j=1

Luego se normaliza el vector wy:

1
Vi = HWkH7 Qi = — Wk.
Vg



El método modificado de Gram—Schmidt (m = 4)

Estan dados vectores linealmente independientes aj, ap, a3, as € R".

Los denotamos como ago), ago), ago), aflo).

, 0
Paso 1. Normalizamos ag )

RENTIN() _1 o
v = |lag ], qL = —a .
1%
Luego restamos de los vectores siguientes sus proyecciones sobre gi:

T_(0)

0 0
A2 = qlTag ), A13 = qlTag ), A4 =qya, ,

a51) L ago)

— A1.2491, 3g1) = agO) — A1,3G1, 34(11) = 3510) -

A1,4q1.



El método modificado de Gram—Schmidt (m = 4)

) 1
Paso 2. Normalizamos ag ):

Y)

1w

vy = Hag Q> :

Luego restamos de los vectores siguientes sus proyecciones sobre go:

1 1
A3 = q§a§ )7 A4 = q2Taz(1 )7

ay’ = agl) — A23G2, a[(f) = agl) — A2.4G2.



El método modificado de Gram—Schmidt (m = 4)

)

Paso 3. Normalizamos a3™":

@) _ 1.0

= |las a3
V3

Luego restamos de los vectores siguientes sus proyecciones sobre gs:

2
A3 4 = q3Ta£, ),

afl ) — ag ) — A34G3.



El método modificado de Gram—Schmidt (m = 4)

(3

Paso 4. Normalizamos a;

3 1 3
=1l =)



El método modificado de Gram—Schmidt, paso general

Para m general y j general (1 < j < m), en el paso j hacemos las siguientes operaciones.

—1 1 (g1
=l Ol =g

Ni=qial Y (+1<k<m),

af(j) = a,(;j_l) —Akq  (F+1<k<m)



El método clasico de Gram—Schmidt (m = 4)



El método modificado de Gram—Schmidt (m = 4)



Ejercicio

Demostrar que los coeficientes \; x en el método modificado de Gram y Schmidt son los
mismos que en el método clésico.

Idea:

2
( ) = az(l. ) —A24G2 = as — A1.4G1 — A\24G2,

T, _

G3a;) =q3as—Mad3 q1—N24aqs G2 = G5 as.
0 0

Como consequencia, los vectores g1, ..., gm en el método modificado de Gram—-Schmidt
son los mismos que en el método clasico.



Ejercicios de programacién

Ejercicio. Escribir una funcién que aplique el método modificado de Gram—Schmidt a una

matriz A de tamaifio n X 4 y devuelva las matrices Q y R.

Ejercicio. Escribir una funcién que aplique el método modificado de Gram—Schmidt a una
matriz A de tamafio n X m y devuelva las matrices @ y R. Usar dos ciclos anidados y las

operaciones con columnas.

Ejercicio. Escribir una funcién que aplique el método modificado de Gram—Schmidt a una
matriz A de tamafio n x m y devuelva las matrices Q y R.

Usar un ciclo. Calcular V — g(g' V) con operaciones matriciales.

Ejercicio. Hacer pruebas. Comparar los errores con el método clasico de Gram—Schmidt.
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