La norma matricial inducida por la norma—maximo
Estos apuntes estan escritos por Maria de los Angeles Isidro Pérez y Egor Maximenko.

Objetivos. Repasar el concepto de la norma matricial inducida por una norma vectorial.
Deducir una férmula para la norma matricial inducida por la norma || - |-

Requisitos. Normas en R"”, norma-méximo (norma-supremo), producto de una matriz
por un vector.

Aplicaciones. Andlisis de convergencia de métodos iterativos para resolver sistemas de
ecuaciones lineales (incluso los métodos de Jacobi y de Gauss—Seidel), andlisis del concepto
de matriz diagonal dominante, niimero de condicién (o nimero de acondicionamiento) de
una matriz.

En estos apuntes denotamos por || A||matrco 1a norma matricial de la matriz A asociada a
la norma vectorial || - ||oo:

[ Az
[ Al matr o0 = : (1)
zeRm{0,} 7)o
Otra férmula equivalente:
[Allmatr.o0 3= sup || Az|[oo- (2)
z€R™:
lzlleo<1

Por lo comun en vez de ||Al|matr0o S€ escribe simplemente || Al .

1. Teorema (férmula para la norma matricial inducida por la norma-méaximo).

Sea A € M,,(R). Entonces

| Al matr,co = maX Z | Ajinl. (3)
En otras palabras,
Al o0 = e 14511, 0

donde ||4;.||; es la 1-norma del j-ésimo renglén de A.

Demostracion. Denotemos el lado derecho de (3) por C:

C = max Z |A; il (5)

1<]<n
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1. Sea j€{l,...,n} yseax € R" con ||z]|» < 1. Entonces

[(Az);| = JkTk

n n
<D Al lanl < llzlles Y 1Al < C.
k=1 i

2. Sea p el indice tal que el méximo en (5) se alcanza con j = p:

n
Z [ Api| =
k=1

Consideremos el vector y € R™ cuya k-ésima componente es
sgn(Ap)-

En otras palabras, definimos = por la férmula

y=[sgn(Apr) |-

Entonces ||ylloc <1y

|(Ay) |—ZAkagn pk) Z|Apk’—

k=1

asi que ||Ay||lw > C. Usando la férmula (2) concluimos que || Al = C'.

2. Ejemplo numérico. Sea
7 =5
=[]

[Alhh =7T+5=12,  [[As.[i =8+9=17,

Entonces

por eso
| Alloo = max{12,17} = 17.

3. Sea A una matriz diagonal:
A= diag(dl, dg, e ,dn)

Entonces

|Al| o = max{|di|, |da], ..., |dn|}.
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