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Objetivo:
resolver el problema de minimos cuadrados

usando una factorizacién QR delgada.

Nos restringimos al caso A € R™™, r(A) = m.

Prerrequisitos:
@ algoritmos para construir una factorizacién QR;
@ algoritmos para resolver sistemas triangulares;

@ proyeccién ortogonal sobre un subespacio generado por una lista ortonormal.



Problema de minimos cuadrados

Estdn dados A€ R"™*™y b € R".

Consideramos la funcién f: R™ — R,

f(x) = ||Ax — b]].

En otras palabras,

n m 2
f(X) = Z <Z A"ka> o
k=1

Encontrar un punto s en R", donde f alcanza su minimo, esto es,

Vx € R" f(x) > f(s).



Observacién

Consideramos
f(x) = |Ax—b|,  g(x):=||Ax — b|*.

Como la funcién t — t2 es estrictamente creciente en [0, +00), las funciones f y g tienen los
mismos puntos de minimo.



El sentido geométrico: la imagen de una matriz

Sea A € R"™™_ Denotemos por ai, ..., an las columnas de A:

A=la1,...,am].

Denotemos por S la imagen de A:
S=AR")={Ax: xeR"} ={yeR": IxeR" y=Ax}
m
:{yeR": Ix1,...,xm € R™ y:Zxkak}
k=1

= 6(31, ceuy am).

Por eso S también se conoce como el espacio columna de A.



El sentido geométrico del problema de minimos cuadrados

Sean A= [a1,...,am] € R"™*™y b € R". Denotemos por S la imagen de A:
S=AR") =4(a1,...,am)-
Consideramos f: R™ — R,
f(x) = ||Ax — b]|.
Entonces

inf g(x) = inf ||Ax = bl| = inf [lu— b]| = d(b,5).

x€RM



El sentido geométrico del problema de minimos cuadrados

Sean A= [a1,...,am] € R™™y b € R". Denotemos por S la imagen de A:
S=AR") =4(a1,...,am)-

Consideramos f: R™ — R,
f(x) = [[Ax — b].

Entonces

x€RM

inf g(x) = inf ||Ax = bl| = inf [lu— b]| = d(b,5).

Encontrar un punto minimo de g equivale a encontrar un S un punto mas cercano a b.



Criterio de la inyectividad de una matriz en términos de su rango

Proposicién
Sea A € R™ ™. Pongamos
r(A) .= dim(A(R™)).
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) r(A)=m;
(b) las columnas de A son linealmente independientes;

(c) la transformacion lineal x — Ax es inyectiva.




La proyeccién ortogonal es el punto mas cercano (repaso)

Proposicién

Sea S un subespacio de R", sea b € R" y sean u € S, w € St tales que u+ w = b.
Entonces u es el punto de S mas cercano a b:

vy € S\{u} |y —bll > u— bl




La proyeccién ortogonal es el punto mas cercano (repaso)
Proposicién

Sea S un subespacio de R", sea b € R" y sean u € S, w € St tales que u+ w = b.
Entonces u es el punto de S mas cercano a b:

VyeS\{u} [y —bl>|u—b|.

Demostracion.
ly = bl> = lly — u+u— bl = |[(y — u) + (v~ b)||?
Notamos que y —u € S, u— b= —w € St y aplicamos el teorema de Pit4goras.

ly = bl1* = lly — ull® + lu = b > ||u — b][%.









ly = bl > flu— v




Receta para la proyeccion ortogonal al subespacio
en términos de una base ortonormal del subespacio (repaso)

Proposicién
Sea S un subespacio de R", sea b € R", y sea (qu,-..,qm) una base ortonormal de S.

Pongamos

m
quk Qk, w:=b— u.
k=1

Entoncesu€ S, w € St yu+w=b.
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Receta para la proyeccion ortogonal al subespacio
en términos de una base ortonormal del subespacio (repaso)

Proposicién
Sea S un subespacio de R", sea b € R", y sea (qu,-..,qm) una base ortonormal de S.

Pongamos

m
quk Qk, w:=b— u.
k=1

Entoncesu€ S, w € St yu+w=b.

La misma receta en una forma matricial: si @ = [qu,...,gm], entonces

u=QQ"b.



Descomposiciéon QR delgada (repaso)
Esta dada una matriz A € R™™ con m < ny r(A) = m.
Se dice que (Q, R) es una descomposicién QR delgada de A si
o Q € R™™My las columnas de @ forman una lista ortonormal, esto es, QTQ=1,,

@ R e R™ ™y la matriz R es triangular superior,

o A= QR.



Descomposiciéon QR delgada (repaso)
Esta dada una matriz A € R™™ con m < ny r(A) = m.
Se dice que (Q, R) es una descomposicién QR delgada de A si
o Q € R™™My las columnas de @ forman una lista ortonormal, esto es, QTQ=1,,

@ R e R™ ™y la matriz R es triangular superior,

o A= QR.
[ A1 Arn A | [ Qi1 Qix Qi3 |
Az1 Az Az 1 G2 @3 Rii Ri2 Ri3
A3l Asp A3z | = | Q31 @32 @33 0 Rz Res
Ag1 Asp A3 Qa1 Qap Qa3 0 0 Rs3
L A571 A572 A5,3 i L Q571 Q572 Q573 J matriz triangular superior

columnas lin. indep. columnas ortonormales



Descomposicion QR delgada y los subespacios generados

Proposicién

Sea Ac R™™ con m < nyr(A)=m, ysea(Q,R) una descomposicion QR delgada de A.

Denotemos por ai, . ..,am las columnas de A y por g1, ..., qm las columnas de Q:

A=[31,...,am], Q=[q1,...,qm].
Entonces

Uat,...,am)=4q1,---,qm)-




Idea de demostracion.
Como A = QR, cada columna de A es una combinacién lineal de las columnas de Q:

m m
Ak = A*,k = QR*,k = Z Q*,jRj,k = Z Rj,kqj € g(Ql; T qm)-
=i =1

Como r(A) = my A= QR, necesariamente r(R) = m, y la matriz R es invertible. Luego
Q=AR™L

Esta igualdad implica que cada columna de @ es una combinacién lineal de las columnas de A.



Solucién del problema de minimos cuadrados

en términos de una descomposicién QR

Teorema
Sea A€ R™™ conm < nyr(A)=m, seabeR",
y sea (Q, R) una descomposicién QR delgada de A.
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en términos de una descomposicion QR

Teorema
Sea A€ R™™ conm < nyr(A)=m, seabeR",
y sea (Q, R) una descomposicion QR delgada de A. Definimos

s:=R1Q"».
Entonces s es el punto minimo global estricto de la funcion
f:R" - R, f(x) = ||Ax — b||.

En otras palabras, para cada x en R™ \ {s} se tiene |Ax — b|| > ||As — b||.
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Demostracion

Denotamos por S el subespacio generado por las columnas de A:

S=4(a1,...,am) =L(q1,---,qm)-

Sea u:=QQ"b.Como ya sabemos, u es el punto de S méas cercano al punto b.
Representamos u como la imagen de un vector bajo A:

u=QQ b= QRR1QTb=AR1Q"b) = As.

Sea x € R™\ {s}. Como las columnas de A son linealmente independientes, tenemos Ax # u.
Luego

|Ax = bl| > [[u — bl| = [|[As — b]|.



Comentario al teorema

En particular, el teorema implica que si A en R"™™ y r(A) = m, entonces el problema de

minimos cuadrados tiene una tnica solucién.

Si r(A) < m, entonces se puede demostrar que el problema de minimos cuadrados

tiene varias soluciones diferentes (el minimo se alcanza en varios puntos).



Sugerencia: como pasar de una descompocién QR completa a una
descomposicion QR delgada

Supongamos que estid dada una descomposién QR completa de A:
A= QR, Q e R™", R e R™™.
Entonces es facil construir una descomposicién QR delgada de A:

Q:Z?[:,l:m]7 R:fN?[l:m,:].



Programacion: solucién del problema de minimos cuadrados

s=R1Q"h.

Sea u = Q' b. Se recomienda calcular s como la solucién del sistema triangular Rs = u.

Evitar la construccién de la matriz R~1.
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return s



Programacion: solucién del problema de minimos cuadrados

s=R1Q"h.

Sea u = Q' b. Se recomienda calcular s como la solucién del sistema triangular Rs = u.
Evitar la construccién de la matriz R~1.

def least_squares(A, b):

(Q, R) = my_favorite_qr_thin_algorithm(A)
u = 777
s = solve_ut (7?77, ?777)

return s

Ejercicio. Calcular el nimero total de multiplicaciones de niimeros reales en este algoritmo.



Ejercicio: solucion de un sistema de ecuaciones lineales

por medio de una descomposicion QR

Supongamos que A € R™" r(A) =n, b € R".

Resolver el sistema Ax = b usando una descomposicién QR de la matriz A.



