Método del gradiente
para resolver sistemas de ecuaciones lineales

Objetivos. Deducir las formulas del “método de gradiente”. Mas precisamente, es el
método del descenso en el sentido del antigradiente.

1. De un sistema de ecuaciones lineales a un problema de optimizacién. Sea
A € M, (R) una matriz real simétrica, y sea b € R". Definimos f: R" — R mediante la
formula

1
f(z) = ixTA:c —z'b.
Denotemos por u al vector A~'b. Entonces para cada x € R”
1
F@) = () + 5z =) Al - w)

En particular, si A es estrictamente positiva definida, entonces f(x) > f(u) para cada
z € R™\ {0}.

Demostracion.
flz)— flu) = %xTAx — %UTAU —(x—u)'b
Usamos la igualdad b = Ax:
= %xTA:c - %UTAU —(z —u)" Au
1

1 1
= 5(93 —u)" Az + §uTA$ - EUTAu —(z—u)" Au

= %(x —u)" Az + %UTA(x —u) — (z—u)" Au

Aplicamos la simetria de A:
1 1
= §(x —u)" Az — E(x —u)" Au
1
= E(x —u) Az — u). O

2. Gradiente de la funcién f. Ya sabemos calcular el gradiente de las formas lineales
y cuadraticas. En nuestro caso,

(grad f)(z) = Ax —b.
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3. Derivada direccional de la funciéon f. Sean z y p dos vectores fijos. Definimos
g: R — R mediante la regla

g(a) = f(x +ap).

Entonces
g'(a)=ap"Ap—p'(b— Ax). (1)

Demostracion. Método 1. Usar la férmula para la derivada direccional:

g'(a)=p' (grad f)(z + ap).

Método II. Primero calcular la funcién g:

gla) = l(x +ap) Az +ap) — (x+ap)'b

2
— %oprAp +a (pAz" —p'b) + %xTAa: —z'b.
Luego sacar la derivada de g:
d(a)=ap"Ap —p'(b— Az). O
4. Ideas del método del gradiente.
» Construir una sucesién de puntos z(®, 20 22 . en cada paso intentando dismi-

nuir el valor de f(z).
:L'(SJ’_]‘) = aj(s) _|_ asp(s)’

donde el vector pt® y el niimero o, > 0 se eligen de cierta manera.

= Poner p® igual al antigradiente de la funcién f en el punto z().

» Eligir o, minimizando la funcién f sobre la recta z(®) 4+ ap(®).
5. Elegir la direccion.

p® = —(grad f)(z¥) = b — Az,
La expresién b — Az® es el residuo r*) del problema Az = b en el punto z(*).
6. Elegir el paso. Definimos la funcién g: R — R,
g(a) = f(z® + ar®).

Ya hemos deducido una férmula (1) para la derivada de g. La funcién g alcanza su minimo

en el punto
(re) Tp(s)

QS:W.
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7. El cambio del residuo en un paso.
rt) () = A — AzCH) = o AP,

8. Algoritmo del antigradiente.
Entrada: A, b, €, smax.

Salida: x, s.

s < 0;

T+ 0;

r 4= b;

Mientras  (||r]] >¢) A (s < smax):
p < Ar;

T’TT

rT Ar’

T < T+ ar;

o <—

r < r— aAr;

5+ s+ 1;

Regresar z y s.
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