Analisis Numérico 1.
Examen parcial II. Variante «.

Matrices ortogonales. Descomposicion QR.

Nombre:
Calificacién exal.rnen . .tareas par.t/ici— mat.r ices parcial 2
(%): escrito 2 individuales 2, 3 pacién 2 especiales 2

El examen dura 100 minutos.

Problema 1. 20%.
Criterio algebraico de matrices ortogonales.
Complete el siguiente enunciado y demuestre las equivalencias (a)&(c) y (b)&(d).

Sea A € My (R). Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

Las columnas de A 777

Los renglones de A 777

Problema 2. 18Y%.
Construya una factorizacién QR de la matriz dada A usando el algoritmo modificado de Gram—
Schmidt. Haga las comprobaciones: QT Q = I3, QR = A.

4 2 g
5 7 24
A=1_5 3 3
2 6 25

Problema 3. 18%.
Propiedades de la reflexién ortogonal respecto a un hipersubespacio.

I. Sean a,v € R, a # 0, v ¢ £(a). Con un dibujo explique el sentido geométrico del vector Hqv y
deduzca una férmula para calcular Hqv.

II. Sea a € R™\ {0,,}. Exprese la matriz Hq en términos de Pg, luego en términos de a. Calcule Hqa y
HZ.
III. Sean a,b € R*, a # b, ||a| = ||b]l2 > 0. Calcule Hy_pa.
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Problema 4. 20%.

En algin lenguaje de programacion escriba una funcién que construya una descomposicion QR de la
matriz dada A, suponiendo que A € M«4(R), m > 4, r(A) = 4. Utilice el algoritmo modificado
de Gram—Schmidt. Esta prohibido usar ciclos. Se recomienda aplicar operaciones matriciales de
nivel 2 (producto de matrices por vectores, operaciones lineales con matrices, producto diddico) o de
nivel 1 (producto punto, axpy).

Problema 5. 10%.

Calcule el nimero de multiplicaciones en el algoritmo anterior. La respuesta es un polinomio en m.
Hay que contrar las operaciones con entradas de matrices, incluso las operaciones escondidas dentro
de las operaciones matriciales de nivel mas alto. Por ejemplo, si v € R™, entonces cuente norm(v)
como m multiplicaciones.
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Analisis Numérico 1.
Examen parcial II. Variante f.

Matrices ortogonales. Descomposicion QR.

Nombre:
Calificacién exal.rnen . .tareas par.t/ici— mat.r ices parcial 2
(%): escrito 2 individuales 2, 3 pacién 2 especiales 2

El examen dura 100 minutos.

Problema 1. 20%.
Criterio geométrico de matrices ortogonales.
Complete el siguiente enunciado y demuestre las implicaciones (b)=(a), (b)=(c) y (¢)=(b).

Sea A € My (R). Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) ATA =777
(

b

) A preserva los productos internos, esto es, 777
(c) A preserva las normas, esto es, 777
(d) A preserva las distancias, esto es, 777

Problema 2. 18Y%.
Construya una factorizacién QR de la matriz dada A usando el algoritmo modificado de Gram—
Schmidt. Haga las comprobaciones: QT Q = I3, QR = A.

4 0 17
5 7 -9
A=1 20 12
2 7 -5

Problema 3. 18%.
Propiedades de la proyecciéon ortogonal sobre la recta generada por un vector.

I. Sean a,v € R™, a # 0n. Demuestre que existe un inico par de vectores (u,w) € R™ x R™ tal que
uella),wlav=u+w.

IT. Sea a € R™\ {0n}. Escriba la férmula para la matriz Py que realiza la proyeccién ortogonal sobre
a. Deduzca férmulas para P2 y Paa.

III. Sean a,b € R™\ {0,,} tales que a L b. Simplifique las expresiones PPy ¥ (Pq + Pp)?.
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Problema 4. 20%.
En algin lenguaje de programacion escriba tres funciones:

I. La funcién orthogonalreflexion de dos argumentos a € R™, M € M4 (R) que aplique la re-
flexién ortogonal Hy a cada columna de la matriz M y regrese la matriz formada de las columnas
obtenidas. Se recomienda usar operaciones matriciales del lenguaje de programacion elegido.

II. La funcién householdervector de un argumento x € R"™ que construya y devuelva un vector
a € R" con la propiedad que Hqox sea un multiplo del vector basico e;.

III. La funcién grhouseholder que construya una descomposiciéon QR de la matriz dada A, supo-
niendo que A € Mu(R) y r(A) = n, y utilizando reflexiones de Householder (las funciones
orthogonalreflexion y householdervector).

Problema 5. 10%.

Calcule el nimero de multiplicaciones en cada una de las funciones del problema anterior. Las res-
puestas son polinomios en n. Hay que contrar las operaciones con entradas de matrices, incluso las
operaciones escondidas dentro de las operaciones matriciales de nivel mas alto. Por ejemplo, siv € RP,
entonces cuente norm(v) como p multiplicaciones.
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