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Objetivo:
mostrar que el problema de ajuste de curvas se reduce al problema de minimos cuadrados.

Prerrequisitos:
@ problema de minimos cuadrados;
@ matriz de Vandermonde;

@ matriz de valores de monomios trigonométricos;



© Repaso de herramientas

© Ajuste polinomial y ajuste trigonométrico
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© Repaso de herramientas



La matriz de Vandermonde (repaso)

Sea x = [x1,...,x,] €R"yseameN.
) k—17n,
Vn(x) = [XJ- L’t:’zl
Ejemplo (n =4, m = 3):

XX xf
0 L1 2
X2 X X3
Vs(x) = 0 L1 2
3 X3 X3
0 L1 2

Esta matriz también se conoce como la matriz de valores de monomios algebraicos.



Construccion de la matriz V,,(x)

En temas anteriores hemos programado una funcién que construye la matriz Vp,(x).

def alg mon_values(x, m):

7T

return V



El polinomio con coeficientes dados

Sea ¢ € R™. Denotemos por P, la funcién polinomial con coeficientes ci, ..., Cm:

P.:R — R, Pe(t) ==Y ati .
k=1

Por ejemplo, si m = 3,
Pc(t) = c1 + oot + cst?.



El polinomio con coeficientes dados

Sea ¢ € R™. Denotemos por P, la funcién polinomial con coeficientes c1, ..., ¢yt

P.:R =R, Pe(t) ==Y ati .
k=1

Por ejemplo, si m = 3,

Pc(t) = c1 + oot + cst?.

Si x € R", entonces denotamos por P¢(x) el vector [Pc(x;)]7_;.



Los valores de un polinomio en términos de la matriz de Vandermonde

Sea c € R3, x € R*. Entonces

P:(x) =



Los valores de un polinomio en términos de la matriz de Vandermonde

Sea c € R3, x € R*. Entonces

(x1)

(x2)
Pc(x) = =
(x) (xs)

(xa)



Los valores de un polinomio en términos de la matriz de Vandermonde

Sea c € R3, x € R*. Entonces

Pe(x1) a1+ cox1 + caxd
Pe(x) = Pc(x2) _ | ataext 33 _

Pc(x3) 1+ cox3 + C3x3

Pc(x4) a1+ coxa + c3x2



Los valores de un polinomio en términos de la matriz de Vandermonde

Sea c € R3, x € R*. Entonces

Pc(x1) a1+ cxi + c3xf 1 x1 xq .
PC(X) _ PC(X2) _ Cc1 + CGoxo + C3X22 _ 1 x X22 C: _

PC(X3) Cc1 + oox3 + C3X§ 1 x3 Xg

Pc(xa) a1+ coxa + c3x2 1 x4 x¢ <



Los valores de un polinomio en términos de la matriz de Vandermonde

Sea c € R3, x € R*. Entonces

Pc(x1) a1+ cxi + c3xf 1 x1 X3 .
1
p (X) _ PC(X2) _ Cc1 + CGoxo + C3X22 _ 1 x X22 o _ \/3(X)C
(x) = = = =
PC(X3) Cc1 + oox3 + C3X§ 1 x3 Xg
o
Pc(x4) a1+ coxa + c3x2 1 x4 x¢



Los valores de un polinomio en términos de la matriz de Vandermonde

Proposicién
Sea c € R™, x € R". Entonces
Pc(x) = Vm(x)c.
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Los valores de un polinomio en términos de la matriz de Vandermonde

Proposicién
Sea c € R™, x € R". Entonces
Pc(x) = Vm(x)c.

Demostracion.

Ambos lados de la igualdad son elementos de R".

Para cada j en {1,...,n},

Pe(x); =



Los valores de un polinomio en términos de la matriz de Vandermonde

Proposicién
Sea c € R™, x € R". Entonces
Pc(x) = Vm(x)c.

Demostracion.

Ambos lados de la igualdad son elementos de R".

Para cada j en {1,...,n},

Pe(x)j = Pe(xj) =



Los valores de un polinomio en términos de la matriz de Vandermonde

Proposicién
Sea c € R™, x € R". Entonces
Pc(x) = Vm(x)c.

Demostracion.

Ambos lados de la igualdad son elementos de R”.

Para cada j en {1,...,n},

m
Pe(x); = Pe(x) = > auxf ™" =
k=1



Los valores de un polinomio en términos de la matriz de Vandermonde

Proposicién
Sea c € R™, x € R". Entonces
Pc(x) = Vm(x)c.

Demostracion.

Ambos lados de la igualdad son elementos de R”.

Para cada j en {1,...,n},

P = Pelg) = 3 b = 3 (Vo)) = (Vi)
k=1 k=1



El determinante de Vandermonde (repaso)

Proposicién
Sea x € R". Entonces
det(V,(x)) =




El determinante de Vandermonde (repaso)
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El determinante de Vandermonde (repaso)

Proposicién

Sea x € R". Entonces

Ejercicio. Demostrar esta formula por induccién sobre n.



El determinante de Vandermonde (repaso)

Proposicién

Sea x € R". Entonces

Ejercicio. Demostrar esta formula por induccién sobre n.

Corolario

Sea x € R" tal que los nimeros x1, . .., x, son diferentes a pares.
Entonces la matriz V,(x) es invertible.




El rango de la matriz de Vandermonde (repaso)

Proposicién

Sea x € R" tal que los nimeros xi, . ..,x, son diferentes a pares. Sea m € N tal que m < n.

Entonces las columnas de la matriz V,(x) son linealmente independientes, esto es,

r(Vim(x)) = m.

Demostracion.



El rango de la matriz de Vandermonde (repaso)

Proposicién
Sea x € R" tal que los nimeros xi, . ..,x, son diferentes a pares. Sea m € N tal que m < n.
Entonces las columnas de la matriz V,(x) son linealmente independientes, esto es,

r(Vim(x)) = m.

Demostracion.
Las columnas de V,(x) son las primeras m columnas de V,(x).
La matriz V,,(x) es invertible, por eso sus columnas son linealmente independientes.

En particular, las primeras m columnas de V,(x) son linelmente independientes.



La matriz de monomios trigonométricos (repaso)

Sea x = [x1,...,xn] € R"ysea m & N. Definimos W,,(x) € R™*(2m+1),
17 k= 1,
Win(x)jk = 4 cos((k — 1)x;), 2< k<m4+1:

sen((k—m—1)x;), m+2<k<2m+1.

Ejemplo (n =4, m = 3):

) cos(2x1) cos(3x1) sen( (2x1) sen(3x)
) cos(2x2) cos(3xz) sen( (2x2) sen(3x2)
cos(x3) cos(2x3) cos(3x3) sen(x3z) sen(2x3) sen(3x3)

) ) cos(3xs) sen( (2x4) sen(3xs)

cos(2x4

WQ(X) =

[ T T



Construccion de la matriz W,,(x)

En temas anteriores hemos programado una funcién que construye la matriz W,,(x).

def trig _mon_values(x, m):

7T

return W



El rango de la matriz W,,,(x)

Problema. Sean m, n € N tales que n=2m+ 1, y sea x € R". Calcular

det(Vim(x)).



El rango de la matriz W,,,(x)

Problema. Sean m, n € N tales que n=2m+ 1, y sea x € R". Calcular

det(Vin(x)).

Ejercicio. Sea x € R" y sea m € N. Supongamos que n > 2m + 1. Demostrar que
r(Wn(x)) =2m+1,

esto es, las columnas de W,(x) son linealmente independientes.



El polinomio trigonométrico con coeficientes dados

Sea d € R>™*1. Definimos T4: R — R,

Ty(t) =di + Z di+1 cos(kt) + Z dik+m+1 sen(kt).
k=1 k=1

Ejercicio. Sean x € R”, d € R>™*1. Demostrar que

Ta(x) = Wn(x)d.



Solucién del problema de minimos cuadrados (repaso)

Proposicién
Sea A € R"™™ tal que r(A) = m y sea b € R".
Entonces existe un punto s en R™ tal que

Vx € R™\ {s} |Ax — b|| > ||As — b|.
Mas adn, si (Q, R) es una factorizacién QR delgada de A, entonces s se puede calcular como

s=R1QQ"».




Solucién del problema de minimos cuadrados (repaso)

En temas anteriores hemos programado una funcién

que resuelve el problema de minimos cuadrados.

def least_squares (A, b):

(Q, R) = my_favorite_qr_thin_algorithm(A)
777

s = solve_ut (7?77, 777)

return s
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El problema del ajuste polinomial

Sean x,y € R" tales que xi, ..., x, son diferentes a pares.
Sea m < n. Definimos f: R™ — R,

1/2

n m 2
f(c) = Z ( Ckxjk_:l — yj>

j=1 \k=

Encontrar el punto minimo de la funcién f.



El problema del ajuste polinomial

Sean x,y € R" tales que xi, ..., x, son diferentes a pares.
Sea m < n. Definimos f: R™ — R,

0 (5 (St )

Encontrar el punto minimo de la funcién f.
Solucion. En la notacién concisa que introdujimos antes,

f(c) =



El problema del ajuste polinomial

Sean x,y € R" tales que xi, ..., x, son diferentes a pares.
Sea m < n. Definimos f: R™ — R,

1/2

n m 2
f(c) = Z ( Ckxjk_:l — yj>

j=1 \k=

Encontrar el punto minimo de la funcién f.

Solucion. En la notacién concisa que introdujimos antes,

f(c) = IPe(x) =yl =



El problema del ajuste polinomial

Sean x,y € R" tales que xi, ..., x, son diferentes a pares.
Sea m < n. Definimos f: R™ — R,

1/2

n m 2
f(c) = Z ( Ckxjk_:l — yj>

j=1 \k=

Encontrar el punto minimo de la funcién f.
Solucion. En la notacién concisa que introdujimos antes,
f(c) = [|Pc(x) — yll = [[Vin(x)c =y

Hemos reducido el problema al problema de minimos cuadrados.



Programacion: solucién del problema del ajuste polinomial

def alg_pol_fit(x, y, m):
V = alg_mon_values(x, m)
c = least_squares (7?77, ?777)

return c



El problema del ajuste trigonométrico

Sean x,y € R” tales que x1, ..., x, son diferentes a pares.
Sea m € N tal que n > 2m + 1. Definimos g: R™ — R,

Jj=1

,, m m 5\ 1/2
g(d) = (Z (dl + Z di+1 cos(kx;) + Z dk+m+1 sen(kx;) — yj> ) .

j k=1 k=1

Encontrar el punto minimo de la funcién g.



El problema del ajuste trigonométrico
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El problema del ajuste trigonométrico

Sean x,y € R” tales que x1, ..., x, son diferentes a pares.
Sea m € N tal que n > 2m + 1. Definimos g: R™ — R,

,, m m 5\ 1/2
g(d) = (Z (dl + Z di+1 cos(kx;) + Z dk+m+1 sen(kx;) — yj> ) .

j=1 k=1 k=1
Encontrar el punto minimo de la funcién g.

Solucién. En la notacién concisa que introdujimos antes,

g(d) =Ta(x) -yl =



El problema del ajuste trigonométrico

Sean x,y € R” tales que x1, ..., x, son diferentes a pares.
Sea m € N tal que n > 2m + 1. Definimos g: R™ — R,

,, m m 5\ 1/2
g(d) = (Z (dl + Z di+1 cos(kx;) + Z dk+m+1 sen(kx;) — yj> ) .

j=1 k=1 k=1
Encontrar el punto minimo de la funcién g.
Solucién. En la notacién concisa que introdujimos antes,

g(d) = [ Ta(x) =yl = [[Win(x)d = yl|.

Hemos reducido el problema al problema de minimos cuadrados.



Programacion: solucién del problema del ajuste trigonométrico

def trig_pol_fit(x, y, m):
W = trig_mon_values(x, m)
d = least_squares (77?7, 777)

return d
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