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Problema: descomposicion QR delgada

Esta dada una matriz A € R™™ con m < ny r(A) = m.

Encontrar Q € R™™ y R € R™*™ tales que:
e las columnas de @ formen una lista ortonormal, esto es, QT Q = I,

@ la matriz R sea triangular superior.
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Encontrar Q € R™™ y R € R™*™ tales que:

e las columnas de @ formen una lista ortonormal, esto es, QT Q = I,

@ la matriz R sea triangular superior.
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columnas lin. indep.
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Ri1 Rip
0 Ry
0 0



Descomposiciéon QR ancha o completa (no vamos a hacerla ahora)
Esta dada una matriz A € R™™ con m < ny r(A) = m.
Encontrar Q € R™" y R € R™ ™ tales que:

@ la matriz @ sea ortogonal, esto es, QTQ =1, y QQT =1,

@ la matriz R sea triangular superior.



Descomposiciéon QR ancha o completa (no vamos a hacerla ahora)
Esta dada una matriz A € R™™ con m < ny r(A) = m.
Encontrar Q € R™" y R € R™ ™ tales que:

@ la matriz @ sea ortogonal, esto es, QTQ =1, y QQT =1,

@ la matriz R sea triangular superior.

A1 A A3 Q1 Q2 Qi3 Qs Qs Rii Rip Ri3
Ar1 Ao Axz Q1 Q2 Q3 s Qs 0 Rp Rogs
Asp Asp Asz | = | Qa1 @32 3 Qs @35 0 Rs3
As1 Az A3 Qa1 Qaz Qa3 Qas Qas 0 0
| As1 Asp Asg | | @1 @2 QB3 Qs Qs | | O 0 0

columnas lin. indep. matriz ortogonal




Hay varios métodos para resolver el problema de descomposicion QR:
@ método de ortogonalizacién de Gram y Schmidt,
@ método modificado de ortogonalizacion de Gram y Schmidt,

o reflexiones ortogonales (reflexiones de Householder),

rotaciones ortogonales (rotaciones de Givens).



Hay varios métodos para resolver el problema de descomposicion QR:
@ método de ortogonalizacién de Gram y Schmidt,
@ método modificado de ortogonalizacion de Gram y Schmidt,

o reflexiones ortogonales (reflexiones de Householder),

rotaciones ortogonales (rotaciones de Givens).

En este tema veremos el primer método.



Prerrequisitos para entender bien este tema.

La proyeccién ortogonal de un vector al subespacio generado por una lista ortonormal de

vectores.

El complemento ortogonal de un vector respecto al subespacio generado por una lista

ortonormal de vectores.

Listas de vectores linealmente independientes y sus propiedades.
Subespacios generados por listas de vectores y sus propiedades.
Matrices ortogonales y matrices triangulares.

Cada columna del producto AB es una combinacién lineal de las columnas de A.



Proyeccion ortogonal de un vector al subespacio
generado por una lista ortonormal de vectores (repaso)
Proposicién

Sea q1,...,qm una lista ortonormal de vectores en R".

Denotemos por S al subespacio generado por qi,...,qm: S =40(q1,...,qm)-
Para cada k en {1,...,m} pongamos

)‘k = <V7 qk>

Definimos u y w como

m m
u= Z Ak Gk, W=V — Z AkGk-
k=1 k=1

Entoncesuc€ S, we St yu+w

V.




Receta para el complemento ortogonal

de un vector respecto un subespacio (repaso)

En la proposicién anterior, el vector

m
w=v— Z )\qu
k=1

tiene la propiedad que w € S, esto es,

Vk € {1,..., m} w L qx.



Sobre los subespacios generados

Proposicién

Sean q1,...,9m, Vv, w como en la proposicion anterior. Entonces

E(ql, -+ dm, V) = f(Ql: -+ dm, W)




Sobre los subespacios generados

Proposicién

Sean q1,...,9m, Vv, w como en la proposicion anterior. Entonces

g(qh -+ dm, V) = g(qla -5 dm; W)

Idea de demostracién. El vector w es una combinacién lineal de g1, ...

m
w=v—Y A\,
k=1

ydm, V:



Sobre los subespacios generados

Proposicién
Sean q1,...,9m, Vv, w como en la proposicion anterior. Entonces

g(qh -+ dm, V) = g(qla -5 dm; W)

Idea de demostracién. El vector w es una combinacién lineal de g1, ...

m
w=v—Y A\,
k=1

y el vector v es una combinacién lineal de g, ..., gm, w:

m
v = Z AkQk + w.
k=1

ydm, V:



Sobre los subespacios generados

Corolario
Sean q1,...,9m, Vv, w como en la proposicién anterior. Entonces

veLlql,- - qm) — w




Sobre los subespacios generados

Corolario
Sean q1,...,9m, Vv, w como en la proposicién anterior. Entonces

veLlql,- - qm) — w

Ejercicio. Demostrar el corolario usando la férmula

g1,y qm,v) =4(q1,- -, Gm, W).



Los producto internos en forma matricial (repaso)

Si a, b € R", entonces
(a,b) =b'a.
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Los producto internos en forma matricial (repaso)

Si a, b € R", entonces

(a,b) =b'a.

Proposicién

SiA=a1,...,am] € R™™ y b € R", entonces

[<b7 ak>]T:1 = ATb.

Demostracion. A" b € R™. Para cada k en R™,

n

(ATh)k =D (AN)kjby = Ajxbj = (b, ak).
j=1 j=1



Ortonormalizacién de Gram y Schmidt

Supongamos que ai, ..., am es una lista linealmente independiente de vectores en R”.



Ortonormalizacién de Gram y Schmidt

Supongamos que ai, ..., am €s una lista linealmente independiente de vectores en R”".

Paso 1. Denotamos a; por wy:
wip == ai.

Normalizamos wj:

vy = |lwll, q1 = — wi.
Z



Ortonormalizacién de Gram y Schmidt

Paso 2. Calculamos el complemento ortogonal de a, respecto ¢(q1):
Wo ‘= ay — qu an.

En otras palabras,

A2 = (a2, q1), wo == ax — A1241-

Ahora normalizamos wo:

vy = ||wal], g2 ‘= — wo.
%)



Ortonormalizacién de Gram y Schmidt

Paso 3. Calculamos el complemento ortogonal de a3 respecto 4(q1, g2):

w3 == a3 — Pg,,¢,33.



Ortonormalizacién de Gram y Schmidt

Paso 3. Calculamos el complemento ortogonal de a3 respecto 4(q1, g2):
w3 = a3 — Pg; 4,33
En otras palabras,

A3 =

)



Ortonormalizacién de Gram y Schmidt

Paso 3. Calculamos el complemento ortogonal de a3 respecto 4(q1, g2):
w3 = a3 — Pg; 4,33
En otras palabras,

>\1,3 = <33, q1>a



Ortonormalizacién de Gram y Schmidt

Paso 3. Calculamos el complemento ortogonal de a3 respecto 4(q1, g2):
w3 = a3 — Pg; 4,33
En otras palabras,

A3 = (a3, q1), A3 =



Ortonormalizacién de Gram y Schmidt

Paso 3. Calculamos el complemento ortogonal de a3 respecto 4(q1, g2):
w3 = a3 — Pg; 4,33
En otras palabras,

A3 = (a3,q1), A3 = (a3, q2),



Ortonormalizacién de Gram y Schmidt

Paso 3. Calculamos el complemento ortogonal de a3 respecto 4(q1, g2):
w3 = a3 — Pg; 4,33
En otras palabras,

A3 = (a3, q1), A23 = (a3, q2), w3 =



Ortonormalizacién de Gram y Schmidt

Paso 3. Calculamos el complemento ortogonal de a3 respecto 4(q1, g2):
w3 = a3 — Pg; 4,33
En otras palabras,

A3 = (a3, q1), A23 = (a3, q2), W3 = a3 — A13G1 — A\23G2.



Ortonormalizacién de Gram y Schmidt

Paso 3. Calculamos el complemento ortogonal de a3 respecto 4(q1, g2):
w3 = a3 — Pg; 4,33
En otras palabras,
A13 = (a3, q1), A23 = (33, q2), w3 = a3z — A\13G1 — A\23Q2.
Ahora normalizamos ws:

1
v3 = |ws]l, g3 = ws.



Ortonormalizacién de Gram y Schmidt

Paso k. En los pasos anteriores ya estan calculados q1, ..., qk_1.

Calculamos el complemento ortogonal de ax respecto 4(q1, ..., qk—1):

Wi = ak — Py, g1 3k



Ortonormalizacién de Gram y Schmidt
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Ortonormalizacién de Gram y Schmidt

Paso k. En los pasos anteriores ya estan calculados q1, ..., qk_1.

Calculamos el complemento ortogonal de ax respecto 4(q1, ..., qk—1):
Wi = ak — Py, g1 3k

En otras palabras,

>\j,k = <ak7 q_l>7



Ortonormalizacién de Gram y Schmidt

Paso k. En los pasos anteriores ya estan calculados q1, ..., qk_1.

Calculamos el complemento ortogonal de ax respecto 4(q1, ..., qk—1):
Wi = ak — Py, g1 3k

En otras palabras,

Ak = (ak, qj), Wy =



Ortonormalizacién de Gram y Schmidt

Paso k. En los pasos anteriores ya estan calculados q1, ..., qk_1.

Calculamos el complemento ortogonal de ax respecto 4(q1, ..., qk—1):
Wi = ak — Py, g1 3k

En otras palabras,
k—1

Ajk = {3k, qj), Wi = ak — Y Ajkdj-
j=1



Ortonormalizacién de Gram y Schmidt

Paso k. En los pasos anteriores ya estan calculados q1, ..., qk_1.

Calculamos el complemento ortogonal de ax respecto 4(q1, ..., qk—1):

Wi = ak — Py, g1 3k

En otras palabras,
k—1
Ajk = {3k, qj), Wi = ak — Y Ajkdj-
j=1

Ahora normalizamos w:

1
vk = ||will, gk = — Wg.
Vi



Propiedades del proceso de ortonormalizacion de Gram y Schmidt

Proposicién

Sea (a1,...,am) una lista linealmente independiente de vectores en R".
Definimos de manera sucesiva wi,...,Wm ¥ Q1,---,qm:
k—1 1
wi = ak — Y _{ak. ), qk = T Wk
= [[wi|
j=1
Entonces

@ paracada k en{1,...,m}, wy # 0p;
@ paracada k en{l,....,m}, {l(a1,...,ax)=4(q1,...,qk);

o (wi,...,wn) es una lista ortonormal.




Expresion de ay, ap, a3, ... en términos de g1, o, q3, . . .

k—1 1

Wk = ak — Y Aj k9, qk = — Wk.
j=1



Expresion de ay, ap, a3, ... en términos de g1, o, q3, . . .

k-1 1
Wk = ak — Y Aj k9, Qe =~ W
j=1 k

Esto implica que

ag =



Expresion de ay, ap, a3, ... en términos de g1, o, q3, . . .

k—1 1
Wk = ak — Y Aj k9, qk = — Wk.
. Vi
j=1
Esto implica que
k—1
a =Y Nk + wi,

j=1

esto es,



Expresion de ay, ap, a3, ... en términos de g1, o, q3, . . .

k—1 1
Wk = ak — Z Aj kGj Qk = — Wk.
. Vi
Jj=1
Esto implica que
k—1
a =Y Nk + wi,
j=1
esto es,
k—1

ak =Y Ajkqj + VkGk-
=1



Expresion de ay, ap, a3, ... en términos de g1, o, q3, . . .

k—1

ax = Z A kG + VkQk-
j=1

a; = viqu,
a2 = A\12q1 + 12q2,

a3 = A\1,3q1 + A\23G2 + 1303,



Un paso de la ortogonalizacién en forma matricial

k-1
Nk = (ak, qj), Wk = ak — Y AjkGj-
=1

Denotemos por A(¥) el vector de los coeficientes:



Un paso de la ortogonalizacién en forma matricial

k—1

Nk = (ak, qj), Wk = ak — Y AjkGj-
=1

Denotemos por A(¥) el vector de los coeficientes:
qlTak
A= Dyt = | L | =

j=1
T
qi—_19k



Un paso de la ortogonalizacién en forma matricial

k—1
Ak = (ak, qj), Wk = ak — Y AjkGj-

j=1
Denotemos por A(¥) el vector de los coeficientes:
qlTak

k—1 T
/\(k) = [)‘J':k}jzl = 500 = [ql, ooy qk,l] dk.

51

Luego, la combinacién lineal en la formula para wy se puede escribir

como el producto de una matriz por un vector:

wi = ak — [q1,. .., gr—1] A9,



La forma matricial de la ortonormalizacién de Gram—Schmidt

Suponemos que los vectores as, ..., an estan dados como las columnas de una matriz A:
A=la1,...,am
Vamos a construir una sucesidon finita de matrices Q(O), ey QM transformando A en Q:
QL =4A QW .. QM=Q=1Iq,...,qm

Ademas, vamos a guardar los coeficientes \; x y v, en una matriz R:

V1 A2 A3
R= 0 %) /\273
0 0 V3



La forma matricial de la ortonormalizacién de Gram—Schmidt

Empezamos con @ = A, R = /.

Rii Q2 Qi3 Qua
Q1 @2 @3 Qa4
Q=] &1 &2 @3 Q2 |, R =

Qa1 Qap Qa3 Qug
@1 Q2 Qs @sa




La forma matricial de la ortonormalizacién de Gram—Schmidt

Empezamos con @ = A, R = /.

[ Qi1 Q2 Qi3 Qi | ,
1
Q1 G2 @3 Qa4
RQ=| &1 &2 @3 Q21 |, R = 0 0

Qa1 Qap Qa3 Qag 0 0 0

| @51 2 Q3 (@54 |
k = 1, normalizacion:
1

R(L,1) < QG DI Q1)

ROLT) Q(:,1).



La forma matricial de la ortonormalizacién de Gram—Schmidt

Empezamos con @ = A, R = /.

Q11
@21
Q=1 &1

Qs,1
@51

k = 2, complemento ortogonal:

Q1,2
Q2,2
Q3,2
Q4,2
(5,2

Q1,3
@23
@33

Qa3
(5,3

Q1,4
Q2,4
@34

Qa4
5.4

R(1:1,2) + Q(;,1:1)'Q(:,2),

V1 A1
; R =
0 0
0 0 0

Q(:,2) + Q(:,2) — Q(:,1: 1)R(1 :

1,2



La forma matricial de la ortonormalizacién de Gram—Schmidt

Empezamos con @ = A, R = /.

Q11
@21
Q=1 &1

Qa1
@51

k = 2, normalizacion:

Q1,2
Q2,2
Q3,2
Q4,2
(5,2

Q1,3
@23
@33

Qa3
(5,3

Q1,4
Q2,4
@34

Qa4
5.4

R(2,2) < |Q(, 21,

V1 A1
R = "2
0 0
0 0 0
1
Q(:,2) + Q(:,2).

R(2,2)



La forma matricial de la ortonormalizacién de Gram—Schmidt

Empezamos con @ = A, R = /.

k = 3, complemento ortogonal:

Q11
@21
@31

Qs,1
@51

Q1,2
Q2,2
Q3,2
Q4,2
(5,2

Q1,3
@23
@33

Q43
@53

Q1,4
Q2,4
@34

Qa4
5.4

R(1:2,3) « Q(:,1:2)7Q(:,3),

A2 A3
v A3
0
0 0

Q(:,3) + Q(:,3) — Q(:,1:2)R(1: 2,3)



La forma matricial de la ortonormalizacién de Gram—Schmidt

Empezamos con @ = A, R = /.

Q11
@21
Q=1 &1

Qa1
@51

k = 3, normalizacién:

Q1,2
Q2,2
Q3,2
Q4,2
(5,2

Q1,3
@23
@33

Q43
@53

Q1,4
Q2,4
@34

Qa4
5.4

R(3,3) < [1Q(:,3)l,

. R= ’
0 0 V3
0 0 0
1
Q(:,3) «+ Q(:,3).

R(3,3)



La forma matricial de la ortonormalizacién de Gram—Schmidt

Empezamos con @ = A, R = /.

Qi1 Q2 Qi3 Qua
Q1 G2 @3 Qa4
Q - ) R =

@31 @32 @33 Q34 0 0 15 s
Qag Qap Qa3 Qag

@1 2 Rz @sa

k = 4, complemento ortogonal:

R(1:3,4) + Q(:,1:3)'Q(:, 4), Q(:,4) «+ Q(:,4) — Q(:,1: 3)R(1: 3,4)



La forma matricial de la ortonormalizacién de Gram—Schmidt

Empezamos con @ = A, R = /.

Q11
@21
Q=1 &1

Qa1
@51

k = 4, normalizacion:

Q1,2
Q2,2
Q3,2
Q4,2
(5,2

Q1,3
@3
@33

Qa3
(5,3

Q1,4
Q2,4
@34

Qa4
5.4

R(4,4) < |Q(, 4,

Q(:,4) +

R(4,4) QC:,4)-



Expresion de A en términos de Q y R

Q1 Q2 Qi3 Qs
1 G2 @3 Qg4

) )

V1 A2 A3 g

o

vy X233 Aoa

Q=| @1 @2 X3 Q32 |, R = ' ’
0 0 3 Asa

Qa1 Qaz Qa3 Qas

@Ps1 @2 @3 Qs

) )




Expresion de A en términos de Q y R

Q1.1
@21
Q= | @1
Qa1
Q5,1

L )

Calculemos una columna del producto:

Q1,2
2,2
@32
Qa2
Q5,2

)

Q1,3
3
@33
Qa3
Q5,3

(QR)*,3 =

Q4
@24
3,4
Qa4
Q5.4

V1 A2
0 1%}
0 0



Expresion de A en términos de Q y R

Q1.1
@21
Q= | @1
Qa1
Q5,1

L )

Calculemos una columna del producto:

Q1,2
2,2
@32
Qa2
Q5,2

)

Q1,3
3
@33
Qa3
Q5,3

Q4
@24
3,4
Qa4
Q5.4

(QR)*,3 = QR*,3 =

V1 A2
0 1%}
0 0



Expresion de A en términos de Q y R

Q1 Q2 Qi3 Qs
1 G2 @3 Qg4 oA )
2 A23 A2s
Q=| @1 @2 X3 Q32 |, R =
0 0 3 Asa
Qa1 Qaz Qa3 Qas
@1 Qo2 3 54

L ) )

V1 A2 A3 g

o

Calculemos una columna del producto:

(QR)+3 = QR3 = A13G1 + X23G2 + 13G3 =



Expresion de A en términos de Q y R

Q1.1
@21
Q= | @,
Qa1
Q5,1

L )

Calculemos una columna del producto:

Q1,2
2,2
@32
Qa2
Q5,2

)

Q1,3
3
@33
Qa3
Q5,3

Q4
@24
3,4
Qa4
Q5.4

n

o

A1

V2

A3
A23

)

V3

(QR)+«3 = QR:3 = A13q1 + A\23q2 + 13G3 = a3.

Generalizando esta idea, se puede demostrar que

A4
A2.4

A34
V4



i Qué pruebas podemos hacer?

Después de calcular @ y R a partir de A, podemos hacer las siguientes pruebas.

@ (R debe ser
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® QR debe ser A.
o Q' Q debe ser



i Qué pruebas podemos hacer?

Después de calcular @ y R a partir de A, podemos hacer las siguientes pruebas.
® QR debe ser A.
e Q' Q debe ser I,,.

@ R debe ser



i Qué pruebas podemos hacer?

Después de calcular @ y R a partir de A, podemos hacer las siguientes pruebas.
® QR debe ser A.
e Q' Q debe ser I,,.
@ R debe ser triangular superior.

Para verificar que dos matrices Ay B son aproximadamente iguales, podemos calcular la

norma de Frobenius de A — B.



Funcién en GNU Octave

function [Q, R] = qr_gram_schmidt (A),

[n, m] = size(A);
Q = A;
R = eye(m);

for k =1 : m,
R(1 : k -1, k) = QC:, 1 : k - 1)’ *x QC:, k);
QC:, k) -= QC:, 1 : k - 1) * R(1 : k - 1, k);
R(k, k) = norm(Q(:, k));
QC:, k) = (1 / R(k, k)) * QC:, k);

endfor

endfunction



Prueba en GNU Octave

function [er] = test_qr_gram_schmidt(n, m),
A = randn(n, m);

[Q, R] = gr_gram_schmidt (A);

erl = norm(Q * R - A);

er2 = norm(Q’ * Q - eye(m));
er3 = norm(triu(R) - R);

er = [erl, er2, er3];

endfunction



