Factorizacién de Cholesky:
deduccién de las férmulas del algoritmo

Objetivos. Deducir férmulas para el algoritmo de factorizacion de Cholesky.
Requisitos. Multiplicacién de matrices, matrices triangulares.

1. Problema. Dada una matriz invertible A € M,,(R), buscamos una matriz L € It, (R)
tal que LLT = A. Luego vamos a demostrar que L existe si y sélo si A es simétrica y
positiva definida. Para garantizar la unicidad de L se pide que las entradas diagonales de
L sean positivas.

2. Ejercicio. Se recomienda considerar el caso n = 4, expresar las entradas de A a través
de ciertas entradas de L y deducir férmulas para calcular las entradas de L. Se recomienda
el siguiente esquema:

» Considerar A, ; y expresar L .
» Considerar Ay, y expresar Ly ;; considerar Ay o y expresar Lo .
w Agy > Lz, Ao+ Lzo, Asg > Las.

. A4,1 Ly, A4,2 — Ly, A4,3 — Ly, A4,4 > Lyg.

3. Férmulas para calcular L. Primero relacionemos las entradas diagonales de A con
ciertas entradas de L. Aplicamos la definiciéon del producto, la definiciéon de la matriz
transpuesta y la definicién de matrices triangulares inferiores:

Ay, = (LLT), Z Lyi(L )pp = Z L%,

p—1 n

_ 2 2 2

= Lo+ Ly, + E ka—g L}k+L
k=1 k:p+1\0/

Despejamos L ,:

p—1
_ E : 2
Lp,p - Ap,p - L k-
k=1

Ahora relacionemos las entradas de la parte inferior de A con ciertas entradas de L. Sean
pe{l,...,n}, g€ {l,...,p— 1}. Igual que antes, aplicamos la definicién del producto,
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la definicién de la matriz transpuesta y la definicién de matrices triangulares inferiores:

Apq LLT Z Lp, kg = Z Lk Lg.k
k=1
q—1 n q—1
= LpiLgy + LpgLlqq + Z Ly Lqp = Z LpyLgy + LpgLqg-
k=1 a+1 " k=1
0

Despejamos Ly, 4:

q—1

A q Z Lp,quvk
k=1

b,q - L

9,9

4. Algoritmo. Las entradas de L se pueden calcular en el siguiente orden: por renglones
de arriba hacia abajo, y en cada renglén de izquerda a derecha:

Para p :=1,...,n:
Para q :=1,...,p-1:
Llp, ql = ...
Llp, pl = ...;

Otra manera es ir por columnas, de izquierda a derecha, y en cada columna de arriba
hacia abajo:

Para q :=1,...,n:
Llq, q] = ...;
Para p := q,...,n:

Llp, ql = ...;

En el calculo de la entrada L,, se utiliza el valor de A,, y los valores previamente
calculados L, con k < p. Esquema paran =4, p = 3:

Ay Aig Aig Ay Liy 0 0 0

Ay Agg Az Agy Loy Lao O 0

As1 Ass Ass Ass |’ L3y Lzo Lzz O ’
Agy Ago Agz Agy Lyy Lso Laz Lyg

) ) i

Lss = \/A3,3 — L3, — L3,
En el calculo de la entrada L,, se utiliza el valor de A,, y los valores previamente
calculados L, g4, Lyi con k < qy L,y con k < q. Esquema paran =4, p=4, ¢ = 3:

Ay Aig Aig Ay Liy 0 0 0

Ag1 Agg Agg Agy Lyy Las O 0

As1 Aso Ass Ass |’ Lsy Lzo Lzz O ’
Agy Ago Agz Agy Lyy Lyp Lz Lyg

)

Factorizacion de Cholesky, pagina 2 de 3



A4,3 - L4,1L3,1 - L4,2L3,2

L4,3 = I
3,3

5. Ejemplo.
25 15 =5 -—10
5 10 1 =7
-5 1 21 4
-10 =7 4 18

A:

Calculamos L en el orden por columnas:

L1,1 =V A1,1 = \/ﬁ =5,

A2 1 15
2.1 L171 5 )
A31 -5
L = ) = — = —]_,
3,1 L171
Agp 10
L= "2 9
4,1 L171 5 )

L272 = A272 — L%,l =+v10—-9=1,
Ass — Lgils1 1 —(=3)

L - — = 4
3,2 L272 1 )
Lys = Ayp —LL4,1L2,1 _ —7 —1(_6) — 1,
2,2

Lys=+21—1-16 =2,

Respuesta:
5 0 0 O
3 1 0 O
I —
-1 4 4 0
-2 -1 3 2
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