Programacion:
Sistemas tridiagonales de ecuaciones lineales

Objetivos. Escribir una funcién que resuelva sistemas de ecuaciones lineales de la si-
guiente forma (para un orden n arbitrario):

a; b] 0 0 0 X1 T
cCit bz 0 0 X2 T
0 C Qs b3 0 X3 = T3 . (1)
0 0 C3 Qu b4 X4 Ty
0 0 0 Cs Qs X5 Ts5

Sistemas tridiagonales surgen en muchas aplicaciones, por ejemplo, en la interpolacién seg-
mentaria ctibica y en el método de diferencias finitas para resolver ecuaciones diferenciales
con condiciones de la frontera.

Requisitos. Idea de la eliminacion de Gauss, sustitucion hacia atras, programacién con
vectores y matrices.

1. Ejemplo. Mostremos la idea de soluciéon con un ejemplo. Primero aplicamos opera-
ciones elementales y reducimos la matriz del sistema a una matriz triangular superior.
Usamos las entradas diagonales como pivotes:

2 30| 17 w—5=270230] 17 w3=5 723 0] 1
4 —5 4|11 | =Ry 01 49 | BEPR L 1 4|9
0 52| 9 052 9 0 0 —18]| 54

La ultima matriz aumentada corresponde al siguiente sistema:

2x1 + 3% = 1;
X2 + 4x; = —9
— 18x3 = b54.

Calculamos x3, X, X7 (usamos la tercera ecuacién, luego la segunda, y luego la primera):

. 54 . . _—9—47(3_ . _]—37(2_
X3_—_18__3’ Xy = ] =3; X1 = > = —4,
Comprobacién:
2 30 —4 —8+9 1
—4 -5 4 3|=]16—-15—-12 | =| —11
0O 5 2 -3 0+15—6 9
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Formulas para resolver un sistema tridiagonal
(se recomienda deducirlas antes de la clase préactica)

En la primera etapa hacemos operaciones elementales del tipo R,,1 + = uR, para eliminar
los coeficientes cy. Los coeficientes nuevos de la diagonal principal denotemos por dy y las
constantes nuevas (en el lado derecho del sistema) denotemos por sy.

2. Ejemplo: n =5, etapa preparatoria. Las entradas a; y r; no necesitan ninguna
modificacién, solamente las copiamos en las variables d; y s; para hacer los siguientes

pasos del algoritmo maéas regulares. Estan marcadas las variables que obtienen valores
nuevos:

a by 0 0 0|m by 0 0 0
1 Qy bz 0 0 T diy=a C1 dz bz 0 0 T2
0 ¢ a by Ofm3 | 5| 0 ¢ d3 by 0 13
0 0 C3 Qg b4 T4 0 0 C3 d4 b4 T4
0 0 0 Cs QA5 | Ts 0 0 0 Cqs Q5| T5

Para deducir las férmulas que se aplican en el p-ésimo paso del algoritmo consideremos
un caso particular:

3. Ejemplo: n =5, paso p = 3. Supongamos que n = 5 y que ya hemos hecho los
primeros dos pasos del algoritmo. Consideremos el tercer paso. Vamos a realizar una
operacion elemental de la forma Ry + = uRj;. La entrada dj es el pivote, y las entradas dy4
y S4 son las que obtienen valores nuevos:

d] b] 0 0 0 S b] 0 0 0 S1
dz bz 0 0 S Rs - R dZ bZ 0 0 S2
0 d; by 0 |s3 | 5 0 d; b3 0] s3

0 0 [d] by [

0 0 Cq as | T5

c o oo&™

0
0
OOC3C14b4T4
0 0 0 c4 a5y

El coeficiente p elegimos de tal manera que la operacion elemental Ry + = 1R3 elimine la
entrada cs:
c3 + udsz =0; == n=

W
?

Ademas la operacién Ry + = uR3 afecta a las entradas que tenian valores as y 14. Deno-
tamos sus valores nuevos por d4 y s4 y los calculamos mediante las siguientes férmulas:

d4: +FL ) S4 = +

? ? ? ? ? .
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4. Primera etapa: férmulas generales.

El contador del ciclo p toma valores desde hasta

? ?

Vamos a planear la p-ésima iteracién del ciclo:

» Queremos eliminar ¢, aplicando una operacién elemental Ry, + = uR,.
El coeficiente p de esta operacion elemental se calcula de tal manera que se elimine
la entrada cy:

Cp + 1 =0 — = .
~— |
? ?
» Para realizar la operaciéon elemental R, j+ =puR,, los valores nuevos de a,iq y
Tp41 denotados por dpi1 y sp41 respectivamente, se calculan mediante las siguientes
formulas:

dp+1 = ) Sp+1 =

5. Segunda etapa: sustituciéon hacia atras. Consideremos la segunda etapa cuando
la matriz del sistema es triangular superior:

d] b] 0 0 0 X1 S1

0 dz bz 0 0 X2 S2

0 0 d3 b3 0 X3 = S3

0 0 0 d4 b4 X4 Sq

0 0 0 0 d5 X5 S5
Calculemos Xny Xn_1y«..yXq.

» Escribimos de manera explicita la dltima ecuacién (que contiene xs) y despejamos
la incognita xs:

= SS :> XSZ .
~— ~—

? ?

= Escribimos de manera explicita la k-ésima ecuacién y despejamos la incégnita x;
expresandola a través de Xy, 1:

— :> Xk: .
~ ~—— —
? ? ?
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Programacién del algoritmo

6. Problema SolveTridiag. Escriba una funcién que resuelva el sistema (1) y regrese
el vector x. Puede usar el siguiente eshbozo (cambie ... por las férmulas correctas):

Entrada: las listas a, b, c, r;
Variables locales: n, d, s, p, X, mu;

d := copia de a;
s := copia de r;
n := longitud de a;

Para p := de 1 hasta ...:

mu = ...;
dlp + 1] +=mu * ...;
slp + 1] += .. .;

x := lista nula de longitud n;

x[n] = ...;

Para k desde ... hasta ...:
x[k] = ...;

Regresar x.

7. Prueba. El sistema de ecuaciones lineales

3 10 0][x 5
2 213 0| |x/|_ |-9
0 21 22| |xs| " | -7
0 03 2| |x —1

tiene una solucién tnica [1,2,—3,4]". Por lo tanto, si pongamos

» a = el arreglo de nimeros 3,—1,1,2,
= b = el arreglo de niimeros 1,3, —2,
= ¢ = el arreglo de ntimeros 2,2, 3,

= 1 = el arreglo de nimeros 5,—9, —7,—1,

y llamamos la funciéon SolveTridiag con argumentos a, b, c, 1, entonces la funcién debe
regresar el arreglo 1,2, —3,4.

8. Nimero de operaciones aritméticas. Calcule el nimero de las operaciones de
multiplicacion y division en el algoritmo programado.

= Primer método: calcule el nimero de las operaciones de multiplicacion y division
dentro de cada ciclo y fuera de ciclos, luego transforme ciclos en sumas.

» Segundo método: analice en cudntas operaciones de multiplicacién y divisién parti-
cipa cada entrada de los arreglos a,b,c,1,d,s.
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