Temas preliminares de Métodos Numéricos

Problemas para examen

Sistema binario

) 3 ) ..
1. Convierta el numero — al sistema binario.

17

2. Convierta el siguiente nimero binario al sistema decimal:

x = 1101.01(101), = 1101.01101101101101 . ... ,.

3. Convierta el siguiente niimero binario al sistema decimal:

x = 11.01(1010), = 11.01101010101010.... ,.

4. Sea x un numero real que tiene la siguiente representacion peridédica en el sistema
binario:

x = (0.(bybsb3bs)), = (0.b1bsb3bab by b3bsb bbb .. .),,

donde by, by, b3, by € {0, T}. Muestre que x es un nimero racional, es decir, escriba x como

P ) .
— con algunos numeros enteros positivos p y (.

5. Sea x un nimero real cuya representacion en el sistema binario es periddica, a partir
de cierto momento. Puede suponer x es de la forma

X = (0.(11 a2a3(b1b2))2 = (O.(l] (12(13b1b2b1b2b]b2 . .)2,

con ap,az, as, by,by € {0,1}. Es decir, los digitos binarios ai, az, az estan antes de la
parte periddica y los digitos binarios by, b, forman la parte periddica. Muestre que x es

. . . p , .
un numero ramonal, S} dGCII', representa X CcoOmo — con algunos nuameros enteros pOSIthOS

Py q.
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Representacion de los niimeros en una computadora

6. Calcule la cantidad de los niimeros positivos y de los negativos que se pueden representar
en el formato int8.

7. Calcule la cantidad de los niimeros positivos y de los negativos que se pueden representar
en el formato int16.

8. Calcule la cantidad de los nimeros que se pueden representar en el formato cientifico
decimal con un digito después del punto flotante, si el exponente puede tomar los valores
—2,...,2. Indicacién: considere por separado los nimeros positivos, los negativos y el
cero.

9. Calcule la cantidad de los nimeros que se pueden representar en el formato cientifico
binario con dos digitos después del punto flotante, si el exponente puede tomar los valores
—1,...,1. Haga un dibujo en el cual muestre todos estos niumeros en el eje real. Indicacién:
considere por separado los niimeros positivos, los negativos y el cero.

10. Encuentre el niimero minimo x que sea mayor a 1 y que se pueda representar preci-
samente en el formato float32 (single precision floating-point format). Encuentre también
el “¢ de la maquina” del formato float32, esto es, el nimero € :=x — 1.

11. Encuentre el nimero minimo x que sea mayor a 1 y que se pueda representar precisa-
mente en el formato float64 (double precision floating-point format). Encuentre también
el “¢ de la maquina” del formato float64, esto es, el nimero € :=x — 1.

Errores de redondeo

12. Se considera la aritmética con dos digitos decimales después del punto flotante y con
el redondeo al més cercano. Muestre con un ejemplo que en esta aritmética se viola la ley
distributiva. En otras palabras, encuentre tres nimeros a, b, ¢ tales que

(adb)oc#(avc)® (boc).
Aqui @& y ® son operaciones con redondeo:
a® b= py(a+b), a®b:=p(a-b)

y p2 es la operacién de redondeo. Por ejemplo, p2(5.137 -107~7) =5.14-10~.
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Multiplicacién y division de los polinomios

13. ;Cuéndo el polinomio x> + px + q se divide entre el polinomio x* + mx — 1?7 Esto es,
.qué condiciones deben cumplir los pardmetros p, ¢, m para ello?

14. ;Cuédndo el polinomio x* +px? + g se divide entre el polinomio x* +mx + 17 Esto es,
.qué condicion deben cumplir los pardmetros p, q, m para ello?

15. Expanda en potencias de x el polinomio f(x + 3), si

f(x) =x° — 2x* + x> —5%% 4+ 4x + 2.

16. Algoritmo de multiplicacion de un polinomio por un binomio médnico.
Escriba el algoritmo de la multiplicacién de un polinomio por un binomio ménico de la
forma x 4 a y calcule el nimero de las multiplicaciones y adiciones en este algoritmo, si el
grado del polinomio original es n — 1 (asi que el polinomio original tiene n coeficientes).

17. Algoritmo de divisién de un polinomio entre un binomio ménico. Escriba el
algoritmo de la divisién sintética de un polinomio entre un binomio x — b (este algoritmo
también se llama algoritmo de Horner o regla de Ruffini) y calcule el ntimero de las
multiplicaciones y adiciones en este algoritmo, si el grado del polinomio original es n—1.

18. Formula para los coeficientes del producto de dos polinomios. Denotemos
por aj, bj y cx a los coeficientes de los polinomios f(x), g(x) y h(x) = f(x)g(x) respecti-
vamente:

f(x) = Z apx', g(x) = Z b;x/, h(x) = f(x)g(x) = Z cex®
i=0 j=0 k=0

Determine los limites de la sumatoria en la siguiente férmula:

?
Ck = E Clibk,i.
i=?
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Propiedades de las funciones continuas.
Teorema del valor intermedio

19. Enuncie el teorema del valor intermedio en el caso particular (cuando f cambia el
signo) y en el caso general. Deduzca el teorema general del caso particular. En otras
palabras, demuestre el teorema general utilizando el caso particular.

20. Sean f: [0,1] — [0,1] y g: [0,1] — [0, 1] algunas funciones continuas tales que
f(0) =0, f(1) =1, g(0) =T, g(1) =0.

Demuestre que existe por lo menos un punto ¢ € (0, 1) tal que f(c) = g(c).

21. Sean f: [a,b] = Ry g: [a,b] — R algunas funciones continuas tales que
fla)<gla) vy  f(b) = g(b).

Demuestre que existe por lo menos un punto ¢ € [a, b] tal que f(c) = g(c).

22. Construya una funcién f: [0, 1] — R tal que f(0) = —1, f(1) =1 y f no se anula en el
intervalo (0,1):
vx € (0,1) f(x) # 0.

Dibuje la grafica de la funcién construida.

23. Sea f: [a,b] — R una funcién continua tal que
fla) < 3a+5, f(b) > 3b + 5.

Demuestre que existe por lo menos un punto ¢ € [a, b] tal que f(c) = 3¢ + 5.
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Propiedades de las funciones derivables.
Teorema del valor medio y funciones Lipschitz continuas

24. Enuncie con todos los detalles el teorema del valor medio (llamado también el teorema
de Lagrange).

25. Sea X C R. ;Cuando una funcién X — R se llama uniformemente continua? Escriba
la definicién con todos los detalles.

26. Sea X C R. ;Cuando una funcion X — R se llama Lipschitz continua? Escriba la
definicién con todos los detalles.

27. Sea f una funcién Lipschitz continua en un intervalo [a, b]. Demuestre que f es uni-
formemente continua en este intervalo.

28. Sea f una funcion Lipschitz continua en un intervalo [a, b]. Demuestre que f es acotada
en este intervalo, esto es, existe una constante M > 0 tal que

Vx € [a,b] [f(x)] < M.

29. Sea X un intervalo de R. Denotemos por int(X) al conjunto de los puntos interiores
de X. Sea f: X — R una funcién continua en X y derivable en int(X). Ademds suponemos
que la derivada de f es acotada, esto es, existe un nimero M > 0 tal que

Vx € int(X) If'(x)] < M.

Demuestre que f es Lipschitz continua en X.
30. Demuestre que la funcién f(x) = cos(x) es Lipschitz continua en R.

31. Muestre que la funcién f(x) = tan(x) es Lipschitz continua en el intervalo [0, %)

1
32. Demuestre que la funcién f(x) =x+ — cumple con una condicién de Lipschitz en
X

el intervalo [a, +00), donde 0 < a < 1.
33. Demuestre que la funciéon f(x) = arctg(x) es Lipschitz continua en R.

34. Sean f y g algunas funciones Lipschitz continuas en un intervalo [a,b]. Demuestre
que su producto h = fg también es una funcién Lipschitz continua en X.
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