Puntos fijos de funciones contractivas

Objetivos. Conocer el concepto de funcién contractiva. Estudiar el método de punto fijo
y demostrar el teorema sobre su convergencia.

Requisitos. Teorema del valor intermedio, teorema del valor medio, funciones Lipschitz
continuas.

Definiciéon. Un punto fijo de una funcién g es un nimero p tal que g(p) = p.

1. Ejemplo. Encontramos los puntos fijos de la funcién g(x) = x* — 6. Consideramos la
ecuacién x> — 6 = x, esto es,
x*—x—6=0.

Respuesta: 3 y —2.

El problema de la buisqueda de puntos fijos esta relacionado con el problema de la
busqueda de raices.

2. Pasar de un punto fijo a una raiz. Si p es un punto fijo de una funcién g, entonces
la funcién f(x) = g(x) — x tiene un cero en p.

3. Pasar de una raiz a un punto fijo. Si p es una raiz de f, entonces p es un punto
fijo de g(x) = x — f(x). También p es un punto fijo de la funcién g(x) = x + 5f(x). Hay
muchas formas de construir g con un punto fijo p.

4. Teorema (de la existencia del punto fijo para funciones continuas de una
variable). Sea g € C([a,b],R) tal que g(x) € [a,b] para todo x € [a,b]. Entonces g
tiene al menos un punto fijo en [a, b].

Demostracion. Si g(a) = a, entonces a es un punto fijo de g. Si g(b) = b, entonces b es
un punto fijo de g.

Supongamos que g(a) # a y g(b) # b. Tomando en cuenta que g(a) > ay g(b) <b
obtenemos que

gla) >a, g(b)<b.

Consideremos la funcién f(x) := g(x) — x en el intervalo [a, b]. Notemos que f € Cla, b],
fla)=g(a)—a>0,  f(b)=g(b)—Db <0,

asi que la funcion f cumple con las condiciones del teorema del valor intermedio en el
intervalo [a, b]. Sea ¢ € (a,b) un punto tal que f(c) = 0. Entonces g(c) = c. O
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5. Definicién (funcién contractiva o contraccién). Sean a,b € R, a < b. Una
funcion contractiva o contraccién del intervalo [a, b] es una funcién g: [a, b] — [a, b] con
la propiedad de que existe un k € [0, 1) tal que para todo x1,x; € [a, b],

Vx1,x; € [a, b] lg(x1) — g(x2) < klxs —x,l. (1)

En otras palabras, una funcién g se llama contraccion del intervalo [a, b] si g(x) € [a, b]
para todo x € [a,b] y la funcién g cumple en el intervalo [a,b] con una condicién de
Lipschitz con un coeficiente estrictamente menor a 1.

6. Nota: toda contraccion es continua. La condicién implica que g es continua.

7. Si una funcidn tiene derivada acotada, entonces es Lipschitz continua (repa-
s0). Sea g: [a,b] — R una funcién continua en [a, b] y derivable en (a,b). Supongamos
que la derivada de g es acotada y denotemos por k el supremo de su valor absoluto:

k= sup [g'(x]],
x€(a,b)

Entonces la funcién g en el intervalo [a, b] es Lipschitz continua con coeficiente k:
Vx1,%; € [a, b] lg(x2) — g(x1)] < klxp —x1l.

Demostracion. Sean x1,x; € [a, b]. Consideremos el caso si x; < x;. Aplicamos el teorema
del valor medio a la funcién g en el intervalo [xq,x;]. Por este teorema, existe un punto
c € (x1,%2) tal que

glx2) —g(x1) = g’(c)(x2 —x1).

Sacamos el médulo de ambos lados y aplicamos la definicién del ntimero k:
Ig(x2) — g1l = g’ ()l xa —xa| < klxa — %1l
El caso x; < x7 se considera de manera similar, en el caso x; = x; tenemos
lg(x2) — g(x1)| =0 =k[xz — x1l. O
8. Teorema (de la unicidad del punto fijo de una funcién contractiva). Sean

a,b € R, a < by sea g una contraccién del intervalo [a, b]. Entonces el punto fijo de g
en [a, b] es tnico.

9. Si p y p’ son puntos fijos de g en [a, b], entonces

P —pl=lg(p") — g(p)l < klp" —pl.
De alli [p’ —pl(1 —k) =0. Como k < 1, p’ =p.
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10. Ejemplo. Calcular los puntos fijos de la funcion

x2—1
g(x) = 3

Determinar si g es una contraccién del intervalo [—1, 1]; lel intervalo [3,4].

11. Ejemplo. Consideremos la funcién f(x) = x> + x — 1 en el intervalo [0,1]. Como
f(0) = —1, f(1) =1, f es continua y estrictamente creciente, existe una raiz tnica p de la
funcion f en [0, 1].

Nuestro objetivo es construir una funcién g que cumpla las condiciones del teorema y
que tenga el punto fijo p. Probar las siguientes funciones:

= g(x) =1-x%

JR— 1 .
R

= g(x) =V1—x

= g(x)

12. Teorema (de la convergencia de iteraciones sucesivas de una funcién con-
tractiva al punto fijo). Sean a,b € R, a < b, y sea g una contraccién del intervalo
[a, b]. Entonces, para cualquier nimero Xy € [a, b], la sucesién {x,}32; definida por

Xn = g(Xn_1), n>1,

converge al punto fijo de la funcién g en [a, b].
13. Ejemplo. Verificar las hipétesis del teorema para la funcion

g(x) =m+ %sen(x/Z)

en el intervalo [0, 27].

14. Corolario (cotas del error en la iteracién de punto fijo).

n

1—-k

xn —pl < k™ max{xo — a,b —x¢}, xn —pl < X1 — Xol.

15. Proposicién (condicién suficiente para la convergencia local del método
de punto fijo). Sea g € C'[a,b] y sea p € (a,b) un punto fijo de la funcién g tal que
Ig’(p)| < 1. Entonces existe un 6 > 0 tal que [p —8,p + 8] C [a,b] y g un contraccion del
intervalo [p — &,p + 8].
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16. Proposicién (condicién suficiente para la divergencia del método de punto
fijo). Sea g € C[a,b] tal que |g’(x)] > 1 para todo x € (a,b), sea p € [a,b] un punto
fijo de g y sea xo € [a,b] \ {p}. Entonces la sucesion {x,}3°; definida por x, = g(xn_1) no
converge al punto p.

17. Mostrar gréficas para los casos cuando g crece o decrece, cuando |g'| < 1 0 |g’| > 1.

18. Ejemplo. Contruya una funcién g y un intervalo [a, b] tales que g cumpla con las
condiciones del teorema sobre la convergencia del método de punto fijo y el punto fijo de
g sea la solucion positiva de la ecuacion:

x? —senx = 0.

19. Ejercicio. Lo mismo para las ecuaciones 3x* —e* =0y x — cosx = 0.

20. Tarea adicional (algoritmo babilénico como iteracién de punto fijo). Sea
A > 0 un nimero dado. Vamos a aplicar el método de punto fijo a la funciéon

g(x) :%(x+%).

» Muestre que VA es el tnico punto fijo positivo de g.

» Demuestre que g cumple con las condiciones del teorema sobre la convergencia de

punto fijo en cualquier intervalo [v/A, B] donde B > v/A.
= Muestre que HTA > /A para todo A > 0. Por lo tanto, el punto xo = ”TA se puede

usar como punto inicial.

» Muestre que la sucesion {x,}22, definida por xn11 = g(x,) para todon > 0 converge
para todo xo > 0. Indicacién: explique que pasa cuando 0 < xo < VA.
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