Convergencia acelerada,
método A? de Aitken y método de Steffensen

Objetivos. Sabemos que el método de iteracién de punto fijo converge linealmente bajo ciertas
condiciones (cuando g es bastante suave y g’(p) # 0). Resulta que en el caso de convergencia
lineal existen métodos para acelerar la convergencia. Vamos a considerar los métodos de Aitken
y de Steffensen.

Requisitos. Método de iteracion de punto fijo.

Diferencias progresivas de primer y segundo 6rdenes de una sucesion

Necesitamos unos conceptos auxiliares para esciribir en forma breve la férmula de Aitken.

1. Definicién (diferencias progresivas de primer orden). Dada la sucesion {x,}32,, la
diferencia progresiva Ax, esta definida por

(Ax)n = Xnt41 = Xn (TL > 0).

2. Definicién (diferencias progresivas de segundo orden). Dada la sucesién {x,}32,, la
diferencia progresiva de sequndo orden (A’x), se define como (A(AX))n:

(Azx)n = (AX)nJr] - (Ax)n-

Es facil ver que
(Azx)n = Xn2 — an—H + Xn.

3. Nota acerca de la notacién. En muchos libros se usa la notaciéon Ax,, o A(x,). La notacién
(Ax), es mas correcta porque el valor de (Ax), depende no sélo de un elemento x,, sino de la
sucesion entera x = {X,}°2,. Uno puede usar también la notacién Ax, pero tiene que recordar
que la prioridad del simbolo A es mayor que del indice ,,.

4. Ejemplo. Calculemos las diferencias progresivas (Ax), v (A%x), para la sucesién x, = n?.

(AX)n =Xnp1 —Xn =M+ 1) —=n? =2n+1,
(A*X)n = (AX)ni1 — (Ax)n = 2+ 1)+ 1) = 2n+1) = 2.

1
5. Ejercicio. Calcule las diferencias (Ax), y (A?X), para la sucesién x, = - (n eN).
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Método de Aitken

6. Deduccion de la férmula de Aitken. Si {x,}7°, es una sucesion linealmente convergente
al punto p y las diferencias x, —p tienen el mismo signo, entonces para valores suficientemente
grandes de n tenemos
Xni1 =P Xni2 =P
Xn—=P  Xns—P

Vamos a despejar p de esta igualdad aproximada.

2 2 2
X1 — 2PXni1 T P7 R Xni2Xn — PXng2 — PXn + P
N 2
P(Xnt2 = 2Xn g1 + Xn) R Xnp2Xn — X4,
- 2 2
p(Xn+2 - 2Xn+1 + Xn) ~ (XanJrZ - ZXanH + Xn) - (XnH - ZXanH + Xn) y

P(AM)n & X (A%X)5 — ((AX)n)".

De aqui
((Ax)n)?

P T AN,

7. Teorema sobre la convergencia del método de Aitken (sin demostracién). Supon-
gamos que {x,}°°, es una sucesién que converge linealmente al limite p y que, para todos los
valores suficientemente grandes de n, tenemos (x, — p)(xn:1 —p) > 0. Entonces, la sucesién
{Rn)o2,, definida por:

((Ax)n)?

Xn = Xn (AZX)n )

converge a p con mayor rapidez que {x,}2 en el sentido de que

>

lim n P

n—oo Xn — ‘p

=0.
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Método de Steffensen

8. Método de Steffensen. El método de Steffensen se puede considerar como una combi-
nacion del método de punto fijo y del método de Aitken. Para construir la sucesion de las
aproximaciones {x,}, en todo tercer paso se usa la férmula de Aitken, y en los deméds pasos se
aplica la férmula x,, == g(xn_1):

X0, x1 = g(xo), X2 = g(x1),
Ax)?

X3 = Xg — ((Azx))oo) Xq4 = g(Xg), X5 ‘= g(X4),
(Ax)3

X6 = X3 — (Alxi,’ X7 = g(xs), Xs = g(xe),

9. Teorema sobre la convergencia del método de Steffensen (sin demostracién).
Supongamos que x = g(x) tiene la solucién p con g’(p) # 1, y existe 6 > 0 tal que g €
C3 [p — &,p + 8]. Entonces el método de Steffensen converge cuadraticamente para cualquier
Xo € [p—é,p—i—é]

10. Ejemplo para el método de Steffensen. Para la funcién g(x) = v/x + 1y la aproxima-
cién inicial xo = 1 calcular {xn}izo usando el método de iteracién de punto fijo. Luego calcular
{xn)2_, usando el método de Steffensen. En ambos casos, calcular la diferencia [xs —x4| y com-
parar los resultados. Indicacién: hacer todos los calculos con no menos que 6 digitos decimales
después del punto flotante.

11. Tarea optativa: programar el método de Steffensen. Escribir una funcién con argu-
mentos g, x0, xtol, pmax, que realice el método de Steffensen. La funciéon tiene que regresar el
par cuya primera componente x es la tltima aproximacion al punto fijo y la segunda componente
n muestra cuantas veces se calcularon los valores de la funcion g.
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