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Sucesiones

Definicién (sucesién)

Una aplicacién se llama sucesién, si su dominio de definicion es N.
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Sucesiones

Definicién (sucesion)
Una aplicacién se llama sucesion, si su dominio de definicion es N.

Notacién

Si x: N — R es una sucesién y n € N, entonces el valor de la sucesiéon x
en el punto n se denota por x(n) 6 x,.

Toda la sucesién x también se denota por {x,}nen-
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Sucesiones

Definicién (sucesion)

Una aplicacién se llama sucesion, si su dominio de definicion es N.

Notacién

Si x: N — R es una sucesién y n € N, entonces el valor de la sucesiéon x
en el punto n se denota por x(n) 6 x,.

Toda la sucesién x también se denota por {x,}nen-

Ejemplo
Definamos la sucesiéon a: N — R por la formula

an = # (neN).

Entonces a; = —1, a =1/2, a3 = —1/3.
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Suceciones

Ejemplo

aln] = (-1)°n / n
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Suceciones

Ejemplo
aln_]
al7]

~=
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Suceciones

Ejemplo

aln] = (-1)°n / n
al7]

~=

{al1],al[2],a[3],a[4],a[5]1}
(-14-13,-1)
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Suceciones

Ejemplo
aln] = (-1)°n / n
al7]

~=

{al1],a[2],a[3],al4],al5]}
(u3-54-3)

a[Range [5]]
{~11-34-1)

Egor Maximenko (ESFM del IPN) Repaso de calculo 24 de diciembre de 2010 5/38



Suceciones

Ejemplo
aln] = (-1)°n / n
al7]

~=

{al1],al2],al3],al4],al5]}

{-L3-11-1)
a[Range [5]]

BN
Map[a, Range[5]]

13111
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Sucesiones acotadas y no acotadas

Definicién (sucesion acotada)

La sucesion a: N — R es acotada, si existe un niimero M > 0
tal que |a,| < M para todos n € N.

Ejemplos
i Cudles de las siguientes sucesiones son acotadas?

ap = (-1)", an, = /n, a, =sin(n+2)(vVn+1—+/n).
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Sucesiones acotadas y no acotadas

Ejemplo
Usando Mathematica, investiguemos, si es acotada la siguiente sucesién:

ap =sin(n+2)(vn+1—+/n).
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Sucesiones acotadas y no acotadas

Ejemplo
Usando Mathematica, investiguemos, si es acotada la siguiente sucesién:

ap =sin(n+2)(vn+1—+/n).

aln] := Sin[n+2] (Sqrt([n+1] - Sqrt([nl])
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Sucesiones acotadas y no acotadas

Ejemplo
Usando Mathematica, investiguemos, si es acotada la siguiente sucesién:

ap =sin(n+2)(vn+1—+/n).

aln] := Sin[n+2] (Sqrt([n+1] - Sqrt([nl])

a[Range[3]]
{(=1+v2)sinf3], (~v2+ v3) Sinf4], (2 - V3) Sin[5] }

v
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Sucesiones acotadas y no acotadas

Ejemplo
Usando Mathematica, investiguemos, si es acotada la siguiente sucesién:

ap =sin(n+2)(vn+1—+/n).

aln] := Sin[n+2] (Sqrt([n+1] - Sqrt([nl])

a[Range[3]]
{(=1+v2)sinf3], (~v2+ v3) Sinf4], (2 - V3) Sin[5] }

avalues = N[Abs[a[Range[10]]]]; NumberForm[avalues, 3]
{0.0585,0.241,0.257,0.066, 0.14,0.194,0.0753,0.0933,0.162, 0.0828}

v
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Sucesiones acotadas y no acotadas

Ejemplo
Usando Mathematica, investiguemos, si es acotada la siguiente sucesién:

ap =sin(n+2)(vn+1—+/n).

aln] := Sin[n+2] (Sqrt([n+1] - Sqrt([nl])

a[Range[3]]
{(=1+v2)sinf3], (~v2+ v3) Sinf4], (2 - V3) Sin[5] }

avalues = N[Abs[a[Range[10]]]]; NumberForm[avalues, 3]
{0.0585,0.241,0.257,0.066, 0.14,0.194,0.0753,0.0933,0.162, 0.0828}

Max [N [a[Abs [Range [100001]11]
0.256943

v
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Sucesiones acotadas y no acotadas

Ejemplo
Usando Mathematica, investiguemos, si es acotada la siguiente sucesién:

ap =sin(n+2)(vn+1—+/n).

aln] := Sin[n+2] (Sqrt([n+1] - Sqrt([nl])

a[Range[3]]
{(=1+v2)sinf3], (~v2+ v3) Sinf4], (2 - V3) Sin[5] }

avalues = N[Abs[a[Range[10]]]]; NumberForm[avalues, 3]
{0.0585,0.241,0.257,0.066, 0.14,0.194,0.0753,0.0933,0.162, 0.0828}

Max [N [a[Abs [Range [100001]11]
0.256943
Resumen: parece que si, la sucesién {a,}nen es acotada.

v
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Sucesiones acotadas y no acotadas

Demostremos, que la sucesidn {ap,}nen es acotada

ap =sin(n+2)(vVn+1—+/n).
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Sucesiones acotadas y no acotadas

Demostremos, que la sucesién {ap}qen es acotada:

ap =sin(n+2)(vVn+1—+/n).

Demostracion.

jan| = | sin(n+2)| - |[Vn+1— /|
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Sucesiones acotadas y no acotadas

Demostremos, que la sucesién {ap}qen es acotada:

ap =sin(n+2)(vVn+1—+/n).

Demostracion.

lan| = |sin(n+ 2)| - ‘\/n-l—l—\/ﬁ‘
<Vn+1-—+/n
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Sucesiones acotadas y no acotadas

Demostremos, que la sucesién {ap}qen es acotada:

ap =sin(n+2)(vVn+1—+/n).

Demostracion.

|an| = |sin(n + 2)| ‘\/F_\/_‘

< VATT- Vi
- (\/n—l— —ﬁ) (\/n+1+\/ﬁ)
B Vn+1++/n
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Sucesiones acotadas y no acotadas

Demostremos, que la sucesién {ap}qen es acotada:

ap =sin(n+2)(vVn+1—+/n).

Demostracion.

jan| = | sin(n+2)| - |[Vn+1— /|

<Vn+1—+/n
- (\/n—l— —ﬁ) (\/n+1+\/ﬁ)
- e
1
Y Y- -
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Sucesiones acotadas y no acotadas

Demostremos, que la sucesién {ap}qen es acotada:

ap =sin(n+2)(vVn+1—+/n).

Demostracion.

jan| = | sin(n+2)| - |[Vn+1— /|

<vn+1-+/n

- (\/n—l— —ﬁ) (\/n+1+\/ﬁ)

B Vn+1++/n

:—1 <1 O
Vn+l4+y/n =2
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Limite de una sucesidn

Definicién (limite finito de una sucesion)

Sea a = {an}nen una sucesién y b un ndmero real.

La sucesion a = {ap}nen tiene limite b (se escribe a, — b 6 I|;m ap = b)
n—oo

siparaVe >0 3N talque Yn>N |a,—b|<e.
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Limite de una sucesidn

Definicién (limite finito de una sucesion

)

Sea a = {an}nen una sucesién y b un ndmero real.
La sucesién a = {ap}nen tiene limite b (se escribe a, — b 6 lim a, = b)
n—o0

siparaVe >0 dN talque Vn>N

lan — b| < €.

Teorema

Si una sucesién tiene un limite finito, entonces esta sucesion es acotada.
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Limite de una sucesidn

Definicién (limite finito de una sucesion)

Sea a = {an}nen una sucesién y b un ndmero real.

La sucesién a = {ap}nen tiene limite b (se escribe a, — b 6 ILm ap = b)
n—oo

siparaVe >0 3N talque Yn>N |a,—b|<e.

Teorema

Si una sucesién tiene un limite finito, entonces esta sucesion es acotada.

Ejemplo

Dar ejemplo de una sucesién que es acotada pero no tiene limite:

v
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Limite de una sucesidn

Definicién (limite finito de una sucesion)

Sea a = {an}nen una sucesién y b un ndmero real.

La sucesién a = {ap}nen tiene limite b (se escribe a, — b 6 ILm ap = b)
n—oo

siparaVe >0 3N talque Yn>N |a,—b|<e.

Teorema

Si una sucesién tiene un limite finito, entonces esta sucesion es acotada.

Ejemplo

Dar ejemplo de una sucesién que es acotada pero no tiene limite:
n
ap = (-1)"

Otro ejemplo:

v
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Limite de una sucesidn

Definicién (limite finito de una sucesion)

Sea a = {an}nen una sucesién y b un ndmero real.

La sucesién a = {ap}nen tiene limite b (se escribe a, — b 6 ILm ap = b)
n—oo

siparaVe >0 3N talque Yn>N |a,—b|<e.

Teorema

Si una sucesién tiene un limite finito, entonces esta sucesion es acotada.

Ejemplo

Dar ejemplo de una sucesién que es acotada pero no tiene limite:
n
ap = (-1)"

Otro ejemplo:
ap = cos(n).
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Continuidad de una funcién
Definicidn

Sean XCR, xge X, f: X —R.
La funcién f es continua en el punto xp, si

Ve >0 36 >0 Vx € XN(x0—3d,x +9)

|f(x) — f(x0)| <e.
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Continuidad de una funcién

Definicién
Sean XCR, xge X, f: X —R.
La funciéon f es continua en el punto xp, si

Ve >0 36>0 VYxe€XN(xo—d,x0+0) |f(x) — f(x0)| < e.

Definicién
Sean X TRy f: X — R. Dicen que f es continua en X si f es continua
en todo punto xg € X.
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Continuidad de una funcién

Definicién
Sean XCR, xge X, f: X —R.
La funciéon f es continua en el punto xp, si

YVe>0 36>0 VxeXn(x—dxp+0) |f(x) — f(x0)| < e.

Definicién
Sean X TRy f: X — R. Dicen que f es continua en X si f es continua
en todo punto xg € X.

El conjunto de todas funciones continuas en X se denota por C(X).
Cuando X es un intervalo, se omiten los paréntesis: Cla, b].
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Caracterizacién de la continuidad en términos de sucesiones

Teorema
Sean X C R, xge X, f: X —=R.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

e f es continua en el punto xy;

@ para toda sucesién {x,}nen C X, si x, — Xo, entonces f(x,) — f(xo)

v
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Caracterizacién de la continuidad en términos de sucesiones

Teorema
Sean X C R, xge X, f: X —=R.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

e f es continua en el punto xy;

@ para toda sucesién {x,}nen C X, si x, — Xo, entonces f(x,) — f(xo)

v

1, x > 0;
sgn(x) =40, x=0;
-1, x<0,
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Caracterizacién de la continuidad en términos de sucesiones

Teorema
Sean X C R, xge X, f: X —=R.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

e f es continua en el punto xy;

@ para toda sucesién {x,}nen C X, si x, — Xo, entonces f(x,) — f(xo)

1, x > 0;
sgn(x) =40, x=0;
-1, x<0,
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Caracterizacién de la continuidad en términos de sucesiones

Teorema
Sean X C R, xpe X, f: X —R.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

e f es continua en el punto xy;

@ para toda sucesién {x,}nen C X, si x, — Xo, entonces f(x,) — f(xo)

v

1, x > 0; !
sgn(x) =40, x=0; N
-1, x<0, 0

La funcién sgn no es continua en el punto 0:
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Caracterizacién de la continuidad en términos de sucesiones

Teorema
Sean X C R, xpe X, f: X —R.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

e f es continua en el punto xy;

@ para toda sucesién {x,}nen C X, si x, — Xo, entonces f(x,) — f(xo)

1, x > 0; !
sgn(x) =40, x=0;
-1, x<0, 0

La funcién sgn no es continua en el punto 0:
1/n— 0, pero sgn(1/n) # sgn(0).
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Teorema de los valores extremos para funciones continuas

Teorema

Si f € Cla, b], entonces existen c1, c; € [a, b] tales que

f(c1) < f(x) < f(e) Vx € |[a, b].
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Teorema de los valores extremos para funciones continuas

Teorema

Si f € Cla, b], entonces existen c1, c; € [a, b] tales que

f(c1) < f(x) < f(e) Vx € |[a, b].

Ejemplo
20}
15-
10-
05
-20 —15 —1.0 —0.5 05 10
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Teorema de los valores extremos para funciones continuas

Teorema

Si f € Cla, b], entonces existen c1, c; € [a, b] tales que

f(c1) < f(x) < f(e) Vx € |[a, b].

Ejemplo
20}
15-
En este ejemplo
10+ Cc = -2, f(Cl) =0,
Cy = —1, f(Cz) = 2.
05
-20 71‘.5 71‘.0 7(‘).5 015 110
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Teorema de valor intermedio
Teorema

Sean f € Cla, b] y K € (f(a), f(b)).
Entonces existe c € (a, b) tal que f(c) = K.
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Teorema de valor intermedio

Teorema

Sean f € Cla, b] y K € (f(a), f(b)).
Entonces existe c € (a, b) tal que f(c) = K.

Ejemplo
14+
12}

10f

10 15 20 2.5 3.0 35 4.0
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Teorema de valor intermedio: ejemplo

Ejemplo

Mostrar que la ecuacién x cosx — 2x2 + 3x — 1 = 0 tiene al menos una
solucién en el intervalo [0.2,0.3].
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Teorema de valor intermedio: ejemplo

Ejemplo
Mostrar que la ecuacién x cosx — 2x2 + 3x — 1 = 0 tiene al menos una
solucién en el intervalo [0.2,0.3].

Solucioén.
Se sabe que |cosx| < 1, [sinx| < 1y |sinx| < |x| para todo x € R. De alli

X2

X
—1-2sin?Z >1- .
COS X Sin 5 = 5

Usando estas desigualdades, podemos estimar los valores de nuestra
funcién f(x) := x cosx — 2x? + 3x — 1 en los extremos del intervalo:

£(0.3) = 0.3-cos0.3 — 0.18 + 0.9 — 1 > 0.3(1 — 0.045) — 0.28 > 0;
£(0.2) =0.2-cos0.2 —0.08 +0.6 — 1 < 0.2 — 0.48 < 0. O

v
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Ejemplo

Teorema de valor intermedio: ejemplo

x—3%=

=0.

Determine un intervalo que contenga una solucién de la ecuacién

Egor Maximenko (ESFM del IPN)
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Teorema de valor intermedio: ejemplo

Ejemplo

Determine un intervalo que contenga una solucién de la ecuacién

x—3%=0.

Solucion.

Sea f(x) := x — 37*. Recordemos dos hechos:
@ 3" — 0 cuando t — —o0;
° 3—: — 400 cuando t — +o0.

De alli f(x) — 400 cuando x — +00, y Ja € R tal que f(a) > 0.
f(x) — —oo cuando x — —o0, por eso 3b € R tal que f(b) < 0.
Es facil hallar valores concretos de a y b:

f0)=—-3<0; f(1)=1-2=>0. 0
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Teorema de valor intermedio: tareas

Demuestre que las siguientes ecuaciones tienen al menos una solucién en
los intervalos dados:

(x—22—Inx=0, [L,2];
(x—=22—Inx=0, [e4];

2x cos(2x) — (x — 2)2 =0, 12,3];
2xcos(2x) — (x —2)2 =0,  [3,4];
x — (Inx)* =0, [4,5].

Determine intervalos que contengas soluciones a las siguientes ecuaciones:
0 4x2 — X =0
o x3—2x2—4x+3=0.
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Definicion de derivada

Definicion
Sea f una funcién definida en un intervalo que contiene a xp.
La funcién f es derivable en xq si existe y es finito el limite

f(x) = f(x0)

lim
X—>X0 X — Xo

El valor de este limite se denota por f'(xp) y se llama derivada de f en xg.
v
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Definicion de derivada

Definicion
Sea f una funcién definida en un intervalo que contiene a xp.
La funcién f es derivable en xq si existe y es finito el limite

jim 70 = 0]
X=xX0 X — X

El valor de este limite se denota por f'(xp) y se llama derivada de f en xg.
v

Definicion
La funcién f es derivable en el conjunto X
si es derivable en cada punto de X.
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Relacién entre funciones derivables y continuas

Teorema

Sean X un intervalo en R y f una funcién derivable en X.
Entonces f es continua en X.
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Relacién entre funciones derivables y continuas

Teorema

Sean X un intervalo en R y f una funcién derivable en X.
Entonces f es continua en X.

Ejemplo de una funcién continua y no derivable:
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Relacién entre funciones derivables y continuas

Teorema

Sean X un intervalo en R y f una funcién derivable en X.
Entonces f es continua en X.

Ejemplo de una funcién continua y no derivable:

Ejemplo

La funcién f(x) = |x| es continua en R,
pero no tiene derivada en el punto 0.
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Extremos de una funcién derivable

Teorema (teorema del valor extremo)

Sea f una funcién definida en (a, b)
y sea c € (a,b) un punto de extremo local de f.
Supongamos que f es derivable en xy. Entonces f'(xg) = 0.

Egor Maximenko (ESFM del IPN) Repaso de calculo 24 de diciembre de 2010 21 /38



Extremos de una funcién derivable

Teorema (teorema del valor extremo)

Sea f una funcién definida en (a, b)
y sea c € (a,b) un punto de extremo local de f.
Supongamos que f es derivable en xy. Entonces f'(xg) = 0.

Corolario

Suponga que f € Cla, b] y que f es derivable en (a, b).
Entonces f los valores maximo y minimo de f en |[a, b]
aparecen en los extremos de [a, b], o bien donde se se anula f'.
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Extremos de una funcién derivable: ejemplo
Ejemplo

Determine méx |f(x)| para f(x) = 2x cos(2x) — (x — 2)°.
<x<4
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Extremos de una funcion derivable: ejemplo
Ejemplo

Determine méx |f(x)| para f(x) = 2x cos(2x) — (x — 2).
2<x<4

Solucién (inicio)

f[x] := 2 x Cos[2 x] - (x - 2)72; Plot[flx], x, 2, 4]

25 30 35 4.0

Vemos que existe sélo un punto ¢ € (2,4) donde f'(c) =0,
y el maximo de f se alcanza en c.
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Extremos de una funcion derivable: ejemplo

Ejemplo

Determine 2r2éé<4 |f(x)| para f(x) = 2x cos(2x) — (x — 2)2.

Solucién (final).

Ya sabemos que existe sélo un punto ¢ € (2,4) donde f'(c) = 0.
Calculemos la derivada de f y la raiz de la derivada:

Df[x_] := D[f[x], x] —2(—2 + x) + 2Cos[2x] — 4xSin[2x]
Dfroots = FindRoot[Df [x] == 0, {x, 3}] {x — 3.13111}
c = ReplaceAll[x, Dfroots] 3.13111

{£[c], N[£[4]]1} {4.98143, —5.164}
Respuesta: T |f(x)| = |f(4)| ~ 5.164.
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Extremos de una funcién derivable: tareas

Determine max |f(x)| para las siguientes funciones e intervalos:
a<x<b
o f(x)=(2—-¢€e"+2x)/3, [0,1];

o f(x)=(4x—3)/(x* —2x), [0.5,1];
o f(x)=1+e 1) [1,2].
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Teoremas de Rolle y Lagrange

Teorema (Rolle)

Suponga que f € Cla, b] y que f es derivable en (a, b).
Si f(a) = f(b), entonces c € (a, b) tal que f'(c) = 0.
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Teoremas de Rolle y Lagrange

Teorema (Rolle)

Suponga que f € Cla, b] y que f es derivable en (a, b).
Si f(a) = f(b), entonces c € (a, b) tal que f'(c) = 0.

Teorema (Lagrange, teorema de valor medio)

Suponga que f € Cla, b] y f es derivable en (a, b).
Entonces 3c € (a, b) tal que
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Teorema de Rolle: ejemplo

Ejemplo

Demuestre que f'(x) se anula al menos una vez en el intervalo [—1, 3]:

f(x) = (x —2)sinxIn(x + 2).
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Teorema de Rolle: ejemplo

Ejemplo

Demuestre que f'(x) se anula al menos una vez en el intervalo [—1, 3]:

f(x) = (x —2)sinxIn(x + 2).

Solucién.

Es facil encontrar dos puntos en [—1, 3] donde f se anula:

f(-1) = —-3-sin(—-1)-0=0;
f(2)=0-sin2-In4=0.

Por el teorema de Rolle, 3c € (—1,2) C [-1, 3] tal que f'(c) = 0. O
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Teorema de Rolle: tareas

Demuestre que f’(x) se anula al menos una vez en los intervalos dados:
° f(x)zl—ex—l—(e—l)sinz, [0,1];
e f(x)=(x—1)tanx + xsin7x, [0, 1];
o f(x)=xsinmx — (x —2)Inx, [1,2].
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Teorema generalizado de Rolle

Teorema

Sea f una funcién n veces derivable en (a, b).

Supongamos que f se anula en los n+ 1 nimeros distintos.
Entonces 3c € (a, b) tal que f(")(c) = 0.
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Clases C*k

Definicién (clase C1)

La funcién f pertenece a la clase C![a, b],
si f es derivable en [a, b] y f' € Cla, b].

Egor Maximenko (ESFM del IPN)
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Clases Ck

Definicién (clase C1)

La funcién f pertenece a la clase C'[a, b],
si f es derivable en [a, b] y f' € Cla, b].

Definicién (clase C¥)

La funcién f pertenece a la clase C*[a, b],
si f es derivable en [a,b] y f' € CK71[a, b].
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Clases Ck

Definicién (clase C1)

La funcién f pertenece a la clase C'[a, b],
si f es derivable en [a, b] y f' € Cla, b].

Definicién (clase C¥)

La funcién f pertenece a la clase C*[a, b],
si f es derivable en [a,b] y f' € CK71[a, b].

Observacion
fe CKla,b] < f es k veces derivable en [a, b] y f(K) € C[a, b].
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Condicion de Lipschitz

Definicién
La funcién f satisface una condicién de Lipschitz en el intervalo [a, b], si
existe un nimero L > 0 (coeficiente de Lipschitz o constante de Lipschitz)

tal que
If(x1) — F(x)| < Llx1 — xo Vx1, x2 € [a, b].
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Condicion de Lipschitz

Definicién
La funcién f satisface una condicién de Lipschitz en el intervalo [a, b], si
existe un nimero L > 0 (coeficiente de Lipschitz o constante de Lipschitz)

tal que
If(x1) — F(x)| < Llx1 — xo Vx1, x2 € [a, b].

Tarea
Mostrar que si f satisface una condicién de Lipschitz en un intervalo [a, b],
entonces f € Cla, b].

o

Egor Maximenko (ESFM del IPN) Repaso de calculo 24 de diciembre de 2010 30/ 38



Condicion de Lipschitz

Definicién
La funcién f satisface una condicién de Lipschitz en el intervalo [a, b], si
existe un nimero L > 0 (coeficiente de Lipschitz o constante de Lipschitz)
tal que

If(x1) — F(x)| < Llx1 — xo Vxi, X2 € [a, b].

Tarea

Mostrar que si f satisface una condicién de Lipschitz en un intervalo [a, b],
entonces f € Cla, b].

o

Tarea

Mostrar que si f € C'[a, b], entonces f satisface una condicién de
Lipschitz.
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Contenido

@ Polinomios de Taylor
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Teorema de Taylor

Definicién (n-ésimo polinomio de Taylor)

Suponga que f € C"[a, b] y xo € [a, b].
El n-ésimo polinomio de Taylor para f en torno a xg es

n o flk)(x
Pn(x) = Z fk—(!o)(x = xo)k.

k=0
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Teorema de Taylor

Definicién (n-ésimo polinomio de Taylor)
Suponga que f € C"[a, b] y xo € [a, b].
El n-ésimo polinomio de Taylor para f en torno a xg es

= K
Ejemplo

Series[Sin[x], {x, 0, 3}] x -2 4 Ox]*
P3[x.] := Normal[%]; P3[x] x -
Series[Sin[x], {x, 0, 4}] x — £ 4 O[x]°
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Polinomios de Taylor

P3expr = Normal[Series[Sin[x], {x, 0, 3}]]

x3

X _—
6
P3 := Function[x, Evaluate[P3expr]] (convertir a una funcién)

Plot[{P3[x], Sin[x]}, {x, -4, 4}]
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Férmula de Taylor

Teorema (de Taylor)

Suponga que f € C"[a, b], que f("t1) existe en [a, b] y xo € [a, b].
Para cada x € [a, b, existe un nimero &(x) entre xp y x tal que

f(x) = Pn(x) + Ra(x),

donde el error de truncamiento R,(x) se puede escribir como

R = FAEC)

(n n 1)! (X — xO)n+1.
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Aproximacion por los polinomios de Taylor

Ejemplo
Determine el tercer y el cuarto polinomio de Taylor para f(x) = sinx en
torno a xp = 0, y use estos polinomios para aproximar sin(0.1).
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Aproximacion por los polinomios de Taylor

Ejemplo

Determine el tercer y el cuarto polinomio de Taylor para f(x) = sinx en
torno a xp = 0, y use estos polinomios para aproximar sin(0.1).

Solucién para n =3

n=3:
, x3  x*sin&(x)
sm(x) = X — E + T,
.001 . 1
sin(0.1) = 0.1 — % Sl 0 gio = 0.0998333 £ 0.0000042;
ER <4.2.107°.
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Aproximacion por los polinomios de Taylor

Continuacién del ejemplo, solucién para n = 4
3 5
sin(x) = x — % g XE8SX) szog(x);
.001 . 1
sin(0.1) = 0.1 — 0 (()30 + 0 22%0 = 0.099833333 4+ 0.000000083;
ER<83-107".
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Aproximacion por los polinomios de Taylor

Continuacién del ejemplo, solucién para n = 4

3 5
sin(x) = x — % p XSS szof(X);
0.001  0.00001
sin(0.1) = 0.1 — ¢ + e 0.099833333 + 0.000000083:
ER<83-107".

Resumen
Paran=3, ER<4.2-107%; paran=4, ER<8.3. 107,

Aunque el polinomio de Taylor es el mismo para n=3y n =4,
para n = 4 recibimos una cota mas exacta para el error de truncamiento.
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Un poco de moraleja: aproximacion y precisién

El andlisis numérico tiene dos objetivos:
i) encontrar una aproximacion;

ii) determinar la precisién de la aproximacién.
En el ejemplo anterior, las férmulas de Taylor para n=3y n=4

dan la misma aproximacién, pero la férmula para n = 4 es mas informativa,
porque da una cota mas exacta del error de truncamiento.
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Aproximacion por los polinomios de Taylor: tarea

@ Para f(x) =x3y x9 =0,
determine el segundo polinomio de Taylor P>(x) en torno a xp;
halle una cota para el error de truncamiento R»(0.5),
calcule el error real como f(0.5) — P»(0.5).

o Repita el ejercicio anterior para f(x) = x3y xp = 1;
calcule una cota para el error y el error real en x = 1.5.

@ Obtenga el tercer polinomio de Taylor P3(x)

para f(x) = /14 x en torno a xp;
aproxime 1/0.75 y v/1.25 usando P3(x)

y calcule los errores reales.
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