Numero de operaciones en la eliminaciéon de GGauss

Objetivos. Calcular el niimero de las operaciones en algunos algoritmos de algebra lineal,
incluso la eliminacion gaussiana y solucién de un sistema triangular de ecuaciones lineales.

Requisitos. Eliminacién gaussiana, solucién de un sistema triangular de ecuaciones li-
neales, producto de matrices triangulares.

1. Férmulas utiles.

n n +1) = n+1(2n+1)
Yi=n Y k= nn+1) Y= 6“ .

k=1 k=1 k=1

2. Cambio de variable en una suma. En general, si ¢: A — B es una biyeccion y
f: B — R es una funcién (cuyos valores estamos sumando), entonces

> flp) =) fle(q)
peEB qeA

Por ejemplo, consideremos la suma

in—H—
p=1

Aqui B ={1,...,n}, f(p) = n—p. Es cémodo hacer el cambio de variable p =n+1—q,
correspondiente a la biyeccion @(q) = n+1—q. Despejando g de la igualdad p =n+1—q
obtenemos q = n+ 1 — p, esto es, la funcién inversa de @ acttia por la regla @' (p) =
n+ 1 —p. Es facil ver que cuando p corre de 1 a n, la variable g =n+1—p corre de n
a 1 en el orden descendiente. Por eso

A={Mnn— S1={1,...,n}L

Ya todo esta preparado para hacer el cambio de variable y calcular la suma:

p=1

En ver de hacer razonamientos tan detallados, indicando las funciones y los conjuntos, es
suficiente pensar de la siguiente manera:

=n+1-7p;

n o n(n—l—])
ZTL+1— = p= 1, 2, sy =1y :Zq: 2 )
p=1 q= n, n—1, ..., 2, 1 =1
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3. Pseudocddigo del algoritmo SolveUT.

Entrada: matriz cuadrada U, vector b;
U debe ser triangular superior con entradas diagonales no nulas.
n := orden de la matriz U;

x := vector nulo de longitud n;
Para i :=n, ..., 1:
s := b[i];
Para j =1+ 1, ..., n:
s :=s - Uli, jl * x[j];
x[i] := s / U[i, il;
Salida: x.

4. Analisis de algunos pasos del algoritmo.

. Cuantas divisiones se hacen en cada iteracion del ciclo?

» ;Cudntas multiplicaciones se hacen en la primera iteraciéon (i =n)?

» ;Cudntas multiplicaciones se hacen en la segunda iteraciéon (i =n —1)7?
» ; Cuantas multiplicaciones se hacen en la i-ésima iteracién?

» ;Cudntas sustracciones se hacen en la primera iteracién (i =n)?

» ;Cudntas sustracciones se hacen en la segunda iteraciéon (i=n—1)7?

» ; Cuéntas sustracciones se hacen en la i-ésima iteracion?

5. Numero de operaciones aritméticas en el algoritmo SolveUT. En cada iteracion
i tenemos N — 1+ 1 multiplicaciones y divisiones. En total,

n q:n—l—]—l, n nz
. . +n

i=1 qg=n, n—1, ..., 2, 1

En cada iteracion i, tenemos n — i adiciones y sustracciones. En total,

6. Pseudocddigo del algoritmo Reducel.
Se considera el caso cuando la matriz original es de tamano n x (n+1).
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Entrada: matriz A de tamafio n por n+i;

B := una copia de A;
Para k =1, ..., n-1:
// usamos B[k, k] como pivote
Para i :=k + 1, ..., n:
mu := - B[i, k] / Blk, kl;
B[i, k] := 0;
Para j :=k +1, ..., n+ 1:

B[i, j] := B[i, j] + mu * B[k, jl;
Salida: B.

7. Niimero de operaciones aritméticas en el algoritmo Reducel. En cada iteracion
del ciclo sobre 1 tenemos n — k + 2 multiplicaciones y divisiones. En la k-ésima iteracién
del ciclo sobre k el nimero de multiplicaciones y divisiones es

Mm—k)(n—k+2).

En total, el nimero de las operaciones de multiplicacién y division es

n-1 q=n-—Kk; n—1
—Kn—-k+2)=| k= 1, 2, ..., n=1 |=> q(q+2)
k=1 g= n—1, n—-2, ..., 1 q=1
_ m2n—2+1) _(mn—1)n
—Zq +ZZq— c +2 3
:n(n—1)(2n—1)+n(n_]):(n—1)n(2n—1+6)
6 6
~ (n—=Tn(2n+5)
= c .

Notese que el término principal del polinomio es

n3
3
En cada iteracién del ciclo sobre i tenemos n — k + 1 sumas y restas. En la k-ésima
iteracién del ciclo sobre k el nimero de sumas y restas es

Mm—kK)n—k+1) =n*—2nk+k*+n—k.

En total, el nimero de sumas y restas es

.
(n? —2nk+ kK 4+n—k) =
1

=
w

w|3
|
w3

~
Il
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8. Ejercicio. Calcular el nimero de multiplicaciones y divisiones en el algoritmo de
multiplicaciéon de dos matrices triangulares superiores.

9. Ejercicio. Calcular el nimero de multiplicaciones y divisiones en el algoritmo de
solucion de una sistema tridiagonal de ecuaciones lineales.

10. Ejercicio. Calcular el nimero de multiplicaciones y divisiones en el algoritmo de
Gauss-Jordan (cuando la matriz del sistema se reduce a la matriz identidad).
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