Propiedades de las matrices de Toeplitz
tridiagonales con entradas —1,2, —1

Agradezco a Gabino Sénchez Arzate por estudiar juntos los temas presentados en estos
apuntes.

1. La matriz de Toeplitz tridiagonal asociada al problema de Laplace—Dirichlet.

2 -1 0 0 0

-1 2 -1 0 0

Ts = o -1 2 -1 0
o 0 -1 2 -1

o 0 o0 -1 2

Formalmente, si j,k € {1,...,n},
2, =K
(Tjx =< =1, li—k =T
O) |) - k| 2 2

2. Proposicién (la inversa de la matriz de Toeplitz tridiagonal asociada al
problema de Laplace—Dirichlet).

7

kn+1—j) -
n+] )] ]— ]
(T = (1)
j 1—k
I ke
\

Demostracion. Denotemos por B, a la matriz cuya entrada (j, k) esta definida por el lado
derecho de (1). Si p €{2,...,n— 1}, entonces

n

(Tan)p,q = Z(Tn)p,k(Bn)p,q = _(Bn)pth + Z(Bn)p,q - (Bn)p+1,q° (2>
k=1

En el caso p =1 tenemos

(Tan)Lq - Z(Bn)1,q - (Bn)z,q - - (Bn)O,q +2(Bn)1,q - (Bn)Z,m
0
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y en el caso p = n tenemos

(Tan)n,q = _(Bn)nth + Z(Bn)n,q - _(Bn)nfl,q + Z(Bn)n,q - (Bn)nJr],q)
0
asi que la férmula (2) sigue siendo vélida para p =1 y para p =n.
Primero supongamos que p > ¢. Entonces todas las tres entradas de B,, que participan
en (2) corresponden al primer caso de la férmula (1). Luego en este caso
qm+1—p+1) 2qn+1—-p) qn+1—-p—1)

TuBn)pq = — — =0.
( Jna n+1 + n+1 n+1

Ahora supongamos que p = . Entonces

(Tan)p,p - (Bn)p—Lp +2(Bn)p,p - (Bn)p—H,p
p=1n+1-p) 2Zpn+1—-p) pn+1-—p—1)
n+1 n+1 n+1
n—p+1+2p—p)+p-1-2pp-1)+p* n+1

n+1 T n+1

1.

Sip =1, entonces
(Tan)p,q = Z(Bn)hq - (Bn)l,q
El caso p < ( es similar al caso p > q. O

1

3. Corolario (sobre la norma de la matriz T asociada a la norma-maximo

vectorial). ,
T2 e <
Demostracion. Se sabe que
n
HT;]Hmatr,oo = Imax (T;])i»k'

1<j<n

Counsideremos la suma interior:

k=1 k=1 k=
n+l—jg i
=— k+—— 1—k
n+1 Z +n+1 . (n+ )
=1 k=j+1
_ 19641 im =i 1—5) _jm+1—j)
2(n+1) 2(n+1) 2 '
La ultima expresion se puede acotar asi:
. . o . oa\?2 a? _ad
— = — — = — _ — —<—.
jla=j)=—=("—dj) (J 2) to <7 O
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4. La matriz de la Transformada Discreta de Seno.
2 n
Sn::\/—1 [sen&ﬂ]] .

n+ n+ =T

Es obvio que S,, es real y simétrica. Ademas, se puede demostrar que S, tiene propiedad
involutiva: $2 = I,,. Por lo tanto, S, es una matriz ortogonal. En este curso no utilizamos
esta propiedad.

5. Dos férmulas trigonométricas (repaso).

oc+[3C x—

sen & + sen 3 = 2sen 5 COS——, (3)
o 2
1 —cosoe=2 <sen E) . (4)

6. Proposicién (los valores y vectores propios de la matriz tridiagonal de Toe-
plitz con las entradas —1,2, —1).

Tnsn - Sn diag(/\n)>

donde

2
_ n _ qm
An = P‘n»q}q:v Ang =4 (sen It 1)) .

En otras palabras, las columnas de la matriz S, son vectores propios de T,, y los valores
propios correspondientes son An 1y ..., Ann.

Demostracion. Sea q € {1,...,n}. Denotemos por v a la g-ésima columna de S, sin el
coeficiente 1/2/(n+1):
n
s
v= [sen P ]
n+1 -
Tenemos por demostrar que T,v = A, qv. Definimos vo = 0 y vy = 0. Esta definicién

estd en concordancia con la férmula sen ﬁ—%‘ Calculemos la p-ésima entrada del producto
Spv:

T —1)qm + 1)qm
(Tav)p = —Vp—1 + 2V, —Vp 1 = 2sen % — sen % — sen (pnT)lq

aplicamos la férmula (3), luego (4)

2
_ pqm _ qm_\ _ qrm Pqm™ _
_Zsen—n+] (1 COSn+1) 4(sen—2(n+])> senn_i_1 AngVp-

Hemos demostrado que T,v = A, qv. El vector v, salvo un factor, fue la columna general
de la matriz S,. Por lo tanto, T,,S,, = S, diag(A.,.). O
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7. Corolario (una cota superior de la norma de la inversa de la matriz tridia-
gonal de Toeplitz con entradas —1,2, —1).

1 2
T ez < 2 E T

Demostracion. Se sabe que ||T.!|| = 7\;’1] y que

senx > 72—tx (x € [0,7).

2
- 1 72n+1)\> (n+1)?
1 < < _ = —
T lmaer2 < (28611 L ) - (4 T ) 4 =

2(n+1)

Por eso
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