Programacion: soluciéon exacta
de la ecuacién de calor sobre un intervalo
con una condicién inicial trigonométrica

Objetivos. Programar el calculo de una funcién de dos argumentos que satisface la
ecuacién de calor en el intervalo [0,1] con una condicién inicial trigonométrica. Luego
podremos usar este ejemplo para comprobar varios métodos numéricos.

1. Solucién exacta de la ecuacién de calor con una condicién inicial trigo-

nométrica (sin deduccién). Sea q un pardmetro entero positivo. Entonces la funcién
—qu[zt

u(x,t) =sen(qmx)e (1)

satisface la ecuacion
(Dzu) (X» t) = (D%u) (X) t)

con las condiciones de frontera u(0,t) = u(1,t) =0 y la condicién inicial
u(x,0) = sen(qmx). (2)

Por ejemplo, si ¢ = 5 y t = 0.005, entonces eI 0.291, y la solucion se ve de la
siguiente manera (la linea gris corresponde al tiempo cero):
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2. Ejercicio (comprobacién de la férmula). Sea q un pardmetro entero positivo.
Mostrar que la funcién

u(x,t) = sen(qrmx) e 4
satisface la ecuacién (Dyu)(x,t) = (D?u)(x,t) con las condiciones de frontera u(0,t) =
u(1,t) = 0y con la condicién inicial u(x,0) = sen(q7mx). Recordemos férmulas elementales
para las derivadas (respecto a una variable independiente v):

(sen(5v))" = , (cos(5v))" = )
(sen(5v))" = , (™) =
Caleulemos la derivada de u respecto al tiempo:
(Dyuw)(x, t) = sen(qmx)( ) :
N —

&???
Calculemos la segunda derivada de u respecto al argumento espacial:

(D3u)(x,t) = sen(qmx) e 4L,

Ademas, en los puntos x =0 y x = 1 la funcién u toma el valor ,
y en el tiempo inicial t = 0 la funcién u se simplifica a

u(x,0) =

3. Programacion de la funcién. La férmula (1) es tan simple que se puede programar
en una linea. Por ejemplo, para q =5,

utrig = @(x, t) sin(5 * pi * x) * exp(?777);

También programemos la funcién de la condicion inicial, con q = 5:
ftrig = @(x) sin(?777);

Mostemos las gréficas de u (en el tiempo t = 0.004) y f:

xg = linspace(0, 1, 301);
plot(xg, ftrig(xg), ’k’, xg, utrig(xg, 0.004), ’*’);

Se recomienda mostrar la grafica de u con varios valores de q y t y entender qué se cambia
en la grafica cuando cambiamos q y t.
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