Programacion: splines basicos

Objetivos. Programar el calculo de B-splines de cualquier grado.

Requisitos. Funcidn lineal (afin), férmula recursiva para B-splines.

1. Numeracién de los nodos y de los puntos donde queremos evaluar los B-
splines. Vamos a suponer que t es el vector de los nodos:

t=[ty,...,ta]", <t <...<ty,
y u es el vector de los puntos en los cuales queremos evaluar las funciones:

u:[uh...,um]T.

Repaso de las féormulas

2. B-splines de grado 0 (ejemplo). Para un sistema de cinco nodos ti, ty, t3, ts, t5, hay
cuatro splines béasicos de grado 0:

Bo,1y Bo2y, Bogy Boga.

En particular, By, es la funcién caracteristica del intervalo [ , )
Muestre su grafica:

] ] ] ] ]
T T T ‘ T T

b ts

Ademas, By, es la diferencia de dos funciones caracteristicas:
de la funcién caracteristica del rayo [ , —l—oo)

hay que restar la funcién caracteristica del rayo [ , —I—oo).

3. Férmula para B-splines de grado 0 (repaso). Consideremos un sistema de n
nodos: ty,...,t,, t) < ... < t,. Paracada k € {1,..., I3

1, ue ;
Box(w) =< | ’ )
0, en otro caso.

La funcién By se puede escribir como la diferencia de dos funciones caracteristicas:
de la funcién caracteristica del rayo [ + oo)

se resta la funcién caracteristica del rayo [ + oo).
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4. Ejemplo. Supongamos que

o [e] ]
t 4 s 3
3 Ug 3.5
Notemos que By es la funcién caracteristica del intervalo [ , ),
y Bo,, es la funcién caracteristica del intervalo [ , )
Calculemos sus valores en los puntos uy, ..., us:
Bo,(w) 1 Bo2(uw)
Bo,1(u) Bo2(u)
Boi(u) = = ; Boa(u) = =
Bo,1(us) Bo2(us)
Bo.1(u4) 0 Bo2(u4)

5. Calculo de los splines basicos usando operaciones matriciales. Con los datos del
ejercicio anterior formemos dos matrices, repitiendo las entradas de t y u de la siguiente
manera:

Uy Uy t 1%
U
)
us3
Uy t

Escribimos lo mismo con nimeros dados y comparamos las matrices entrada por entrada
(escribimos verdadero como 1, falso como 0):

~2 -2 3 1
1 1 —2 4 1 0

IV
I

Denotemos la matriz obtenida por C y restamos sus columnas consecutivas de la siguiente
manera:

C*] _C*,ZZ ) C*Z_C*)3 =

) )

Compare las respuestas obtenidas con las respuestas del Ejercicio 4.
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6. Calculo de los splines basicos usando operaciones matriciales en el lenguaje
Matlab. Ejecute los siguiente comandos en Matlab o en GNU Octave para recordar el
sentido de las funciones repmat y diff:

v = [1.41; 2.72; 3.14]
repmat(v, 1, 5)
repmat(v’, 3, 1)

A = floor(10 * rand(5, 3))
diff(A, 1, 1)

diff(A, 1, 2)

Complete los siguiente comandos para repetir los calculos del Ejercicio 5:

t [-2; 3; 4]

u [-2; 1; 3; 3.5]

uext = repmat(u, 7?77, ?77)
text = repmat(t’, 777, 777)
C = uext >= text

- diff(c, 1, 777)

7. Ejemplos de cocientes. Los siguientes dibujos muestran algunos cocientes. Determine
en qué puntos estos cocientes toman los valores 0 y 1:

]/ qi3(t3) =0
s ' ' -~ ' ' q1,3( ) =1
th 6 t3 ty  ts
1 qz,1( ) =0
21 /
> . + + + + et 1
4 t3 t,  ts Gl )
]/ q2’3( ) =0
q2)3 + + + + q2,3( ) = ]
t 1%} t3 s ts
1 q31( )=0
43, ] — il ) =1
t] tz t3 Jt4 tS
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8. Férmula general para los cocientes (repaso). Generalizando los ejemplos del
ejercicio anterior, vemos que

qpak( ) =0, qp»k( ) =1

La funcién qpx es un polinomio de grado 1y se determina de manera tinica por sus valores
en dos puntos.

u_

qp,k(u) - . (1)

9. Célculo de los cocientes con operaciones matriciales (n =5, p =2, m =4).
Supongamos que n =5, p = 2, y m = 4. Tenemos que calcular los valores de los cocientes
421, 922, g2, en los puntos uj, Uy, usz,uy. Escribimos la férmula (1) para estos casos

particulares (p = ,1<k<5— ):

u — u — u —

Qi) =——— q)=—"""""—  duu)=

Sustituimos los puntos uy, uy, usz, uy en lugar de w:

Az (W) qaa(w) gaz(w)
qz1(w2) qz2(u2) qo3(wz) |
qzi(us) qaa(us) qp3(us) B
q2(ws)  qo2(ws) qo3(us)

Vamos a calcular aparte los numeradores y los denominadores, luego podremos calcular
los cocientes usando la division por componentes:

Q = Qnumer ./ Qdenom;
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10. Los numeradores de los cocientes (n =5, p =2, m =4). Continuamos el Ejer-
cicio 9. Escribimos la matriz de los numeradores y la representamos como cierta diferencia
de dos matrices:

—U1—t1 u —t w — 13 ] [ ] [ ]
w —t

U3—t1 - B

us —t

Las ultimas matrices se obtienen al repetir el mismo renglén o la misma columna. Usamos
el convenio que los vectores t y u estan dados como columnas. Si queremos escribir
un vector como renglén, entonces tenemos que transponerlo. Escribimos los comandos
correspondientes en el lenguaje Matlab:

tfirst = t(1 : 3);
Qnumer = repmat(u, 7?77, 7?7?) - repmat(tfirst’, 777, 777);

11. Los denominadores de los cocientes (n =5, p =2, m =4). Ahora ponemos
nuestra atencion a los denominadores de la matriz que surgié en el Ejercicio 9. Escribimos
la matriz de los denominadores:

Se ve que se repite varias veces la misma

fila/columna
La escribimos aparte como un vector-columna y descomponemos en la diferencia de dos

columnas:

tdif = — = -

Las ultimas columnas son ciertos fragmentos del vector original t.
Escribimos comandos que construyen la matriz (2):

tfirst = t (7?7 : ?77);

tlast = t(??? : ?77);

tdif = ?7? - 7?77,

Qdenom = repmat(tdif’, 777, 777);
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12. Matriz de los cocientes, con n, p, m generales. Ahora regresamos a la situacion
general:

t W
t=1] 1, u= : , I1<p<n-—2
th U
Las funciones g, se definen para cada k € {1,..., 1.

Recordamos la definicién de estas funciones:

u JR—
qp,k(u) = . (3>
Formamos la matriz de los valores de estas funciones en los puntos uy, ..., Wy:
Apr (1) th=h
RIS P EE—
P tp—H -t

Vamos a calcular por separado la matriz de los numeradores Qnumer y luego la matriz de
los denominadores Qdenom, entonces la matriz Q se podra calcular con el comando

Q = Qnumer 7?77 (denom;

13. Matriz de los numeradores, con n, p, m generales. Escribimos aparte la matriz
de los numeradores Qnumer y la representamos como la diferencia de ciertas dos matrices:

u —t e W e t
Qnumer = e = . _
Una de estas matrices se obtiene al repetir veces la columna u,
y la otra se obtiene al repetir veces un fragmento del vector t, escrito como
renglon:
tfirst = t(?77 : ?777);
Qnumer = repmat(u, 7?77, ??7?) - repmat(tfirst’, 777, 777);
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14. Matriz de los denominadores, con n,p, m generales. Escribimos aparte la
matriz de los denominadores Qdenom:

tpH —t

Qdenom -

Se ve que todos los renglones de esta matriz son iguales entre si. Escribimos este vector
repetido como una columna y la descomponemos en la diferencia de dos columnas:

1 —t ot Y

El codigo correspondiente:

tfirst = t(??7 : ?777);
tlast = t(?7?7 : ?77);
tdif = 777 - ?777;

Qdenom = repmat(tdif’, 777, 777);

15. Férmula recursiva de Cox—de Boor (ejemplo). En la notacién que utilizamos,
Box(uw) = qax(u) Byx(u) + (1 — gpis1 (1)) By (u).

El subindice k corre de 1 a n — 3, por eso k+ 1 corre de a

16. Férmula recursiva de Cox—de Boor (repaso).

Bp,k(u) - qp,k(u) + (1 — Jp,k+1 (u)) . (4)
El subindice k en la férmula (4) corre de a :
por eso k + 1 corre de a

17. Férmula recursiva de Cox—de Boor en términos de los productos. Pongamos
Ppx(u) = qp(w) By (u).

Entonces la formula (4) se puede escribir ast:

Bp,k(u) = +Bp—1,k+1 (u) — . (5)

~~ ~~

AAAAAAAAAAAAAA
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18. Un truco para dividir entre cero.

a=[3
b= [-
ind =
c = ze
c(ind)

[P |

; 45 55 6; 715
2; -1; 0; 1; 2];
abs(b) > 1.0E-12;
ros(5, 1);

= a(ind) ./ b(ind);

19. Calculo de B-splines del grado dado d.

functi
m
C
Vv
for

end
end

20. Pr

functi
t:
u
'
plo

end

on [V] = bsplines(t, u, d),
length(u); n = length(t);

repmat (7?7, 7?77, 777) >= repmat(?7?7, 7?77, 777);

- diff(C, 1, 777);

p=1:4d,
tfirst = 777,
tlast = 777;
tdif = 777,

Qnumer = 777,

Qdenom = 777,

Q = zeros(??7?, 777);

ind = abs(Qdenom) > 1.0E-12;

Q(ind) = Qnumer(ind) ./ Qdenom(ind);
P=Q .xV,
V="P(, 1:7???2) +V(, 2 : 7?77) - P(

ueba.

on [] = testsplines(),
[-2; 1; 2; 5; 6; 7; 9];
linspace(min(t), max(t), 50);
bsplines(t, u, 3);
t(u, V, ’%°);
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