Teorema de estabilidad de la solucion
del problema de Cauchy

Objetivos. Demostrar el teorema sobre la estabilidad de la solucion del problema de
Cauchy, para el caso de una franja.

1. Teorema (estabilidad respecto al valor inicial). Sean A un intervalo finito en R,
f: A x R — R una funcién continua y acotada, tal que existe un K > 0 con

If(t,vq) — f(t,v2)| < Klvy — v, (te A, vi,v; € R).
Sean tg € A y xo € R. Denotemos por x: A — R a la solucién del problema
x'(t) =f(t,x(t)),  x(to) =xq,
y sea y: A — R una funcién derivable tal que
y'(t) = f(t,y(t).
Entonces para cada t en A
[y(t) —x(t)] < hy(to) — x(to)|eX 0. (1)

Demostracion. Pasamos del problema de Cauchy a la ecuacion integral:
t

t
(1) = x(to) + | fls,x(s)) ds, y(6) =ylta) + | Fls,y(s) s
to to
Denotemos la funcién [y — x| por w y el nimero [y(tg) — x(to)| por ¢. Entonces
t

u(t) <c+ J(f(&y(S)) —f(s,x(s))) ds| <c+ J If(s,y(s)) —f(s,x(s))l ds.
to conv{tg,t}

Aplicamos la condicién de Lipschitz:

u(t) <c+ J Ku(s) ds.
conv{ty,t}

Aplicamos la desigualdad de Gronwall:

u(t) < cexp J Kds | = ceMttl,
conv{ty,t}
Hemos obtenido (1). O
2. Corolario: unicidad de solucién. Del teorema demostrado se sigue la unicidad de

solucién: si existe una solucién, entonces es unica. En efecto, si x(ty) = y(to), entonces
por (1) para cada t en A tenemos [y(t) —x(t)] < 0.

Estabilidad de la solucién del problema de Cauchy, pagina 1 de 1



