Disigualdad discreta de Gronwall

Objetivos. Demostrar la desigualdad discreta de Gronwall.

1. Férmula recursiva para productos. Sea (by)3’, una sucesion de nimeros. Para
cada j en Ny denotemos por d; al producto

j
dj =] (1 +bu).

k=0

Entonces para cada j en Ny

j
dj=1+) bidi 1.

k=0
Demostracion. Notamos que d_; = 1 y que la dltima férmula es valida para j = 0.
Verifiquemos el paso de induccién.
j+1 j
1+ Zbkdk—l =1+ Zbkdk—1 +bj1dj = dj + bjidy = dj(1 +bjq) =dj. O
k=0 k=0

2. Proposicién (desigualdad discreta de Gronwall). Sea ¢ > 0 y sean (ax)2, ¥
(by)g2, sucesiones en [0,+00) tales que

j—1

a; §c+Zakbk (]GNo)
k=0

Entonces O O
- -

Q; SCHU +by) < cexp (Zbk> (j € No).
k=0 k=0

Demostracion. Denotemos HL:O by por dj y demostremos por induccion la desigualdad
Q; S Cdj_1.
La base es obvia (ay < c¢). Verifiquemos el paso de induccién:

) j j
aj4+1 <c+ Z akbk <c+ ZCqubk =C (1 + Z dk1bk> = Cdj.

k=0 k=0 k=0

Finalmente, de la desigualdad elemental 1+ x < e* (x > 0) obtenemos

j—1 j—1
H(] +by) <exp (Z bk) . O
k=0

k=0

Disigualdad discreta de Gronwall, péagina 1 de 1



