Propiedades de B-splines

Objetivos. Definir el concepto de B-spline y demostrar sus propiedades principales.

1. Definicién. Sean t;,...,t, algunos nimeros reales tales que
H <<t
Definimos las funciones Bo1,...,Bon_1: [t1, tn] = R,
1, telt,ta)
Boj(t) =4 5 t41)
0, t¢ I[tjt).
Para cada p € {1,...,n — 1} definimos B,1,...,Bpnp_1: [t1,tn] — R, mediante la si-
guiente féormula recursiva (Cox-de Boor):
t - t t'+ +1 — t
Bpi(t) = ———Bp(t) + ————— Bpq(t). (1)
Hip— 4 Ygp+1 =t

2. Férmula recursiva usando el cociente (p ;. Denotemos por ¢y ; al cociente
t—1
j
qpvj (t) = *
tp — 4
Entonces la férmula (1) se puede escribir como

Bp,j(t) = qp,j(t)Bp—Lj(t) + (1 - qp,j—H (t))Bp—l,j—H (t) (2)

3. Teorema (particién de la unidad). Para cada p y cada t en [t,,1, th ),

n—p—1

By,(t) (3)

j=1

Demostracion. Base de induccién: p = 0. En este caso la féormula es obvia:

Lo

Paso de induccion. Suponemos que la formula es correcta para p — 1: para cada t €

[tp) tn7p+1 )7
n—p
Z Bp—],j(t) =1 (4)
j=1

—1

3

t),tj+1) - [tO) tn)'

||
T I\/]
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Supongamos t € [t,1,th—p) ¥ demostremos (3). Por la férmula recursiva (2),

n—1 n—p—1 n—p—1

By;(t) = Ap,i(t)Bp—15(t) + Z (T = gp,j+1(t))Bp-1j41(1).
j=1 =1 j=1

En la dltima suma hagamos el cambio de variable k = j + 1, luego denotamos la variable
nueva otra vez como j:

n—1 n—p—1

n—p
Bp;(t) = Gp,i (1) Bp15(t) + Z (1= dp,i(t))Bp15(t). (5)
j=2

=1 =1

Como t < tn—p ¥ Bp_1n—p puede tomar valores no nulos solamente en [t , t,), obtenemos
Bpfl,nfp( ) =0 y
qp,n—p(t)Bp—l,n—p (t) = O)

asi que en la primera suma del lado derecho de (5) se puede agregar el sumando con
j=n-—p.
Como t > ty1 y Bp_i1,; puede tomar valores no nulos solamente en [t;, tp.1), obtenemos
Bp11(t) =0y

(1 —gpa(t))Bpg(t) =0,

asi que en la segunda suma del lado derecho de (5) se puede agregar el sumando con j = 1.
Por eso podemos transformar (5) de la siguiente manera:

n—1 n—p n—p n—p

Byi(t) = dpi(t)Bpri(t) + Y (1= qpi(t))Bpoyj(t) = > Bypgs(t)
j=1 j=1

j=1 j=1

Aplicando la hipétesis de induccién (4), obtenemos el resultado requerido. [
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4. Identidad de Marsden.

n—p—1

Pp(T

j=1

donde
1l)p,]( ) ( j+1 — T) T

Idea de demostracion. Idea: o =Py ;(T),

wpi(uw)og =p1(T
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(tj+p—1 - T)-

J(u—1).
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5. Teorema (descomposicién del polinomio en una combinacién lineal de B-
splines). Sea f un polinomio de grado < p. Entonces para cada w en [tyi1,thp),

u) = ZAp,j(ﬂBPJ»
j

donde
Api p,Z: Y(D"py) (1) (DPVF) ().
Aqui el punto T se puede elegir de manera arbitraria.

Demostracion. Para cada v € {0,...,p} derivamos v veces la identidad de Marsden (6)
respecto a la variable T:

n—p—1
p!
(_1 )V Z Dvll)p,] P,j (u))
(p—v)! =
y despejamos (uw— T)P~V:
n—p—1

(u—P™ = (~

(D¥Wp5) (1) By (w). (7)

j=1
Por otro lado, aplicamos la férmula de Taylor al polinomio f:
P k
(D f
Z (u—1)* (8)
k=0

Hacemos el cambio de variable v =p — k:

n—p—1 P
] v v
flu) = a (a ZO( )Y (D) (1) (DPY1)( )) Bpi(u), (10)
j= v=
y es exactamente lo que dice la proposicién. O]
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